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PRESENTACION DEL PROYECTO

Tenoch Cedillo Avalos
OBJETIVOS

La serie Ensefianza de las Matemadticas se desarrolla en el marco del Proyecto de
Tecnologfa y Educacion a Distancia en América Latina y el Caribe; esta serie tiene
como proposito central fortalecer el conocimiento de las matemadticas escolares
y las précticas de ensefianza de los profesores que se desempefian en el nivel
de educacioén secundaria (7°-9° grados, 13-15 anos de edad). En este propdsito
subyace la hipdtesis de que un mejor desempefio de los docentes se reflejard en
aprendizajes mas solidos y de mayor calidad en los alumnos.

Pretendemos que la discusion y andlisis de los materiales que incluye esta
serie, permitan a los maestros reflexionar sobre sus concepciones y practicas de
ensenanza, y que esta experiencia les proporcione elementos para responder
preguntas como las que planteamos a continuacion:

e ;Cree que sus estudiantes no pueden resolver problemas a menos que usted
les haya ensefiando previamente cémo hacerlo?

e ;Creeque siles pide a sus alumnos que resuelvan un problema ellos lo hardn
en formas muy similares?

e ;Creequepuede emplear las soluciones que desarrollan sus estudiantes como
fuentes para enriquecer sus estrategias de ensefianza? ;Cémo?

e ;Cree que es conveniente propiciar oportunidades para que sus alumnos
resuelvan problemas usando sus propias estrategias? jPor qué?

e ;Cree que es conveniente pedir a sus estudiantes que le informen cémo
razonaron para resolver un problema dado? ;Por qué?

e Cree que es conveniente exigir a sus educandos que usen los proce-
dimientos que les ensefid y que usted asuma la reproduccion de esos
procedimientos como sindénimo de comprension?



También nos proponemos que la serie Ensefianza de las Matematicas proporcione
experiencias que permitan a los profesores desarrollar concepciones y practicas
de ensenanza como las que mencionamos enseguida.

Que el maestro:

e (Genere un ambiente de trabajo que favorezca que sus estudiantes desarrollen
habilidades matematicas y destrezas operativas.

e Aproveche la evolucion del pensamiento matematico de sus alumnos para
planear el desarrollo del programa escolar.

e Genere oportunidades para que sus estudiantes resuelvan problemas sin
necesidad de instrucciones explicitas.

e Utilice las formas en que sus estudiantes razonan para disefar mejores es-
trategias de ensefianza.

e Desarrolle el curso en consonancia con lo que sus alumnos van aprendiendo.

e Sea capaz de proponer problemas distintos a cada equipo de trabajo, y en
ocasiones a cada estudiante, de acuerdo con los intereses y capacidades de
ellos.

e Evalte el desemperio de sus estudiantes con base en las habilidades mate-
maticas que ellos desarrollen.

e Valore el potencial de la técnica de aprendizaje cooperativo como un recurso
fructifero en la clase de matematicas.

MATERIALES

Esta serie ofrece un conjunto de materiales dirigidos a profesores de matemadticas
en servicio y a formadores de los futuros docentes de matematicas, que se de-
sempefiardn en el nivel de educacién secundaria. La estrategia que proponemos
para el logro del propdésito antes mencionado, es brindar un programa de profe-
sionalizacién docente que se basa en un andlisis critico de la prdctica en el aula
con la finalidad de enriquecerla. La investigacién que hemos realizado en este



campo, ratifica enfdticamente que la experiencia que los profesores adquieren
mediante el andlisis de las prdcticas de ensefianza de otros se refleja de manera
favorable en sus concepciones y conocimientos sobre la disciplina, el aprendizaje
y la docencia (Cedillo, 2003).

Los materiales que presentamos se describen brevemente en el esquema que
i se muestra a continuacion.

TNTENRY WENSERT TL

Videos de Sesiones de Trabajo con
Alumnos, en las que se presenta evi-
dencia de las capacidades y limitaciones
de los estudiantes en la resolucion de
ciertos problemas matematicos.

Videos de Sesiones de Trabajo con
Maestros, en las que éstos resuelven los
mismos problemas que se propusieron a

los estudiantes.

Videos de Sesiones de Profundizacién,

en las que los docentes analizan critica-

mente lo que ellos lograron en el mar-
co de los logros de los alumnos.

Propuestas diddcticas en versiones impresa y digital, donde se aborda con mayor de-
talle los episodios presentados en los videos, se incorporan los materiales empleados
en las sesiones de trabajo con alumnos y con profesores, y se incluye una seccion
para ampliar el horizonte de los temas mateméticos que se tratan en cada sesion.



SUJETOS QUE PARTICIPAN EN LAS SESIONES DE TRABAJO

Ademds del decidido apoyo otorgado por las mds altas autoridades de las insti-
tuciones que patrocinaron este proyecto, asf como de la invaluable colaboracion
del equipo técnico de television, participaron estudiantes de secundaria, maestros
en servicio, profesores que condujeron las sesiones de trabajo en el aula, y un
docente que estuvo a cargo de la produccién y la direccién académica de todas
las actividades del programa.

Los grupos escolares que participaron en el proyecto, cursan el segundo grado
desecundaria (8° grado, 13-14 anos de edad) en dos escuelas ptblicas de la ciudad
de México que se destacan por su organizacién, compromiso de sus profesores y
el buen desempernio de sus estudiantes. Los jovenes que se observan en los videos
son alumnos promedio de esas instituciones, no fueron seleccionados por poseer
cualidades especiales. El grado escolar de los educandos se eligié en consonancia
con los conceptos y conocimientos matemdticos que se abordan en las actividades
de aprendizaje que se les propusieron. La intervencién de esos grupos escolares,
en esta serie, se debe a la colaboracién de las autoridades educativas y de los
directivos de las escuelas secundarias publicas que nos permitieron trabajar con
sus estudiantes. La participacién de los alumnos se organizé de acuerdo con los
horarios de clases de su respectivo plantel, por esta razén, a lo largo de los videos,
se pueden observar diferentes grupos de educandos y de maestros.

Todoslos docentes que colaboraron en esta serie prestan su servicio en escuelas
secundarias publicas ubicadas en la ciudad de México. Es necesario mencionar
que los profesores que conducen las sesiones de trabajo, no son los maestros que
normalmente dirigen a los grupos que se observan en los videos. La razon de
esto es que las sesiones de trabajo con alumnos incluyen temas y actividades
que no necesariamente tienen previstas los maestros de los grupos escolares, en
los momentos en que este proyecto lo requerfa, por lo que fue indispensable
contar con docentes especificamente asignados al proyecto con la finalidad de
que dispusieran del tiempo y los recursos para preparar y conducir las sesiones
de trabajo en el aula.
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El hecho de que los profesores que condujeron las sesiones no hayan sido los
docentes regulares de los grupos, presenta ventajas y desventajas, por ejemplo,
nos parece importante mencionar que nuestros maestros no conocfan a los estu-
diantes, situacién que, por supuesto, no ocurre entre éstos y su maestro habitual.
No obstante, los logros de los alumnos que se pueden observar en los videos,
sugieren que la planeacion y puesta en practica de las actividades de aprendizaje
son factores que influyen sensiblemente en un rdpido establecimiento de una
buena relacién alumno-profesor, independientemente del tiempo que hayan
tenido para relacionarse entre si.

EL TRABAJO EN EL AULA

En los videos, se presentan episodios tal como ocurrieron en el aula; los videos
muestran un acercamiento a la enseflanza que tiene como propdsito poner en
préctica los preceptos del constructivismo social, empleando la técnica del apren-
dizaje cooperativo, asi como un enfoque del aprendizaje basado en la resolucion
de problemas. Utilizamos deliberadamente el término “sesiones de trabajo”,
en lugar de “clase modelo”, para distinguir el enfoque de enseflanza que aqui
mostramos del esquema tradicional que rdpidamente se identifica con la cdtedra
del profesor, en la que éste “entrega” sus conocimientos a unos alumnos que
estdn atentamente escuchdndole para “recibirlos”. Estos conceptos se discuten
mas adelante con mayor amplitud.

En los videos de las sesiones de trabajo con los estudiantes y con los profeso-
res, podrén observarse los aciertos, errores y momentos de incertidumbre que
usualmente se suscitan en el proceso de resolucién de problemas matematicos
no triviales, y en las vicisitudes propias de la conducciéon de una sesién de tra-
bajo, cuyo éxito o fracaso depende esencialmente de la participacion de cada
uno de los integrantes del grupo con el que se esta trabajando. En los videos, se
observa un esfuerzo sostenido por parte del profesor que conduce la sesion para
desempenarse como un promotordel desarrollo del pensamiento matemético de



sus estudiantes, y no como un expositor que presenta una brillante cdtedra a un
auditorio atento y pasivo. Las sesiones de trabajo se centran en las participaciones
de los alumnos, porque es a partir de sus respuestas que el profesor propiciara
que se dé el siguiente paso en el avance de sus aprendizajes. Las intervenciones
del maestro que conduce una sesion, se enfocan en la coordinacion del trabajo del
grupo, empleando todos los recursos que tiene a su alcance, en ese momento,
para recuperar y enriquecer las participaciones de los estudiantes y, con base en
esto, dar un horizonte més amplio al contenido matematico que se esta explo-
rando. En los videos podrd observarse que el maestro tenfa preparado un guion
para la clase; pero también se percibe que siempre estuvo atento a las respuestas
de los alumnos para ir haciendo ajustes al guién de trabajo previsto y, de este
modo, poder aprovechar de la mejor manera posible los aciertos y errores de los
estudiantes, los cuales empleaba como puntos de partida en la busqueda de una
secuencia de ensefanza que estuviera en mejor consonancia con las distintas
formas de razonamiento de sus alumnos.

CONTENIDOS MATEMATICOS

Para seleccionar los contenidos mateméticos de esta serie, se hizo una revisién
de los programas de estudio para la escuela secundaria que se ofrecen en los
pafses de América Latina y el Caribe, a partir de esta consulta se eligieron algu-
nos temas de aritmética, &lgebra y geometrfa, definiéndose, asf, las ramas de las
matematicas escolares en que se ubicarfan dichos contenidos. Posteriormente,
se acudio a la literatura de investigacién sobre aprendizaje de las matemadticas,
con base en ésta fueron seleccionados los temas especificos dentro de cada rama
de acuerdo con los siguientes criterios:

e Larelevancia que les da la investigacién por las dificultades que presentan
para su ensefanza y aprendizaje.
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e Laimportancia que les da la investigacién por su trascendencia como temas
propedéuticos, sobre los que descansa la evolucion del curriculo escolar en su
transito al curriculo de matemdticas en los niveles de educacién superior.

Finalmente, en el marco determinado por los alcances de este proyecto, se deci-
di6 abordar tres temas en aritmética y geometria, y cuatro en dlgebra, quedando
distribuidos como se muestra en el siguiente cuadro.

Aritmética Algebra Geometria
P . Patrones numéricos Medicién y semejanza de
Multiplos y divisores o .
y generalizacion tridngulos
. PR uegos y regularidades Medicién y razones
Méximo comun divisor Juegos y reg . . y, .
algebraicas trigonomeétricas
Minimo comun multiplo Ecuaciones de primer grado  Areas y teorema de Pitdgoras

Lectura y construccion
de graficas cartesianas

ORGANIZACION Y PRESENTACION DE LOS CONTENIDOS
Videos

El desarrollo de cada tema constituye un mddulo que estd formado por dos videos
yuna Propuesta diddcticaimpresa. Cada tema se inicia con una cdpsula de video
que se prepar¢ para presentar de forma amena y clara la informacién relevante
del problema que se propone para que los alumnos lo resuelvan, y también se
emplea para centrar la atencién de los alumnos en el tema a tratar. Esa capsula
puede ser usada por los profesores que la consideren util en su tarea docente.
Algunas cdpsulas incluyen recursos electrénicos de la geometrfa dindmica, o tablas
con datos que pueden ser utilizadas en las clases que preparen los maestros que
reciben estos materiales.



El primer video de cada mddulo incluye las dos sesiones de trabajo que se
emplearon con alumnos para desarrollar el tratamiento del tema correspondiente,
cada sesion se tiene una duracion mdxima de 50 minutos. El tema se aborda
a partir de la resolucién de uno o mads problemas matematicos; estas sesiones
de trabajo se realizan con la participacion activa de un grupo de estudiantes. El
nucleo en el estudio de un tema es la resolucion de problemas que representan
un reto para el intelecto de los alumnos, por esto, sus intervenciones nunca con-
sisten en la repeticién de conceptos u otros conocimientos que previamente se
les habfan ensefado, en vez de esto, las participaciones de los estudiantes ofrecen
una reelaboracion o una aplicacion creativa de conceptos y conocimientos que
los conducen a proponer ideas plausibles que eventualmente se concretan en la
resolucion de un problema. Dada la complejidad de los ejercicios que se propu-
sieron, se decidi6 apoyar la actividad de los estudiantes utilizando la técnica de
aprendizaje cooperativo. Esta técnica exige la colaboracion conjunta y creativa
de todos los miembros de un equipo de trabajo para realizar una tarea, en otras
palabras, requiere que el trabajo en equipo, ademads de necesario, sea mds pro-
ductivo que el trabajo individual. Dada la importancia que tuvo en el proyecto
el uso de la técnica de aprendizaje cooperativo, mds adelante le dedicamos una
seccion para un analisis mas amplio.

Elsegundo video del médulo incluye una secuencia que muestra la Sesion de
Trabajo con Maestrosy la Sesion de Profundizacion. La Sesion de Trabajo con
Maestros permite observar las formas en que ellos abordaron problemas iguales
o0 similares a los que se propusieron a los alumnos. Es importante sefialar que
cuando se pidi6 a los maestros que resolvieran esos problemas, ain no habian
visto los videos de las sesiones de trabajo con los alumnos, esto se realiza en la
Sesion de Profundizacion.

En las sesiones de profundizacion, se pide a los profesores que vean atenta-
mente los videos de las sesiones con alumnos, y que registren individualmente sus
observaciones de acuerdo a un guién que se les proporciond; el guién permite que
los docentes incluyan comentarios sobre aspectos no considerados en é1. Una vez



que han hecho esto, se pide a los maestros que discutan en equipos de trabajo las
anotaciones que registraron de manera individual; después de esto, se organiza
una mesa de discusion con todos los equipos reunidos, donde debaten acerca de
sus observaciones y hacen propuestas respecto a las implicaciones que se derivan
de su experiencia en estas sesiones de trabajo en torno a su practica docente coti-
diana. La Sesién de Profundizacion concluye con la seccién Reflexiones después
de la prédctica, que presenta el coordinador académico de esta serie.

PROPUESTAS DIDACTICAS

Se elabor6 una Propuesta diddctica para cada uno de los médulos que comprende
esta serie. Las propuestas diddcticas se presentan en formato impreso y en formato
digital. Estos materiales tienen como propésito exponer informacion adicional que
permita analizar con mayor acuciosidad las sesiones de trabajo que se muestran en 1os
videos. En cada propuesta se proporciona una descripcion detallada sobre las activi-
dades que se llevaron a cabo en las sesiones de trabajo con alumnos y con maestros.
Asimismo, se incluyen cada uno de los materiales que se emplearon, al igual que un
ensayo critico de lo que ocurrié durante el tratamiento de cada tema, en términos
de los logros de los estudiantes en el marco de 1o que originalmente fue el guién de
trabajo para cada sesién. Porlo anterior, recomendamos enfaticamente que antes
de observar los videos se lea la Propuesta didictica correspondiente.

Los asuntos que se abordan en cada Propuesta diddctica se describen breve-
mente a continuacion.

Presentacion y objetivos del tema

Ademés de los objetivos de cada sesion de trabajo con los alumnos, este apartado
incluye un ensayo en el que se presentan los argumentos considerados para
seleccionar el contenido matemético que se aborda, y una descripcion del guion
de trabajo que empled el profesor para desarrollarlo.



Materiales de las sesiones de trabajo con los alumnos
Esta seccién proporciona informacién detallada sobre cada una de las actividades
que se propusieron a los estudiantes.

Materiales de las sesiones de trabajo con los maestros
Este apartado ofrece informacién pormenorizada sobre cada unade las actividades
que se propusieron a los profesores.

Lo que aprendieron los alumnos

En esta parte, el profesor que estuvo a cargo del desarrollo de la sesion de traba-
jo, presenta un ensayo sobre los logros de los estudiantes; el ensayo contiene
un andlisis entre lo esperado por el maestro y las respuestas no esperadas que
ofrecieron los alumnos, y c6mo éstas lo condujeron a modificar, sobre la marcha,
el guién que habfa preestablecido para realizar su trabajo.

Recomendaciones para la ensenanza
Con base en el andlisis de los logros de los estudiantes, y de las vicisitudes que tuvo

que sortear, el profesor que estuvo a cargo de la conduccion del trabajo presenta una -

serie de reflexiones que se expresan como recomendaciones para la ensefianza.

Ampliacion del tema

Este apartado tiene como propésito profundizar en el tratamiento del contenido
matematico que se abordd en la sesion de trabajo. Se incorporan nuevos ele-
mentos y recursos diddcticos cuya finalidad es ampliar el conocimiento de los
contenidos matemadticos que se trataron en las sesiones de trabajo con alumnos
y los correspondientes con maestros.

EL CONTEXTO INTERNACIONAL Y PRINCIPIOS QUE ORIENTAN ESTE PROYECTO

Los resultados obtenidos por los estudiantes latinoamericanos en las evaluaciones
internacionales que se han efectuado recientemente, han acentuado la atencion
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que los ministerios de educacién dedican a la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas (Beaton et al, 1996; OECD, 2000). El andlisis de esas evaluaciones
sugiere enfdticamente que para mejorar esos resultados deben instrumentarse
nuevos programas orientados a la actualizacién, tanto de las formas de ensenanza
como del conocimiento de la disciplina por parte de los maestros de matemadticas
en servicio.

La investigacién realizada en los dltimos 30 afios sobre el aprendizaje de las
matematicas, ha proporcionado un conocimiento importante que plantea la necesi-
dad de nuevas estrategias de ensefianza, nuevos paradigmas para la formacién de
profesores, un nuevo curriculo y nuevas formas de evaluacion (Kilpatrick, 1992).
Los resultados de esas investigaciones han ejercido una fuerte influencia en el di-
sefio de los planes y programas de estudio de la ensefianza bdsica y, por lo mismo,
han surgido nuevas exigencias en el desempeno de los docentes, por ejemplo, en
muchos paises se incluyeron en los programas de estudio nuevas lineas tematicas,
como predlgebra, precélculo, probabilidad y estadistica.

La investigacion sobre la ensefianza ha cambiado del paradigma proceso-pro-
ducto —en el que el objeto de indagacién son los comportamientos del profesor—a
estudios abocados a sus concepciones y criterios para la toma de decisiones en el
aula. Asimismo, las teorfas que se enmarcan en el constructivismo social también
han tenido impacto en los programas de formacién de profesores y el curriculo de
la escuela bésica. Brevemente expuesto, estas teorfas conciben el conocimiento
como un producto del trabajo intelectual de comunidades formadas por individuos
creativos; estas corrientes de pensamiento se reflejan en cursos y materiales que
intentan que el profesor deje su papel como transmisor de conceptos, hechos
bésicos y destrezas, para que se desempefie como tutor del desarrollo del pensa-
miento matemdtico de sus estudiantes (Cobb et al, 1990).

Actualmente, se espera que los profesores hagan evidente en su practica pro-
fesional que estdn convencidos de que sus estudiantes no son “recipientes que
esperan ser llenados”, y los entiendan como sujetos intelectualmente creativos,
capaces de hacer preguntas no triviales, de resolver problemas y de construir
teorfas y conocimientos plausibles. Lo anterior exige que el maestro despoje



al libro de texto, y a él mismo, de su papel como autoridad intelectual en la
clase y la deposite en argumentos rigurosos producidos por él y los estudiantes
(Thompson, 1992).

Esa nueva perspectiva de ensefanza requiere que el profesor conozca el
nivel de desarrollo del pensamiento matemadtico de sus alumnos, que construya
materiales intelectualmente ricos, y propicie un ambiente de trabajo en el que
el razonamiento de los educandos pueda ser, al mismo tiempo, apoyado y
motivado.

Afinalesdelos ochenta, se desarrollaron tres perspectivas distintas para estudiar
los procesos de cambio en las précticas de los profesores, cada una con fundamentos
tedricos diferentes. La perspectiva piagetiana, que se sustenta en la teorfa de
que un cambio en las ideas de los docentes sobre la naturaleza del aprendizaje y
de las matematicas, requiere necesariamente un proceso de desequilibrio de las
ideas previas y la reconstruccion de ideas mds poderosas (Schifter, 1993; Schifter
y Fosnot, 1993; Schifter y Simon, 1992). La corriente de las ciencias cognitivas
propone que los cambios en el profesor se dan a través de que modifique el conte-
nido y organizacién del conocimiento que posee, en consonancia con la evolucion
del razonamiento matemadtico de sus estudiantes (Carpenter et al.,1988; Fennema
et al., 1996; Peterson et al., 1989). La postura del constructivismo social expone
que lo que permite a los profesores resolver los conflictos entre sus creencias
sobre el aprendizaje y los avances que se observan en sus estudiantes, es el
proceso de negociacion entre ellos y sus alumnos sobre las normas para validar
la construccion de los conceptos e ideas matemdticos (Ball, 1988; McDiarmid
y Wilson, 1991).

La serie Ensefianza de las Matemdticas del Proyecto de Tecnologfa y Edu-
cacion a Distancia en Ameérica Latina y el Caribe, se propone compartir con los
profesores de matemdticas en servicio y los formadores de futuros docentes,
algunas estrategias plausibles que ejemplifican, mediante episodios de trabajo
en el salén de clases, como llevar a la préctica en el aula los planteamientos del
constructivismo social.



EL MODELO DIDACTICO

En el periodo 2000-2003, se llevé a cabo en México un estudio con 800 maestros
de matematicas en servicio, en el que se evaluaron los efectos de la aplicacion de
un enfoque didactico no convencional en sus practicas de ensefianza y conoci-
miento matemdtico (Cedillo, 2003). Los resultados de ese estudio muestran vias
promisorias para favorecer los aprendizajes de los estudiantes, aun con profesores
cuya docencia esté anclada en principios y concepciones tradicionales, y con un
débil conocimiento de la disciplina que ensefian. Expuesto sucintamente, ese
enfoque did4ctico consiste en ensefar las matematicas escolares de manera similar
a como aprendemos el lenguaje materno, esto es, a través de su uso; el uso del
lenguaje matemético en actividades adecuadamente disefiadas, permite que los
estudiantes vayan asignando significados plausibles a ese sistema de signos.

En el aula, lo anterior se traduce en que el profesor no parte de exponer
reglas, definiciones y ejemplos, en lugar de esto, el maestro propone una activi-
dad (problema) que le permite establecer una interaccién con sus estudiantes
a partir de las formas de razonamiento que ellos desarrollan. El progreso de
losalumnos enlaactividad depende de lacomprensién que logre el profesor de sus
formas no ortodoxas de comunicacion. Esto implica que el docente debe aceptar
que sus estudiantes aprenden cada uno a un paso distinto, y que debe saber
escucharlos para aprender acerca de las formas en que ellos razonan. Esta forma
de ensefianza exige que el profesor abandone la exposicién al frente del grupo
como estrategia de interlocucion, porque esto parte del supuesto de que el
maestro puede hacer avanzar a todos los estudiantes del grupo al mismo ritmo.
Ademds, es necesario que el docente desarrolle habilidades que le permitan
relacionar los avances no convencionales de sus alumnos con los temas mate-
maticos formalmente establecidos, lo cual requiere la capacidad de desarrollar
el curriculo a partir de los logros de los estudiantes.



EL APRENDIZAJE COOPERATIVO

Elaprendizaje cooperativo puede describirse como una relaciéon entre estudiantes
que les requiere (Johnson y Johnson, 1989):

e Necesitarse unos a otros para realizar una tarea.

e Un ejercicio de responsabilidad individual, en el que cada uno tiene que
contribuir y aprender.

e Desarrollar habilidades para relacionarse: comunicacién, confianza en si
mismos y en los demds, asumir eventualmente el liderazgo, tomar decisiones
y resolver conflictos.

La técnica de aprendizaje cooperativo favorece que los estudiantes no solamente
aprendan los contenidos propios de unadisciplina, sino que desarrollen habilidades
para cultivar relaciones personales con sus compafieros que probablemente no
desarrollarfan en una clase tradicional. Entre otras cosas, esto puede ocurrir si el
maestro toma en cuentalarelacion entre el desempenio del grupoy el individual, la
preparacion de sus estudiantes y las dificultades comunes que éstos presentan.
Se han reportado resultados de investigacién que sefialan que el éxito del
aprendizaje cooperativo depende en buena medida de que los estudiantes se
propongan objetivos grupales claramente definidos, y que asuman responsabi-
lidades individuales bien especificadas (Leinken y Zaslavsky, 1999). Lindauer y
Petrie (1997), sugieren que el sistema de evaluacién del profesor puede apoyar
al logro de metas colectivas, si lo estructura de manera que los estudiantes sean
evaluados individualmente por su trabajo, y que el trabajo individual se oriente
a que colaboren con sus compafieros en favor del éxito del grupo. Por una par-
te, la formulacion y el logro de objetivos grupales en el aprendizaje cooperativo,
proporciona a los alumnos una razén para trabajar juntos (Johnson y Johnson,
1989). Por otra parte, el exigir que cada individuo tenga responsabilidades par-
ticulares, asegura que todos los estudiantes se beneficiardn de la experiencia,
incrementando su comprension, a la vez que permite al maestro asegurarse
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de que todos en el grupo aprendan los nuevos conceptos. De esta manera,
el éxito que el grupo tenga en alcanzar sus objetivos depende del nivel de
logro que alcance cada uno de sus miembros.

El establecimiento de objetivos grupales y un sistema de evaluacién que
recompense el éxito puede hacerse de varias maneras, por ejemplo, el profesor
puede reforzar en sus estudiantes el valor de ayudarse unos a otros, si evalda el
nivel de logro del equipo con base en el aprendizaje de cada estudiante (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991; Posamentier y Stepelman, 1999). Mds especificamente,
el maestro puede asignar un porcentaje extra a la calificacién de un equipo de
trabajo en el que todos sus miembros lograron cierto puntaje. Las acciones del
docente que refuerzan los objetivos grupales y la responsabilidad individual,
ayudan a que los alumnos se preocupen por el éxito de sus compaferos, a que
desarrollen una mejor capacidad de escucha, y a que valoren métodos alternativos
para resolver problemas.

Lo anterior implica que los estudiantes deben estar especificamente preparados
para participar en un ambiente de aprendizaje cooperativo, y que los profesores
establezcan condiciones que garanticen experiencias exitosas de aprendizaje. El
aprendizaje cooperativo no se da por el simple hecho de que los estudiantes trabajan
en equipos durante la clase, esta técnica de trabajo en el aula s6lo es provechosa
cuando los miembros de un grupo se ven a si mismos como parte de un equipo
que debe alcanzar un objetivo de manera conjunta, ante una tarea que individual-
mente es mucho maés dificil de llevar a cabo que haciéndolo con la colaboracién
de otros (Posamentier y Stepelman, 1999). El aprendizaje cooperativo se basa en
la premisa de que los alumnos que trabajan juntos son responsables no sélo de
su aprendizaje, sino también del de sus compaferos (Lindauer y Petrie, 1997),
para esto, los estudiantes deben aprender a escuchar a los demds y a valorar el
hecho de que un problema puede ser abordado en mds de una forma. En sintesis,
podemos decir que el aprendizaje cooperativo es una buena estrategia de trabajo
en el aula; pero ésta no tiene éxito sin preparacion.

Slavin (1990) afirma que los profesores pueden enfrentar algunas dificulta-
des al aplicar la técnica de aprendizaje cooperativo, y sélo obtendran resultados
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provechosos si aprenden a emplearlo correctamente en la clase. El aprendizaje
cooperativo puede ir en detrimento del aprovechamiento de los estudiantes, los
alumnos menos avanzados pueden copiar el trabajo de los més adelantados del
grupo, y el resultado puede ser mds bajo del que ese alumno podria haber obtenido
en una clase tradicional. Otra posible dificultad es que los maestros deben estar
preparados para ceder parte del control que, tradicionalmente, tienen sobre las
actividades que se realizan en el aula. Si bien es necesario asegurarse de que los
estudiantes estan realmente trabajando en un ambiente de aprendizaje coopera-
tivo, es dificil evitar que hagan mds ruido. Algunos docentes podrian percibir el
ruido como un indicio de pérdida de control.

EL APRENDIZAJE COOPERATIVO EN LA CLASE DE MATEMATICAS

Hay investigaciones que muestran que los beneficios del aprendizaje cooperativo
se reflejan en un mejor desempeno escolar, mejores habilidades para comunicarse
e interacciones sociales y académicas exitosas (Slavin, 1991; Stevens, Slavin
y Farnish, 1991; Whicker, Bol y Nunnery, 1997; Walmsley y Muiiiz, 2003).
Los efectos del aprendizaje cooperativo en el desempeno de los alumnos son
muy impresionantes, los logros de los estudiantes que pueden observarse en
los videos de esta serie ofrecen evidencias a este respecto. Esto se debe a diver-
sas razones, en el trabajo cooperativo los alumnos ven cdmo sus companeros
se encuentran en diferentes etapas de dominio de las tareas que enfrentan, y se
ayudan unos a otros, por ejemplo, cuando los estudiantes interactian en forma
cooperativa hacen el intento por explicar sus estrategias a los demds, empleando
las palabras de sus compafieros mds débiles (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).
En muchas ocasiones, los educandos que proporcionan la explicacion pueden
lograr asf una comprension mads clara de la tarea que estdn abordando. Cuando
se pide a los estudiantes que expliquen, detallen y defiendan sus posturas ante
los demds, se esfuerzan en expresar mds cuidadosamente sus ideas. Asimismo, los
alumnos que escuchan las explicaciones de otros se esfuerzan en comprender



otras formas de abordar una tarea determinada. El observar a los demads y prac-
ticar en este tipo de ambientes de trabajo, ayuda a los estudiantes a interiorizar
los conceptos que estdn intentando comprender o dominar (Stevens, Slavin y
Farnish, 1991).

Probablemente, uno de los mayores beneficios del aprendizaje cooperativo es
que incrementa la capacidad de los alumnos para comunicarse usando el lenguaje
de las matemadticas, y que este tipo de comunicacién les ayuda a comprender
mejor esta disciplina (Artzt, 1999). Johnson y Johnson (1989, p. 235) afirman
que “si la instruccion en matemadticas procura ayudar a los estudiantes a pensar
matemdticamente, a comprender las conexiones entre diversos procedimientos
y hechos matemaéticos, y a ser capaces de aplicar el conocimiento matemadtico
formal de manera flexible y significativa, entonces, es indispensable emplear el
aprendizaje cooperativo en las clases de matemadticas”. De acuerdo con estos
autores, el aprendizaje cooperativo hace que las matematicas se aprendan de ma-
nera activa, en vez de pasiva. Otros autores sugieren que, mediante la técnica del
aprendizaje cooperativo, los profesores promueven que sus estudiantes expliquen
lo que entienden, porque eso los obliga a integrar y ampliar su conocimiento de
manera diferente (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).

Hay resultados de investigacién que confirman la conviccién de muchos maestros
de que los alumnos aprenden mejor de sus compafieros cuando se les pide que
expliquen c6mo llegaron a las respuestas; los profesores que piden a los estu-
diantes que expliquen cémo resolver un problema frente al grupo, ayudan a
que todos aprendan mds y enfatizan las habilidades para expresarse acerca de
conceptos matemadticos (NCTM, 2000). El aprendizaje cooperativo permite a los
educandos dar y recibir explicaciones detalladas, esto les ayuda a aprender mds
que a los estudiantes que simplemente reciben las respuestas correctas (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991). Es importante ejercitar la capacidad de comunicar ideas
matemaéticas para apoyar el desarrollo que el alumno tenga en esa disciplina.
Leiken y Zaslavsky (1999) reportan que el uso del aprendizaje cooperativo motiva
a los estudiantes a participar activamente en el aprendizaje de las matematicas, y a
comunicarse entre ellos sobre cuestiones de esta disciplina.



Otro beneficio del aprendizaje cooperativo es que permite alos alumnos trabajar
con otros en el logro de un objetivo comun y desarrollar habilidades para usar las
matematicas en interacciones sociales. De acuerdo con Whicker et al (1997),
algunos de los resultados a corto plazo incluyen un incremento en el aprendizaje,
en la retencion y en el pensamiento critico. Comparado con un sistema competi-
tivo e individualista, las experiencias del aprendizaje cooperativo promueven una
alta autoestima en los estudiantes (Johnson, Johnson y Holubec, 1984; Johnson
y Johnson, 1989). El aprendizaje cooperativo puede reforzar el sentimiento de
autoaceptacion del alumno, en tanto que la competitividad puede afectar de
manera negativa dicha aceptacion, y las actitudes individualistas tienden a estar
relacionadas con un rechazo bésico de sf mismo (Johnson, Johnson y Holubec,
1984). Los alumnos, generalmente, disfrutan la experiencia de trabajar en forma
cooperativa, y les importa que sus comparieros los tengan en buen concepto. La
necesidad de ser aceptados también los ayuda a lograr ser exitosos escolarmente,
esta percepcion de éxito incrementa su autoestima.

Los resultados a largo plazo del aprendizaje cooperativo incluyen la habilidad
para ser contratados para trabajar y tener éxito en su carrera (Johnson y John-
son, 1989). Muchos empleadores valoran a un empleado con habilidades para
comunicarse, con responsabilidad, iniciativa, interaccion interpersonal y poder
de decision. Todas estas cualidades pueden ser desarrolladas al tener experien-
cias de aprendizaje cooperativo. El aprendizaje cooperativo no sélo ayuda a los
estudiantes a aprender matemaéticas, sino que coadyuva en su preparacion para
la vida después de graduarse.

A manera de sintesis podemos sugerir que el aprendizaje cooperativo puede
ser exitoso si:

e Se emplea para abordar actividades que exijan la colaboracién del grupo.

e Los profesores cuentan con algin tipo de sistema de recompensas grupales
que contemple la responsabilidad individual.

e [os maestros logran crear una actitud en sus alumnos que les conduzca a
escuchar atentamente las ideas de los demds.
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COMENTARIOS FINALES

En la serie Ensefianza de las Matemdticas asumimos la premisa de que en la
préactica profesional los sujetos tienen experiencias que producen cambios en sus
conocimientosy creencias. Este principio es una combinacion de lo planteado por
el constructivismo social y las ciencias cognitivas. Por una parte, asumimos que
la prdctica profesional incluye la interaccién creativa entre profesores, y de éstos
con los estudiantes; por otra parte, implica que los individuos vamos modificando
nuestras concepciones y acciones a partir del conocimiento que adquirimos sobre
las formas de razonamiento de otros sujetos. La evidencia obtenida de la inves-
tigacion sugiere que lo que esencialmente promueve cambios en los profesores
son ciertos episodios que se dan en el aula, que les permiten atestiguar lo que
sus estudiantes pueden lograr sin que “ellos se los hayan ensefiado” (Cedillo y
Kieran, 2003).

Indudablemente, serdn los profesores que hagan uso de los materiales que
se proporcionan en esta serie, los que emitan un mejor juicio sobre el alcance y
pertinencia de los propdsitos que nos hemos planteado, y sobre las estrategias
de trabajo que en este proyecto hemos empleado.
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INTRODUCCION

Dos tridngulos son semejantes entre si
cuando son indistinguibles excepto por su tamano.
G. W. Leibniz (1646-1716)

Enlos 1950, se enunciaron consignas en relacién con laensefianza de la geometria
como la siguiente: “Permitan que Arquimedes y no Euclides sea nuestro gufa”
(Meder, 1958, p. 584). También se hicieron aseveraciones en el sentido de que
Euclides habfa escrito Los elementos, una obra sobre geometrfa y aritmética,
para preparar filésofos y no matematicos (véanse, por ejemplo: Meder, 1958; y
Daus, 1960). Pero conviene hacer notar que incluso Arquimedes (ca. 287-212
a. C.) basé sus investigaciones en Euclides: Proclo nos informa que “Arquimedes,
quien vivié después de la época del primer Ptolomeo, menciona a Euclides”
(Proclus, 1992, p. 56).

Varios escritores han valorado la importancia histérica de esa obra de Euclides
por su influencia en todas las generaciones desde que fue escrita: durante més de
dos milenios ha mostrado a la humanidad cémo usar el poder del razonamiento
deductivo para lograr el conocimiento. Gemignani (1967, p. 162) concluye que
“la obra de Euclides [...] durante mucho tiempo fue una fuente de inspiracién
para los matemdticos y es el fundamento y la guia para algunas partes de las ma-
temdticas mds finas incluso hasta la época presente”.

En cuanto al aprendizaje de la geometria en la educacién secundaria (gra-
dos 7 a 9), desde 1950 se dio énfasis al rigor 16gico y se hicieron a un lado o se
ignoraron las relaciones con las experiencias de los alumnos en el mundo que
los rodea. Esta pedagogfa antihistdrica se basé en la suposicién de que, para un
aprendizaje 6ptimo, las matemdticas se deberfan ensefiar en una secuencia légica
de acuerdo con su organizacién formal. Este enfoque no ha tenido éxito.
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Desde los 1980, se ha fortalecido la postura de que la investigacién educa-
tiva puede contribuir al mejoramiento de las practicas de ensefianza de las ma-
temadticas escolares (un corpus distinto al de las matematicas mismas, aunque
fuertemente ligado a éstas). Mdas importante aun ha sido el senalamiento de
que la investigacion educativa en las matematicas escolares puede “servir como
una herramienta analitica para estudiar las relaciones entre las matematicas y la
sociedad en su conjunto” (Schubring, 1992, p. 49). Hans Freudenthal (1992,
p. 27), en la parte final de una conferencia que dio en 1980, sefial6 la importan-
cia de la investigacion educativa siempre que se llevara a cabo en el ambito de
la educacién y no que se hiciera investigacién de la educacion.

En anos recientes, se ha puesto menos énfasis en el enfoque axiomatico
de la ensenanza de la geometria en la educacion secundaria. Ahora se intenta
que en este nivel educativo las ideas, nociones y conceptos de la geometria se
aborden con base en la experiencia de los alumnos, auxilidndose de objetos
tangibles como lo puede ser un geoplano de madera, el doblado de papel o
unas ligas de hule. Actualmente no es una meta dentro del aprendizaje de la
geometria en la educacién secundaria que los alumnos desarrollen habilidades
en los métodos de demostracion.

Hay reportes de investigacién que concuerdan en la conveniencia de reinte-
grar el razonamiento espacial en las matemadticas escolares. Bishop (1992, p. 29),
por ejemplo, explicé que la geometrfa trata de la matematizacién del espacio;
a este respecto sefal6 que existen tres areas conceptuales en las que aparecen
obstaculos para los alumnos en el aprendizaje de la geometria: a) aprendizaje
acerca del espacio, b/ aprendizaje acerca de la matematizacion del espacio, y ¢/
aprendizaje acerca de la geometria; en su tratamiento de esta tercer area Bishop
destaco el papel que desempena la visualizacion.

En el desarrollo de las distintas actividades disefiadas para los tres modulos de
geometrfa de la serie de matemadticas, tanto alumnos como maestros participaron
en el planteamiento de conjeturas, sin que se tuviera como meta final la demostra-
cién formal de las mismas: para validarlas, incluso, se utilizaron procedimientos
de indole empirica (mediciones directas, por ejemplo). Los tres temas generales
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de geometria seleccionados para desarrollarse en las sesiones de trabajo con los
alumnos y en los talleres con los maestros fueron los siguientes:

e Medicion y semejanza de tridngulos
e Medicion y razones trigonométricas
e Areasy Teorema de Pitdgoras

En las sesiones de trabajo con los alumnos y en los talleres con los maestros,
que se videograbaron, los tres temas se desarrollaron estudiando sus relaciones
con otras dreas de las matematicas escolares, como la aritmética, el dlgebra, y el
registro y procesamiento de la informacion. Por otra parte, los temas de geometria
mencionados se incluyen en los programas oficiales de la educacion secundaria en
la mayoria de los paises, particularmente, en los de América Latina y el Caribe.

En este médulo 10 de esta propuesta diddctica se incluye el Teorema de Pi-
tagoras, en el médulo 8 se estudian los criterios de semejanza de tridngulos y en
el 9 se presenta una introduccion al estudio de la trigonometria en la educacion
secundaria.

Como se menciond, durante el desarrollo de las sesiones de trabajo no se
puso énfasis en cuestiones formales de demostracién, aunque si se validaron los
resultados a que se llegaba. La atencion se centro en el descubrimiento por parte
de alumnos y maestros, partiendo de lo que ellos ya conocfan y avanzando aun
mas a partir de sus nuevos logros.

En el apartado de “Ampliacién del tema” de cada uno de los médulos 8,
9y 10, se han desarrollado presentaciones de resultados relacionados con los
temas seleccionados. Esto se llevd a cabo bajo la perspectiva de que la recreacion
de determinados resultados matemadticos sea Util a los maestros para fortalecer
su conocimiento de las matemadticas que estan enseflando, y que aborden esos
temas un poco mas alld de lo que los programas de estudio para sus alumnos les
exigen. Asi, se incluye una demostracion de la “férmula de Herén” en cada uno
de estos tres modulos como una muestra de la interrelacion de los temas seleccionados
para la seccién de geometrfa. Esa “férmula” es un algoritmo que permite calcular el
drea de un tridngulo dadas las longitudes de sus tres lados.
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AREAS Y TEOREMA DE PITAGORAS

La conjetura conocida como “el Gltimo teorema de Fermat”, que fue demostrada
en 1994, se puede enunciar de manera sencilla en términos aritmético-algebrai-
cos (véanse: Courant y Robbins, 2002, pp. 64-66, y Singh, 2003, pp. 47-49).
Las raices de este legado de Pierre de Fermat (1601-1665) tuvieron sus origenes
hace aproximadamente 2 500 afos en la antigua cultura griega y se basa en el
teorema de Pitdgoras, resultado geométrico que lleva el nombre de quien alcanzé
la certeza de éste mediante raciocinio (creador asimismo del término “filésofo”).
Se ha calificado al Teorema de Pitdgoras como “la tinica parte de las matemadticas
que todos podemos recordar” (Singh, 2003, p. 26).

Para el diseno de las actividades del médulo 10, se tuvo como meta que
los alumnos descubrieran las relaciones que se dan entre las dreas de cuadrados
construidos sobre los lados de tridngulos obtusdngulos, acutdngulos y rectangu-
los. Inicialmente, se hizo el célculo de dreas contando el nimero de cuadrados
de una determinada unidad de longitud que completan el drea de alguna figura
plana, de modo que interviniera la transformacién (descomposicién) de figuras
equivalentes en drea.

Después de comparar en tridngulos obtusdngulos y acutdngulos el drea del
cuadrado construido sobre su lado mds largo con las de los cuadrados construi-
dos sobres sus otros dos lados, la pregunta que surge es si existe algin tipo de
tridngulo para el cual la suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre
dos de sus lados es igual al drea del cuadrado construido sobre el tercer lado.
Siguiendo este camino, los alumnos plantearon la conjetura de que esa relacién
se cumple en un tridngulo rectdngulo y la validaron mediante transformaciones
de dreas usando un geoplano. Esta relacién especial de equivalencia de éreas
es conocida como 7eorema de Pitagoras.
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Asi, los alumnos construyeron primero un tridngulo rectangulo y luego

verificaron la igualdad de dreas segln se enuncia en el teorema de Pitdgoras.
Sin embargo, no debe pasarse por alto que en realidad también plantearon
sutilmente como conjetura el resultado reciproco: si el drea de un cuadrado
construido sobre un lado de un tridngulo es igual a la suma de las dreas de
los cuadrados construidos sobre los otros dos lados entonces el tridngulo es
rectangulo.

OBJETIVOS

Los objetivos planteados para las sesiones de trabajo en el médulo de Areas y
Teorema de Pitagoras fueron los siguientes.

Que los alumnos:

Determinaran el drea de cuadrildteros, tridngulos y pentdgonos representa-
dos mediante ligas de hule en un geoplano, usando como unidad de drea
un cuadrado cuya longitud de cada uno de sus lados fuese la distancia entre
dos pivotes consecutivos del geoplano en una misma hilera horizontal o
vertical.

Transformaran unas figuras rectilineas en otras, equivalentes en drea, para
calcular el drea de cuadrados construidos sobre los lados de un tridngulo.
Compararan las dreas de los cuadrados construidos sobre los lados de un
triangulo obtusdngulo.

Compararan las dreas de los cuadrados construidos sobre los lados de un
tridngulo acutdngulo.

Plantearan conjeturas sobre la existencia de algun tipo de tridngulo, en el
que la suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre dos de sus lados
sea igual al drea del cuadrado construido sobre el tercer lado.
Representaran mediante una férmula el enunciado del Teorema de Pitdgo-
ras.



PLANEACION DE LAS ACTIVIDADES CON LOS ALUMNOS
Descripcion de algunos de los materiales utilizados

En las dos sesiones de trabajo con los alumnos y en el taller con los maestros, se
utilizaron geoplanos de madera con clavos y ligas de hule de distintos colores.
Cada geoplano se hizo con un cuadrado de madera de 38 cm x 38 ¢cm, en el que
se insertaron 12 clavos en cada una de 12 filas (144 clavos en total), esto es, cada
geoplano estaba formado de 12 x 12 pivotes, como se representa en la siguiente
figura. La separacion de un clavo a otro en la misma fila en los geoplanos de
madera era de 3 ¢m, y la separacién entre una y otra fila también fue de 3 cm.
Asimismo, se contd con fotocopias de una representacion grafica del geoplano de
madera (ésta se incluye como anexo en el apéndice de este médulo).

Sélo a los alumnos se les dieron hojas de trabajo que inclufan una representacion
de cada problema que tenfan que resolver usando los geoplanos de madera con las
ligas (estas hojas de trabajo se incluyen en el apéndice de este mddulo). También,
Unicamente con los alumnos, se dispuso de la representacion de los problemas
planteados en cartulinas pegadas en el pizarrén simulando un rotafolios.
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Primera sesion

Inicio (1 min). El maestro saluda al grupo y explica brevemente que se verd una
videograbacion para motivar el tema de la sesién de trabajo.

Proyeccidn de una videograbacion (7 min). La videograbacién trata del plantea-
miento de un problema sobre la determinacion del drea de un terreno cuyos
linderos son segmentos de lineas rectas los cuales forman un pentdgono
irregular (cépsula en videograbacién, reproductora de videograbaciones y
television).

Hoja de trabajo 1 (5 min). Explicacién del problema planteado en la Hoja
de trabajo 1, en la que se incluye la representacién de un geoplano con
dos rectdngulos de los cuales se tiene que determinar su drea. Los alumnos
trabajan en equipo bajo supervision del maestro para resolver el problema
planteado, y después integrantes de uno de los equipos exponen ante el grupo
los detalles de su trabajo realizado (fotocopias, hojas en blanco, plumines,
geoplanos de madera, ligas de hule de distintos colores, pizarrén, rotafolios
y plumones).

Hoja de trabajo 2 (5 min). Explicacién del problema planteado en la Hoja de traba-
jo 2, en la que se incluye la representacion de un geoplano con dos tridngulos,
de los cuales se tiene que determinar su drea. Los alumnos trabajan en equipo
bajo supervision del maestro para resolver el problema planteado, y después
integrantes de uno de los equipos exponen ante el grupo los detalles de su
trabajo realizado (fotocopias, hojas en blanco, plumines, geoplanos de madera,
ligas de hule de distintos colores, pizarrén, rotafolios y plumones).

Hojade trabajo 3 (12 min). Explicacién del problema planteado en la Hoja de trabajo
3, en la que se incluye la representacion de un geoplano con un pentdgono rec-
tilineo irregular del cual se tiene que determinar su drea. Los alumnos trabajan
en equipo bajo supervisién del maestro para resolver el problema planteado,
y después integrantes de uno de los equipos exponen ante el grupo los detalles
de su trabajo realizado (fotocopias, hojas en blanco, plumines, geoplanos de
madera, ligas de hule de distintos colores, pizarrén, rotafolios y plumones).
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Discusion (3 min). Se discute con el grupo de alumnos la forma en que los
expositores resuelven el problema planteado en la Hoja de trabajo 3; se
verifican resultados y se compara con otros posibles procedimientos de los
demds equipos.

Hoja de trabajo 4 (12 min). Explicacién del problema planteado en la Hoja
de trabajo 4, en la que se incluye la representacién de un geoplano con
un tridngulo obtusdngulo; segin se explica en esta hoja de trabajo, se
trata de construir un cuadrado sobre cada uno de los lados del tridngulo,
determinar cudl de los tres es el cuadrado mds grande, y comparar el drea de
éste con la de los otros dos cuadrados juntos. Los alumnos trabajan en
equipo bajo supervision del maestro para resolver el problema planteado,
y después integrantes de uno de los equipos exponen ante el grupo los
detalles de su trabajo realizado (fotocopias, hojas en blanco, plumines,
geoplanos de madera y ligas de hule de distintos colores, pizarrén, rota-
folios y plumones).

Discusion (3 min). Se discute con el grupo de alumnos la forma en que resuelven
el problema quienes exponen, para verificar resultados y comparar con otros
posibles procedimientos de los demads equipos.

Conclusion y despedida (2 min). El maestro describe brevemente lo logrado
en esta sesion de trabajo y enuncia lo que se trataréd en la siguiente sesion;
finalmente, se despide.

Segunda sesién

[nicio (2 min). El maestro saluda al grupo; se inicia esta segunda sesién resumiendo
el trabajo que los alumnos realizaron en la primera sesién, durante la que
resolvieron los problemas planteados en las hojas de trabajo 1 a 4.

Resumen (3 min). Se exhibe una videograbacién de los planteamientos de los
problemas resueltos en la primera sesion, y el maestro hace un breve resu-
men de cémo se calcularon las dreas de los cuadrados construidos sobre los
lados del tridngulo que aparece en la Hoja de trabajo 4 durante la primera

36

- e s



sesion (cépsula en videograbacién, reproductora de videograbaciones y
television).

Exposicion (3 min). Integrantes de uno de los equipos, distinto al que expuso en
la primera sesion, presentan ante el grupo los detalles de su trabajo realizado
pararesolver el problema planteado en la Hoja de trabajo 4. Luego, el maestro
presenta un breve resumen de la comparacién del drea del cuadrado més
grande que se construy6 sobre uno de los lados del tridngulo que aparece
en la Hoja de trabajo 4 con las dreas de los cuadrados construidos sobre
los otros dos lados juntas (geoplanos de madera, ligas de hule de distintos
colores, pizarrén, rotafolios y plumones).

Hoja de trabajo 5 (10 min). El maestro plantea un problema andlogo al de la
Hoja de trabajo 4, pero ahora con un tridngulo acutdngulo: segun se explica
en la Hoja de trabajo 5, se trata de construir un cuadrado sobre cada uno
de los lados del tridngulo, determinar cudl de los tres es el cuadrado mds
grande, y comparar el drea de éste con la de los otros dos cuadrados juntos.
Los alumnos trabajan en equipo bajo supervisién del maestro para resolver
el problema planteado, y después integrantes de uno de los equipos exponen
ante el grupo los detalles de su trabajo realizado (fotocopias, hojas en blanco,
plumines, geoplanos de madera, ligas de hule de distintos colores, pizarrén,
rotafolios y plumones).

Discusion (3 min). Se discuten con el grupo de alumnos las respuestas dadas a las
preguntas planteadas en elinciso 2 dela Hoja de trabajo 5,y se comparan estos
resultados con los obtenidos en la actividad planteada en la Hoja de trabajo
4, desarrollada en la primera sesién (pizarrén, rotafolios y plumones).

Hoja de trabajo 6 (2 min). El maestro plantea la pregunta contenida en la Hoja
de trabajo 0, se discute con los alumnos su comprension de esta pregunta
a partir de los resultados que obtuvieron al desarrollar las actividades de las
hojas de trabajo 4 y 5 (fotocopias, pizarrén y rotafolios).

Triangulos rectdngulos (1 min). El maestro da instrucciones para desarrollar
actividades andlogas a las de las hojas de trabajo 4 y 5, partiendo de que se
espera que alguno(s) de los alumnos planteen que la respuesta a la pregunta
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que aparece en la Hoja de trabajo 6 se relaciona con un tridngulo rectangulo;
esto es, se debe hacer lo mismo que se indicé en las hojas de trabajo 4 y 5,
pero ahora desde la construccion de un tridngulo rectdngulo en el geoplano
(fotocopias, pizarrén y rotafolios).

Trabajo en equipo (10 min). Los alumnos trabajan en equipo bajo supervision del

maestro para probar la conjetura planteada como respuesta a la pregunta que
aparece en la Hoja de trabajo 0 (acerca de la igualdad del drea del cuadrado
construido sobre el lado mds largo de un tridngulo rectangulo con las dreas
de los cuadrados construidos sobre sus otros dos lados); integrantes de uno de
los equipos exponen ante el grupo los detalles de su trabajo realizado para
verificar su respuesta dada a esa pregunta, y después se discute con el grupo
de alumnos la verificacién que hicieron de sus respuestas; finalmente, el
maestro hace un breve resumen de la comparacion de las dreas de los cua-
drados construidos sobre los lados de un tridngulo rectangulo (fotocopias,
hojas en blanco, plumines, geoplanos de madera, ligas de hule de distintos
colores, pizarrén, rotafolios y plumones).

Representacion simbdlica (5 min). El maestro pide a los alumnos que escriban

una férmula sobre el resultado al que llegaron acerca de las dreas de los cua-
drados construidos sobre los lados de un tridngulo rectdngulo. Los alumnos
trabajan en equipo bajo supervisién del maestro para plantear la férmula
pedida, y después integrantes de uno de los equipos exponen ante el grupo
la férmula que plantearon (hojas en blanco, plumines, pizarrén, rotafolios
y plumones).

Resumen (2 min). El maestro hace un breve resumen sobre el resultado ob-
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tenido de la igualdad del drea del cuadrado construido sobre el lado mas
largo de un tridngulo rectdngulo con las dreas de los cuadrados construidos
sobre sus otros dos lados y de su representacion simbélica mediante una
férmula, e indica que a continuacion se verd una videograbacion relacio-
nada con los conocimientos aplicados por los alumnos para hacer nuevos
descubrimientos al desarrollar cada una de las actividades durante las
dos sesiones de trabajo (pizarrén, rotafolios y plumones).



Proyeccion de unavideograbacion (0 min). Lavideograbacion es sobre el matema-
tico Pitdgoras y el teorema que lleva su nombre {capsula en videograbacion,
reproductora de videograbaciones y television).

Discusion (2 min). Se discute con el grupo de alumnos acerca del contenido
matemadtico de la videograbacidn, esto es, de los elementos que componen
el teorema de Pitdgoras.

Conclusion y despedida (I min). El maestro felicita al grupo por sus logros
durante las dos sesiones de trabajo; plantea que se trabajard durante las
siguientes sesiones en problemas de aplicacién del teorema de Pitdgoras, y
finalmente se despide.

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES
Primera sesioén

Inicialmente, los alumnos vieron en la televisién una cdpsula de videograbacion
sobre la determinacién de dreas de terrenos, la cual duré 6 minutos. Enseguida,
el maestro les explic6 que desarrollarian diversas actividades auxilidndose de los
geoplanos. Cada equipo de cuatro alumnos contd con dos geoplanos en su mesa
de trabajo, asf como con una bolsa de ligas de hule de distintos colores, hojas
en blanco y plumines de distintos colores. Después de entregar a los alumnos
fotocopias de la Hoja de trabajo 1, también se les dieron fotocopias con una
representacion grafica del geoplano de madera.

El maestro explicé que debfan considerar como unidad de medida de drea un
cuadrado cuyos vértices estuviesen determinados por cuatro clavos del geoplano
como se muestra en la siguiente figura. Obtuvieron muy rapido los resultados de
la actividad planteada en la Hoja de trabajo 1.



En la Hoja de trabajo 2 se presentaron dos tridngulos de los cuales se debia de-
terminar su drea. El maestro superviso el trabajo que realizaban los alumnos en
cada equipo. Para determinar las dreas de los tridngulos usaron la férmula

bxh
2

drea (A) =
(“base por altura entre dos”), siendo bla longitud de la base y /21a longitud de
la altura del triangulo cuya drea se quiera calcular. Se dio cuenta el maestro
de que en todos los equipos siguieron un procedimiento analogo, habiendo
llegado a los mismos resultados esperados: un tridngulo tenfa 10 unidades
de dreay el otro, 20.

Enla Hoja de trabajo 3 se mostré la representacion de un pentdgono rectilineo
irregular en un geoplano, del cual se tenfa que determinar su drea. El maestro
pidi6 a los alumnos que construyeran el pentdgono en el geoplano de madera
con las ligas de hule. Los alumnos trabajaron en equipo bajo la supervision del
maestro, quien verificé en los primeros equipos a los que se acercé que hubie-
sen copiado el pentdgono exactamente en la misma posicion en que se mostré
en las fotocopias. Determinaron que el pentdgono tenfa 25.5 unidades de drea.
No fue necesario discutir el procedimiento mostrado por quienes expusieron a
sus compafieros del grupo cémo resolvieron el problema planteado en la Hoja
de trabajo 3, pues todos los equipos habfan hecho lo mismo, esto es, en ningun
equipo surgi¢ algin procedimiento distinto al que se expuso.
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Después de entregar a los alumnos fotocopias de la Hoja de trabajo 4, el maes-
tro les pidio, como lo habia hecho en la actividad anterior, que construyeran en el
geoplano de madera con las ligas la figura rectilinea en la misma posicién en que
se mostrd en esta hoja de trabajo. Se trataba de un tridngulo obtusangulo que en
la cartulina sobre el pizarrén sus vértices se seflalaron como A, By C. Enseguida,
el maestro explicé verbalmente que debfan construir sobre cada lado del tridngulo
un cuadrado cuyo lado fuese el correspondiente del tridngulo; determinar cudl
de los tres cuadrados era el que tenfa mayor drea, y si con las dreas de los dos
cuadrados mads pequenos se completaba la del cuadrado més grande. Mientras
los alumnos trabajaban en equipo, el maestro inicialmente verificé que hubiesen
copiado el tridngulo con las ligas en el geoplano de madera exactamente en la
misma posicién en que se mostro en las fotocopias.

No se discuti6 en el grupo el procedimiento mostrado por quienes expusie-
ron la resolucion del problema planteado en la Hoja de trabajo 4, pues todos los
equipos habfan hecho lo mismo (en ningtin equipo surgié algin procedimiento
distinto al que se expuso). Si se verificé que en todos los equipos habian obtenido
los mismos resultados: 26, 13 y 5.

El maestro pregunto finalmente a los alumnos a cuédnto era igual la suma de
las dreas de los dos cuadrados més pequerios (13 + 5 = 18) y si se completaba
el drea del cuadrado més grande (26). La respuesta fue negativa: determinaron
que faltaban 8 unidades de drea para completar la del cuadrado mds grande
(26 — 18 = 8). En este punto se concluyé con las actividades de la primera sesién
de trabajo correspondiente al médulo 10.

Segunda sesion
Se inici6 la segunda sesion de trabajo con un breve resumen general que hizo
el maestro acerca del tipo de actividades con las que se habfa trabajado durante

la primera sesion, y se indicé que se continuarfan desarrollando actividades
andlogas. Enseguida, los alumnos vieron una cépsula de videograbacién con los
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contenidos de las hojas de trabajo 1 a 4, sin que se incluyera alguna solucién de
los problemas planteados en ellas, que duré 1.5 minutos.

El maestro, mediante preguntas a los alumnos, present un breve resumen
para que recordaran que al haber comparado el drea del cuadrado mds grande
que se construy6 sobre uno de los lados del tridngulo de la Hoja de trabajo 4
con las de los cuadrados construidos sobre los otros dos lados, las dreas de éstos
no completaban la del cuadrado mas grande.

Se entregaron entonces fotocopias de la Hoja de trabajo 5 a los alumnos, y se
les pidi6 que notaran que las instrucciones eran las mismas que se habian dado
en la primera sesién para la Hoja de trabajo 4: debian construir en el geoplano de
madera con las ligas la figura rectilinea en la misma posicién que se mostré en la
Hoja de trabajo 5. Se trataba de un tridngulo acutdngulo que en la cartulina sobre
el pizarrén sus vértices se sefialaron como A, B'y C. Luego, tenfan que construir
sobre cada lado del tridngulo un cuadrado cuyo lado fuese el correspondiente del
tridngulo; determinar cuél de los tres cuadrados era el que tenfa mayor drea y si
con las dreas de los dos cuadrados més pequenios se completaba la del cuadra-
do mas grande. Mientras los alumnos trabajaban en equipo, el maestro verifico
inicialmente que hubiesen copiado el tridngulo con las ligas en el geoplano de
madera exactamente en la misma posicién que se mostré en las fotocopias.

En el equipo que primero determing las dreas de los tres cuadrados construi-
dos, el maestro les pidié que explicaran cémo habfan obtenido sus resultados
(17, 13 y 10 unidades de drea respectivamente). Luego, el maestro se dedicé a
revisar el trabajo de los demads equipos.

La exposicién de uno de los alumnos ante el grupo sobre los procedimientos
seguidos y los resultados obtenidos fue breve y no hubo algin detalle novedoso
con respecto a lo que ya se habfa hecho en la primera sesién con la actividad de
la Hoja de trabajo 4. Con base en los resultados obtenidos hasta este punto en
las dos sesiones de trabajo, el maestro plante¢ la siguiente pregunta: “;Habra
algin tipo de tridngulo en el que los dos cuadrados més pequerios llenen exac-
tamente al cuadrado mas grande, es decir, que no sobre ni falte drea?” (Véase la
Hoja de trabajo 6.)
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Un alumno respondié que si, y que se trata de un tridngulo rectdngulo. La
nueva actividad que el maestro indicé a los alumnos que desarrollaran consistia
en construir un tridngulo rectdngulo con ligas en el geoplano de madera y repetir
los mismos pasos que en las actividades de las hojas de trabajo 4 y 5: construir
sobre cada lado del tridngulo un cuadrado cuyo lado fuese el correspondiente
del tridngulo; determinar cudl de los tres cuadrados era el que tenfa mayor drea,
y si con las dreas de los dos cuadrados mds pequefios se completaba la del cua-
drado més grande.

En dos equipos construyeron un tridngulo rectdngulo tal que las dreas de
los cuadrados construidos sobre sus lados fueron 4, 16 y 20; en otro equipo
construyeron un tridngulo rectdngulo isésceles tal que las dreas de los cuadra-
dos construidos sobre sus lados fueron 9, 9 y 18; y en otro equipo el tridngulo
rectangulo que construyeron fue tal que las dreas de los cuadrados construidos
sobres sus lados fueron 9, 16 y 25.

La explicacion que una alumna dio de los cdlculos hechos en su equipo fue
breve. Asi, finalmente, se concluyé bajo discusion que la conjetura de que en un
tridngulo rectangulo el cuadrado construido con el lado més grande del tridngulo
tiene drea igual a la suma de las dreas de los cuadrados construidos con los otros
dos lados es cierta.

Con el uso de una representacion en una cartulina, se pidi¢ a los alumnos
que escribieran una férmula para representar el resultado al que llegaron al
comparar las dreas de los cuadrados construidos sobre los lados de un tridngulo
rectdngulo.

Después de trabajar en equipo durante casi 2 minutos, uno de los alumnos
escripio en el pizarron la igualdad a? + &% = ¢? y la explico sefialando el esquema
enlacartulinasobre el pizarrén. Indic6 que el lado del cuadrado mds grande estaba
representado con la letra ¢ y los de los otros dos con a y b, indistintamente.

El maestro hizo un resumen sobre el resultado obtenido de la igualdad del
drea del cuadrado construido sobre el lado mds largo de un tridngulo rectangulo
con las dreas de los cuadrados construidos sobre sus otros dos lados y de su re-
presentacion simboélica mediante la féormula a* + b* = ¢2.
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Ahora, el maestro pidié que alguien explicara por qué la férmula “base por
altura sobre dos” funciona para calcular el drea de un tridngulo. Una alumna lo
explicé desde su lugar y después se puso de pie para mostrar en un geoplano
lo que dijo. Los alumnos manifestaron estar convencidos del resultado.

El maestro explicé que se verfa una videograbacién que trata del resultado
de la relacién de las dreas de los cuadrados construidos sobre los lados de un
tridngulo rectdngulo. Después de que terminé de verse la videograbacion, el
maestro planted preguntas sobre el contenido de ésta, en la que se introdujeron
los términos catetos, hipotenusay teorema de Pitdgoras. Finalmente, enuncié
que “en un tridngulo rectdngulo el cuadrado construido sobre la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados construidos sobre los catetos”.

Aqui concluyd la segunda sesion de trabajo, indicdndose que en las siguientes
sesiones se tratarfan problemas de aplicacion del teorema de Pitdgoras.

Lo QUE HICIERON LOS ALUMNOS

En cuanto a la actividad de la Hoja de trabajo 1, un alumno explicé que el pro-
cedimiento seguido en su equipo fue contar el nimero de “cuadritos” de una
unidad de drea que componen el cuadrado (9 unidades de drea) y el rectdngulo
(10 unidades de drea) que se muestran en esta hoja de trabajo, habiéndolos cons-
truido correctamente con ligas fijadas en los clavos del geoplano de madera. Este
alumno no necesit6 hacer uso de la cartulina pegada en el pizarron.

En la actividad de la Hoja de trabajo 3, en todos los equipos coincidieron en
tomar un cuadrado de 4 x 4 = 16 unidades cuadradas en el interior del pentagono
y determinaron que éste se completaba con 4 tridngulos, de los cuales calcularon
su drea como el semiproducto de la base por la altura de cada uno de ellos. Dos
alumnos presentaron ante el grupo el procedimiento que siguieron para calcular
el drea del pentdgono; tres de los cuatro tridngulos con los que completaron el
cuadrado eran rectdngulos y uno era obtusangulo.



En la actividad de la Hoja de trabajo 4, determinaron que el cuadrado mds grande
tenfa 16 unidades de drea més la de cuatro tridngulos que lo completaban, de 2.5
unidades de drea cada uno; esto es, el cuadrado mds grande tenfa 26 unidades de drea.
Una alumna explicé al grupo cémo determinaron en su equipo que uno de los cua-
drados construidos tenfa 26 unidades de drea. Otro alumno del mismo equipo explicd
al grupo como calcularon las dreas de los otros dos cuadrados (el procedimiento fue
el mismo): los otros dos cuadrados tenfan 5 y 13 unidades de drea respectivamente;
para el primero de éstos, construyeron en su interior un cuadrado de una unidad de
drea y lo completaron con cuatro tridngulos de una unidad de drea cada uno, y para
el segundo también construyeron en su interior un cuadrado de una unidad de drea
y lo completaron con cuatro tridngulos de tres unidades de drea cada uno.

Respuestas esperadas

Como se esperaba, no fue necesario discutir los procedimientos seguidos y
los resultados obtenidos en las actividades de las hojas de trabajo, pues en todos los
equipos habfan coincidido. Las exposiciones de los alumnos ante su grupo de
comparieros fueron breves.

En la actividad de la Hoja de trabajo 5, el maestro pregunté a los alumnos
a cuanto era igual la suma de las dreas de los dos cuadrados mds pequenos,
13 + 10 = 23, y si se completaba el drea (17) del cuadrado més grande. La
respuesta fue afirmativa y determinaron que sobraban 6 unidades de drea
en los dos cuadrados mas pequefios, 23 17 = 6. Recordaron que en el caso
de la actividad de la Hoja de trabajo 4, en la que se trabajé con un tridngulo
obtusédngulo, habfa faltado drea para completar con los dos cuadrados mas
pequenos el grande.

Respuestas no esperadas

El maestro no esperaba que los alumnos utilizaran la férmula
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para calcular dreas de tridngulos; hasta la parte final de la segunda sesién de
trabajo, se pidi6 a los alumnos que explicaran por qué esta férmula funciona.

El maestro pregunto a los expositores como habian determinado el drea del
tridngulo obtusdngulo que habfan marcado en el pentdgono de la Hoja de tra-
bajo 3. Es interesante hacer notar que tomaron como base del tridngulo el lado
opuesto a su dngulo obtuso, que tenfa 5 unidades de longitud, y al indicar uno de
los alumnos la altura, que era de una unidad de longitud, la tom¢ perpendicular
a partir de un extremo de la base, y no desde el vértice opuesto a ésta, lo cual
indica una buena comprensién del concepto de altura en un tridngulo.

Los tridngulos que utilizaron en la descomposicion de los cuadrados cons-
truidos en la actividad de la Hoja de trabajo 4 fueron rectdngulos, de manera
que pudieron calcular facilmente sus dreas mediante la férmula “base por altura
entre dos”, pues tomaron un cateto como base y el otro como altura, aunque no
se sefiald esta situacion ni se usaron esos términos.

En la segunda sesién de trabajo, el maestro habia pedido a dos miembros de
uno de los equipos que expusieran al grupo los detalles de su trabajo para resolver
el problema planteado en la Hoja de trabajo 4 (se habia dejado este geoplano con
las ligas como las habfan colocado los alumnos de este equipo en la primera sesion,
asf que en la segunda sesion se pudo utilizar para recordar el procedimiento que
se habfa seguido para resolver ese problema). El detalle interesante del trabajo
de este equipo, fue que habfan construido dos de los cuadrados, los de 26 y 13
unidades de drea, encima del tridngulo y no hacia su parte exterior; incluso, el
cuadrado de 5 unidades de drea qued¢ intersecdndose con el cuadrado de 26
unidades de drea (como se puede observar en las imdgenes de la videograbacién
de esta sesion de trabajo).

Enla Hoja de trabajo 5, para calcular el drea del cuadrado mediano (el de 13 unidades),
en un equipo lo habfan dividido en un cuadrado de una unidad de &rea en su parte central,
cuatro tridngulos rectangulos con base 1 sobre cada uno de los lados del cuadrado interior
yaltura 2 con vértice en cada uno de los del cuadrado del que se tenfa que calcular su drea,

drea (A) =
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y otros cuatro tridngulos de los que el maestro les ayudo a calcular su drea: la base de cada
uno de estos segundos cuatro tridngulos era la altura de los primeros cuatro y su altura
media 2, pero ésta quedaba fuera del tridngulo, esta altura iba de un vértice del cuadrado
original a un vértice del cuadrado de una unidad de drea en su interior. El maestro hizo
notar a los alumnos de este equipo que a veces la altura de un tridngulo puede quedar en
su exterior (aunque no explicd que esto sucede en los triangulos obtusangulos). Asi, se
determind que el drea de este cuadrado era

1x2
2

2

1+4 7% 44 ;2:1+4+8:13.

Sobre la pregunta planteada verbalmente por el maestro e incluida en la Hoja de
trabajo 0, el mismo alumno que respondié que se trataba de un tridngulo rec-
tdngulo describié que este tipo de tridngulos se forman a partir de un rectangulo
partido a la mitad por una de sus diagonales. Es decir, dos lados consecutivos
de un rectangulo y la diagonal que une sus extremos no comunes forman un
tridngulo rectdngulo.

Dificultades

En un equipo construyeron en el geoplano de madera un tridngulo distinto a los
mostrados en la Hoja de trabajo 2, pero calcularon bien el drea de ese triangulo.
En otro equipo una alumna traté de calcular el drea de uno de los tridngulos
contando el nimero de cuadritos (en lugar de usar la férmula “base por altura
sobre dos”), y luego intenté juntar las partes de cuadritos, pero no hizo esto
ultimo de manera correcta; sin embargo, sus compaferos de equipo explicaron
sus calculos mediante la férmula de “base por altura sobre dos”.

En la actividad de la Hoja de trabajo 3, dos alumnos de uno de los equipos
habian obtenido como resultado 22.5 unidades de drea para el pentdgono, en
lugarde 25.5. Enrealidad, habfan construido un pentdgono un poco mas pequeno
que el que se pedia, pero hicieron los célculos correctamente.

En la actividad de la Hoja de trabajo 4, el maestro auxilié a los alumnos de un
equipo explicdndoles el procedimiento seguido por integrantes de otros equipos,
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el cual consistfa en marcar primero un cuadrado més pequefo y completar con
tridngulos el inicialmente construido.

En la segunda sesién de trabajo, cuando integrantes de uno de los equipos
expusieron los detalles de su trabajo para resolver el problema planteado en la
Hoja de trabajo 4, se pidi6 a una alumna de este equipo que explicara cémo habfa
calculado el drea del cuadrado mads chico, el cual habfa dividido en un cuadrado
interior de una unidad de drea y cuatro tridngulos rectdngulos iguales, las longi-
tudes de cuyos catetos eran 1 y 2. Se equivocé esta alumna al medir la longitud
del cateto de 2 unidades (dijo que medfa 3, pues contd el nimero de pivotes de
uno a otro extremo de este lado del tridngulo), pero corrigié ella misma cuando
el maestro le pidié que verificara la respuesta que habifa dado.

Reglas que no quedaron claras para el desarrollo de las actividades

A partir de la Hoja de trabajo 2, el maestro en ningtin momento pregunté a los
alumnos o les indicé con qué tipo de tridngulos estaban trabajando: cuando se
hace referencia a alguno de los tridngulos, sélo se sefiala.

Lo QUE SENALARON LOS ALUMNOS

Para la determinacién de las dreas de los tridngulos mostrados en la Hoja de
trabajo 2, los alumnos tomaron como unidad de longitud la separacién entre
dos clavos consecutivos en una misma fila 0 en una misma columna (lo cual
qued6 implicito en la convencién de lo que se tomé como una unidad de drea,
pero que no se hizo explicito en las explicaciones del maestro, quien acepté esta
concepcién de los alumnos sin discutir o comentar algo al respecto durante el
desarrollo de las dos sesiones de trabajo).

En la actividad de la Hoja de trabajo 4, en ninguno de los equipos intentaron
calcular el drea de los cuadrados construidos sobre cada lado del tridngulo deter-
minando primero la longitud del lado y elevando ésta al cuadrado. En algunos



equipos lo que hicieron fue primero marcar un cuadrado mds pequefio dentro
de uno de los cuadrados construidos, de modo que sus lados fuesen paralelos a
los lados del geoplano; determinaron el drea de este cuadrado més pequefio, y
completaron con tridngulos el inicialmente construido.

En la actividad de la Hoja de trabajo 5, para calcular el drea del cuadrado mds
grande de los tres que construyeron, marcaron en su interior un cuadrado de lados
paralelos a los del geoplano con 9 unidades de érea y lo completaron con cuatro tridn-
gulos rectangulos las longitudes de cuyos catetos eran 1 y 4. En uno de los equipos,
una alumna explicé que habfa multiplicado base por altura,! x 4, y dividido entre
2, ‘21 = 2. Pero el alumno que estaba enfrente de ella, inicialmente, no estuvo de
acuerdo y explicé que la base media 4 y la altura 1 y expresé: “4 por 1, 4; entre 2, a
27, pero, entonces, se dio cuenta de que el resultado era el mismo.

Después de que se planted una conjetura como respuesta a la pregunta incluida
en la Hoja de trabajo 6, de que se trataba de un tridngulo rectangulo, el maes-
tro pregunté los nombres de los angulos que son mayores de 90° o menores de
90°. Los alumnos contestaron que a un angulo mayor de 90° se le llama obtuso
y a uno menor de 90°, agudo. Visualmente, reconocieron que el tridngulo en
la Hoja de trabajo 5, mostrado también en una cartulina sobre el pizarrén, no
tenfa ningln dngulo obtuso. Asimismo, describieron que el dngulo del tridngulo
en la Hoja de trabajo 4, cuyo vértice se denotd con A en una cartulina sobre el
pizarrén, es obtuso, y que sus otros dos dngulos son agudos. Se discutié que
el cuadrado que se habfa construido sobre el lado opuesto al 4ngulo obtuso habia
sido el mds grande.

PLANEACION DE LA SESION CON LOS MAESTROS
Inicio (3 min). El coordinador de las actividades del taller saluda al grupo de maes-

tros participantes y explica detalladamente las actividades de célculo de dreas
de cuadrados en un geoplano que se llevardn a cabo durante la sesion.
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Tridngulos obtusangulos (5 min). El coordinador explica que la primera actividad
del taller consiste en construir en un geoplano un tridngulo obtusangulo y
luego construir sobre cada uno de los lados del tridngulo un cuadrado; des-
pués se tiene que determinar cudl de los tres es el cuadrado més grande, y
comparar el drea de éste con la de los otros dos cuadrados juntos. Antes de
empezar a realizar la actividad planteada, se discute con los maestros a qué
resultado se va a llegar, es decir, se les pide que planteen conjeturas sobre lo
que se va a obtener en cuanto a la comparacion de las dreas de los cuadrados
que se tienen que construir.

Trabajo en equipo (10 min). Los maestros trabajan por parejas bajo supervision
del coordinador para resolver el problema planteado del tridngulo obtusan-
gulo (fotocopias de representacion de geoplanos, hojas en blanco, plumines,
geoplanos de madera y ligas de hule de distintos colores).

Exposicion (4 min). Algunos de los maestros presentan ante los demds participantes
en el taller sus resultados acerca del problema planteado sobre un tridngulo
obtusdngulo (geoplanos de madera y ligas de hule de distintos colores).

Discusion (4 min). Se discute con los maestros la forma en que verificaron sus
conjeturas acerca de la comparacién de dreas de los cuadrados construidos
sobre los lados de un tridngulo obtusdngulo (geoplanos de madera y ligas de
hule de distintos colores).

Tridngulos acutdngulos (3 min). El coordinador explica que la siguiente
actividad del taller consiste en construir en un geoplano un tridngulo
acutdngulo y luego un cuadrado sobre cada uno de los lados del tridngu-
lo; después se tiene que determinar cudl de los tres es el cuadrado més
grande y comparar el drea de éste con la de los otros dos cuadrados juntos.
Antes de empezar a realizar la actividad planteada, se discute con los
maestros a qué resultado se va a llegar, es decir, se les pide que planteen
conjeturas sobre lo que se va a obtener en cuanto a la comparacion de
las dreas de los cuadrados que se tienen que construir.

Trabajo en equipo (10 min). Los maestros trabajan por parejas bajo supervision
del coordinador para resolver el problema planteado del tridngulo acutan-
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gulo (fotocopias de representacion de geoplanos, hojas en blanco, plumines,
geoplanos de madera y ligas de hule de distintos colores).

Exposicion (3 min). Algunosdelos maestros presentan ante los demads participantes
en el taller sus resultados acerca del problema planteado sobre un tridngulo
acutdngulo (geoplanos de madera y ligas de hule de distintos colores).

Discusion (3 min). Se discute con los maestros la forma en que verificaron sus
conjeturas acerca de la comparacion de dreas de los cuadrados construidos
sobre los lados de un tridngulo acutdngulo (geoplanos de madera y ligas de
hule de distintos colores).

Tridngulos rectdngulos (2 min). A partir de la comparacién de los resultados
obtenidos con tridngulos obtusangulos y acutdngulos, el coordinador
plantea la pregunta de si habrd algln tridngulo en el que el drea de los
cuadrados construidos sobre los dos lados mds pequefios sea igual al
drea del cuadrado construido sobre su lado mds grande, y se pide a los
maestros que argumenten sus respuestas.

Discusion (2 min). Se discute con el grupo de maestros la naturaleza de los
resultados obtenidos durante el taller y se reafirma su conocimiento del
teorema de Pitdgoras.

Conclusion y despedida (1 min). El coordinador del taller agradece a los maestros
su participacion y se despide.

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES

Inicialmente, el coordinador de las actividades del taller explicé a los maestros
participantes que se desarrollarian diversas actividades, auxilidndose de geoplanos,
mediante las cuales descubrirfan algunas cuestiones relacionadas con la geometria
y la medicién. Los maestros desarrollarfan las actividades planeadas trabajando
en parejas; para ello, cada pareja de participantes conté con un geoplano en su
mesa de trabajo, asi como con una bolsa de ligas de hule de distintos colores,
hojas en blanco, plumines de distintos colores y fotocopias con una representa-
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cién gréfica del geoplano de madera (ésta se incluye como anexo en el apéndice
de este mddulo).

El coordinador de la sesién indic6 que la primera actividad consistiria en cons-
truir con las ligas un tridngulo obtusangulo en el geoplano de madera y luego,
sobre cada lado del tridngulo, un cuadrado cuyo lado fuese el correspondiente
del tridngulo. Después, si identificaban que uno de los tres lados del tridngulo
era mds largo que los otros dos, debfan determinar qué relacién se daba entre el
drea del cuadrado mds grande y las de los dos cuadrados mds pequenos.

Antes de empezar a desarrollar esta actividad, se discutié la posibilidad
de plantear una conjetura sobre la relacién buscada. Un maestro expreso que
pensaba que se cumplia /a generalizacién del teorema de Pitdgoras. Entonces,
el coordinador pregunt6 en qué sentido lo decia y lo que contestd el maestro
fue que las dreas que se iban a generar cumplirfan la relacion del teorema
de Pitdgoras. Asf que la pregunta del coordinador fue relevante, ya que se puede
pensar en distintas generalizaciones del teorema de Pitdgoras: por ejemplo,
se podria pensar en “laley de cosenos” como una generalizacién del teorema
de Pitdgoras (véase la seccién “Una generalizacién del teorema de Pita-
goras” en la ampliacién del tema de este modulo).

Al trabajar en parejas para resolver el problema del tridngulo obtusdngulo, los
maestros hicieron uso del geoplano de madera, asi como de la representacion
gréfica de éste en las fotocopias.

Una pareja de maestros informé que habifa trabajado con dos ejemplos de
tridngulos obtusdngulos y que se habfan dado cuenta de que la suma de las dreas
de los dos cuadrados pequefios era menor que la del cuadrado més grande, aun-
que indicaron que no habfan logrado calcular las dreas con precision. Esta misma
pareja de maestros después explicé lo que habifa hecho con uno de sus ejemplos.
Habfan construido un tridngulo obtusdngulo tal que los cuadrados construidos
sobre sus lados tenfan 8, 9 y 29 unidades de drea respectivamente  aun-
que en realidad sélo pudieron determinar con exactitud el drea del segundo
cuadrado—. Tomaron como unidad de longitud la distancia entre dos clavos
consecutivos en una misma fila en el geoplano de madera y asi determinaron
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inmediatamente que uno de los cuadrados tenfa su lado de longitud 3. Expli-
caron que con un boligrafo habfan marcado la longitud del lado del cuadrado
de 9 unidades de drea y la habfan llevado a otro cuadrado, observando que
la longitud del lado de este cuadrado era menor que 3 (propusieron que era
aproximadamente de 2.7 unidades de longitud). Luego, también usando un
boligrafo, habfan tomado 4 unidades de longitud aproximadamente y la lle-
varon al tercer cuadrado observando que la longitud del lado de este cuadrado
era mayor que 4.5 (sefialaron que lo habfan considerado de 5 unidades de
longitud). Asf, las dreas que determinaron para estos tres cuadrados fueron
7.29, 9y 25 (en lugar de 8, 9 y 29).

Una pareja mds de maestros mostré que habfa construido un tridangulo obtu-
sdngulo tal que los cuadrados construidos sobre sus lados tenfan 4, 8 y 20 uni-
dades de drea, respectivamente (aunque todavia no habian determinado estas
cantidades). Un maestro de este equipo mostré con su geoplano la conveniencia
de considerar como unidad de medida de drea un cuadrado cuyos vértices es-
tuviesen determinados por cuatro clavos del geoplano, como se muestra en la
siguiente figura (en lo que sigue se le denominaréd cuadrado unitario).

Asi, para determinar el drea del segundo cuadrado, el mismo maestro lo descom-
puso en un cuadrado interior con lados paralelos a los lados del geoplano y cuatro
tridngulos en sus esquinas de una unidad de drea cada uno; esto es, este segundo
cuadrado originalmente construido tenfa 8 unidades de drea. El coordinador
pregunt6 como habian determinado el drea de cada uno de los tridngulos, y el
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maestro explicé que la base de cada tridngulo era de 2 unidades de longitud y
tenfa una altura de 1 unidad de longitud; luego, “base por altura entre 2”, daba
1 unidad de drea. Este maestro mostré otra manera de calcular el drea de cada
uno de estos tridngulos completando cuadrados unitarios, es decir, hizo notar
que el tridngulo de 1 unidad de é4rea estaba formado por dos mitades de cua-
drados unitarios. También mostré que el cuadrado originalmente construido
se podfa descomponer en cuatro tridngulos rectdngulos cuyos catetos eran
de 2 unidades de longitud y sus hipotenusas eran precisamente los lados del
cuadrado. Por lo que la longitud del lado del cuadrado resulté ser, mediante
el teorema de Pitdgoras,

2242 = 4+4=~8= 4x2=242,

segtn lo explicé verbalmente el maestro. Expresé que andlogamente habian
calculado el drea del cuadrado mds grande y que habfan llegado a la conclusion
de que la suma de las dreas de los dos cuadrados pequefios era menor que el
drea del cuadrado mds grande. El coordinador pregunté cudles habfan sido los
valores calculados de las dreas y, entonces, el maestro explicé que el cuadrado
més grande lo habfan descompuesto en 12 cuadrados unitarios y en 8 tridn-
gulos de 1 unidad de drea cada uno; ademads, habfa indicado que era evidente
que un cuadrado estaba formado por 4 cuadrados unitarios y no habfa necesidad
de hacer cdlculos o de descomponer este cuadrado en partes. Luego explicé que
se tenfa una diferencia de

20— (4 + 8) =20 — 12 = 8 unidades de drea.

El coordinador indicé que la siguiente actividad consistirfa en trabajar con
un tridngulo acutdngulo, haciendo lo mismo que en la actividad previa. Pidié que
trataran de realizar esta nueva actividad con mayor rapidez. No se discutid en
este caso la posibilidad de plantear una conjetura sobre la relacién buscada.
Mientras trabajaban en parejas para resolver el problema del tridngulo acutén-
gulo, el coordinador supervisé el trabajo de cada pareja. Una pareja de maestras



trabajo con un tridngulo acutdngulo isésceles en el que el lado desigual era menor
que los dos lados iguales. Habiendo tomado como unidad de longitud la distancia
entre dos clavos consecutivos en una misma fila en el geoplano de madera, deter-
minaron inmediatamente que el lado desigual del tridngulo isésceles que habfan
construido tenfa una longitud de 2 unidades, por lo que el cuadrado construido
sobre él tenfa 4 unidades de drea. Explicaron que usando una hoja de papel habfan
marcado en una orilla de ésta 3 unidades de longitud y la habfan llevado a uno de
los dos lados iguales del tridngulo isésceles, observando que ésta era mayor que
3 (propusieron que era aproximadamente de 3.2 unidades de longitud). Asi, las
areas que determinaron de esta manera para los tres cuadrados fueron 4, 10.24
y 10.24 (en lugar de 4, 10y 10). El coordinador les sugirié que descompusieran
en cuadrados unitarios y en tridngulos los cuadrados construidos sobre los lados
del tridngulo para determinar con precision las dreas de éstos.

Otra pareja de maestros también habfa utilizado un tridngulo isésceles
cuyo lado desigual tenfa una longitud de 2 unidades. Explicaron que habfan
calculado la longitud de cada uno de los lados iguales mediante el teorema de
Pitdgoras y que medfa Vs Asi, las dreas de los tres cuadrados fueron 4, 5y 5. A
esta pareja el coordinador también le sugirié que utilizara el método de descom-
posicion de los cuadrados construidos sobre los lados del tridngulo en cuadrados
unitarios y en tridngulos para determinar con precision las dreas requeridas.

Las maestras que habian construido el tridngulo isésceles para el que las
areas de los cuadrados construidos sobres sus lados eran 4, 10 y 10, finalmen-
te pudieron determinar con precisién las 10 unidades de édrea, siguiendo una
sugerencia del coordinador del taller: descompusieron el cuadrado construido
sobre uno de los lados iguales en un cuadrado interior de 4 unidades de drea,
con lados paralelos a los lados del geoplano, y en cuatro tridngulos rectdngulos
cuyos catetos tenfa 1 y 3 unidades de longitud, respectivamente (esto es, cada
uno de estos tridngulos tenfa 12 unidades de drea).

El coordinador discutié con los maestros los resultados a que habian llegado
trabajando con un tridngulo acutangulo, haciendo notar que varias de las parejas
de maestros habfan construido un tridngulo isésceles. Mostré el trabajo de una de



las parejas en el geoplano: estos maestros habfan trabajado con un tridngulo para
el que las dreas de los cuadrados construidos sobres sus lados eran 9, 17 y 20;
esto es, esta pareja de maestros no us6 un tridngulo isésceles.

Sobre la comparacién de édreas, se mostré que en un tridngulo acutdngulo la
suma de las dreas de dos cualesquiera de los cuadrados construidos sobre los lados
del tridngulo era mayor que la del tercero. Este resultado fue evidente gracias a haber
desarrollado esta actividad con un tridngulo isésceles que a la vez era acutangulo.

Dos parejas de maestros habfan trabajado con un tridngulo isdsceles en el
que las dreas de los cuadrados construidos sobres sus lados eran 4, 17 y 17. Un
maestro expuso ante los demds cémo habfa determinado que uno de los cuadra-
dos tenfa 17 unidades de érea.

El coordinador pidi6 a los maestros que indicaran qué habfa pasado con la com-
paracion de dreas de los cuadrados construidos sobre los lados de un tridngulo obtu-
sangulo y de uno acuténgulo: se concluyd que en el primer caso la suma de las dreas
de los cuadrados mds pequenos es menor que el drea del mayor, y en el segundo
caso que la suma de las dreas de dos de los cuadrados es mayor que la del tercero.
Enseguida, el coordinador pregunté en qué caso se darfa la igualdad. Dado que ya se
habfa agotado el tiempo asignado al desarrollo del taller, después de que los maes-
tros respondieron que la igualdad se da en un tridngulo rectangulo, el coordinador
explic6 brevemente que se podria verificar la relacion expresada en el teorema de
Pitdgoras mediante los procedimientos utilizados en las actividades de este taller
(aunque algunos maestros habfan usado precisamente el teorema de Pitdgoras para
calcularlalongitud delados de algunos de los cuadrados construidos). Aqui concluy6
el desarrollo del taller, y el coordinador agradecié a los maestros su participacion.

Lo QUE HICIERON LOS MAESTROS

Uno de los cuatro maestros que habfan trabajado con un tridngulo isésceles en el
que las dreas de los cuadrados construidos sobres sus lados eran 4, 17 y 17, mostrd
c6mo habfa determinado que uno de los cuadrados tenfa 17 unidades de drea: habfa
construido otro cuadrado de lados paralelos a los del geoplano de modo que los vér-
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tices del primer cuadrado quedaron sobre los lados de éste. El nuevo cuadrado tenia
25 unidades de drea (su lado evidentemente tenfa 5 unidades de longitud) y estaba
formado por el cuadrado que primero se habfa construido sobre uno de los lados del
tridngulo is6sceles, junto con cuatro tridngulos rectdéngulos cuyos catetos tenfan 1y
4 unidades de longitud, esto es, cada tridngulo tenfa 2 unidades de drea. Asi,

I1x4
X

25-(4x " 7)=25-4(2)=25-8=17.

Respuestas esperadas

Se esperaba que se llegara a la conclusién de que la suma de las dreas de los cua-
drados mds pequefios construidos sobre los lados de un tridngulo obtusangulo es
menor que el drea del cuadrado construido sobre el lado que subtiende al dngulo
obtuso, y que en el caso de un tridngulo acutangulo la suma de las dreas de dos
de los cuadrados construidos sobre los lados del tridngulo es mayor que la del
cuadrado construido sobre el tercer lado.

Se esperaba que indicaran que la igualdad de dreas de dos cuadrados con
el tercero, construidos sobre los lados de un tridngulo, ocurre en un tridngulo
rectangulo, y que mencionaran el resultado geométrico conocido como teorema
de Pitdgoras.

Respuestas no esperadas

No se esperaba que se pensara que en un tridngulo obtusédngulo la suma de las
dreas de los dos cuadrados méds pequefios construidos sobre sus lados es igual al
area del cuadrado construido sobre el lado mas largo del tridngulo. Esto es, que
se dijera que se cumple la generalizacion del teorema de Pitdgoras en el sentido
de que las dreas que se iban a generar cumplirfan la relacién del teorema de
Pitdgoras aunque el tridngulo fuese obtusangulo.

No se esperaba que para trabajar con un tridngulo acutdngulo lo construyeran
isésceles, como lo hicieron varios maestros.
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No se esperaba que recurrieran a la medicion de longitudes para determinar
dreas en el geoplano usando herramientas como una hoja de papel o un boligrafo.
Tampoco se esperaba que recurrieran al teorema de Pitdgoras.

Dificultades

Algunos maestros tuvieron dificultades para representar con las ligas los cuadrados
sobre los lados del tridngulo obtusdngulo que habfan construido.

Aunque llegaban a una conclusién correcta sobre la relacion entre las dreas de
los cuadrados construidos sobre los lados de un tridngulo obtusangulo, algunos
maestros tuvieron dificultades para calcular con exactitud las dreas.

Algunos maestros no pudieron verificar “la equivalencia de dreas” que se ha-
bia conjeturado para los cuadrados construidos sobre los lados de un tridngulo
obtusdngulo.

Una pareja de maestras que trabajé con un tridngulo acutdngulo is6sceles en
el que el lado desigual era menor que los dos lados iguales, tuvo dificultades para
determinar qué hacer ya que no habfa un lado mayor que los otros dos: estas
maestras expresaron que no habfa “dos lados menores” porque se trataba de un
tridngulo isésceles. Entonces, el coordinador les sugirié que compararan uno de
los tres lados con los otros dos como ellas quisieran escogerlos.

Reglas que no quedaron claras para el desarrollo de las actividades

Hubiese sido conveniente que a este grupo de maestros participantes en el
taller se les entrenara en la determinacion de dreas en un geoplano a partir
de la descomposiciéon de poligonos rectilineos en tridngulos y cuadrados
unitarios, de modo que no tuvieran que determinar longitudes.

Lo QUE SENALARON LOS MAESTROS

El coordinador de la sesion replanted la conjetura inicial de un maestro acerca
de las relaciones entre las dreas de los cuadrados construidos sobre los lados de
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un tridngulo obtusdngulo en términos de que la suma de las dreas de los dos
cuadrados mds pequenos serfa igual al drea del cuadrado méds grande. En realidad
otros maestros plantearon por su parte las otras dos posibilidades como conje-
turas: que la suma de las dreas de los dos cuadrados més pequenos serfa menor
que el drea del cuadrado mads grande, y la otra, que serfa mayor. Una maestra
explicé que su conclusion habfa sido que la suma de las éreas de los cuadrados
mas pequenos era menor que el drea del cuadrado mas grande y agregd que esto
se cumplia solo para tridngulos obtusdngulos; enseguida otra maestra expreso lo
mismo, aunque aclaré que todavia no habifa calculado con exactitud las dreas de
los cuadrados construidos.

RECOMENDACIONES PARA LA ENSENANZA

Fue muy importante establecer desde un principio cudl serfa la unidad de
medicién de drea. Cabe hacer notar que a partir de la definicién de un “cua-
drado de drea unitaria”, en los alumnos no surgié la necesidad de calcular
el drea de determinado cuadrado a partir de la longitud de su lado; por lo
que, por ejemplo, si algin cuadrado tenfa 17 unidades de érea, los alum-
nos no tuvieron necesidad de trabajar con numeros irracionales tales como
V17 . Por otra parte, el grupo de alumnos que participé en las dos sesiones de
este médulo, Areas y Teorema de Pitdgoras, de la seccién de geometria, sf
usé consistentemente la férmula drea(AABC) = ° ;” para calcular el drea de un
tridngulo; aunque debe observarse que siempre escogieron tridngulos recténgulos
en los que tomaban como by hlas longitudes de los catetos, que resultaban estar
dadas en nimeros enteros.

Debe ponerse atencién al supervisar el trabajo de los alumnos en que, cuando
se les pida que construyan determinada figura rectilinea en un geoplano usando
ligas de hule con base en una fotocopia, algunos de ellos pueden tener dificul-
tades de visualizacién para copiar esa figura en la posicién indicada. Por otra
parte, cuando se pida a los alumnos construir un cuadrado sobre un lado de un
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tridngulo, debe aclararse con precisién que el lado de ese cuadrado debe ser el
lado correspondiente del tridngulo con el que se esté trabajando.

Nétese que en el trabajo que desarrollaron los alumnos con la construccion
de cuadrados sobre los lados de dos tridngulos, uno obtusangulo y otro acutdn-
gulo, no se menciond con qué tipo de tridngulos se estaba trabajando, pues no
fue indispensable aclararlo a este grupo de alumnos. Asi, cuando llega el mo-
mento en que los alumnos planteen conjeturas sobre tridngulos rectangulos, de
acuerdo con las actividades planeadas, conviene revisar con ellos la clasificacion
y nomenclatura de tridngulos segtn sus dngulos, partiendo del lenguaje que
los alumnos manejen en el momento de esta discusién breve sobre dngulos internos
de tridngulos.

Puede ocurrir que en algin grupo de alumnos ninguno de ellos recurra directa-
mente ala férmula “base por altura entre 2” para calcular dreas de tridngulos, sino
que completen rectdngulos, cuenten los cuadrados unitarios que los componen, y
finalmente obtengan la mitad de ese resultado: fue de esta manera como el grupo
de alumnos que participé en las dos sesiones de trabajo validé su utilizacién de
la férmula d@rea(AABC) = ° ;" para calcular el drea de un triangulo.

Fue muy positivo haber permitido que los distintos equipos de alumnos
construyeran el tridngulo rectdngulo que ellos decidieran, pues asi fue posible
verificar la igualdad pitagérica de dreas de cuadrados construidos sobre los la-
dos de un tridngulo rectdngulo para diferentes casos. En una sesiéon de trabajo
posterior debe retomarse este resultado y pedir a los alumnos que lo enuncien,
incluso por escrito, con el lenguaje técnico convencional que se usé en la cdpsula
viodeograbada sobre Pitdgoras.

Con frecuencia ocurre que se expone una demostraciéon de determinado
teorema v, luego, en la resolucién de algunos problemas se usa su reciproco, sin
haber demostrado o al menos enunciado éste. Uno de esos casos lo constituyen
algunas de las aplicaciones del teorema de Pitdgoras y de su reciproco, cuando
se usa éste y se menciona aquél. Debe ponerse atencién a esta situacion para
fortalecer el desarrollo del pensamiento matemdtico de los alumnos.



AMPLIACION DEL TEMA
Equivalencia de areas

Proclo, quien vivi6 en el siglo v de nuestra era, escribié: “[...] muchos autores
informan que los egipcios fueron los inventores de la geometria, que nacié dela
medida de los campos, necesaria a causa de las crecidas del Nilo que borraban
el limite entre las propiedades”. Se especula que por esta necesidad prdctica
en el antiguo Egipto, tal vez desde el afio 2000 antes de nuestra era, 10s agri-
mensores recurrian al artificio que se describe a continuacién para construir
un dngulo recto. Usaban una cuerda con 13 nudos igualmente espaciados
(véase la figura 1) que la dividian en 12 partes iguales. Una persona sostenia
la cuerda por los dos extremos juntos de ésta (en el primer y décimo tercer
nudos) y otras dos personas sostenfan la cuerda en el cuarto y octavo nudos
tensdndola, formando asi un dngulo recto con vértice en el cuarto nudo
(véase la figura 2).

A B C D
Figura 1. Representacion grafica de una cuerda con 13 nudos igualmente espaciados

A=D

Figura 2. Construccién de un dngulo recto
mediante una cuerda de 13 nudos igualmente espaciados
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Segln este relato, el artificio descrito de los agrimensores egipcios ejemplifica el
resultado general de que

si el cuadrado construido sobre uno de los lados de un tridngulo ABC es igual a la
suma de los cuadrados construidos sobre sus otros dos lados entonces ABC es un
tridngulo rectdngulo.

A este resultado se le denomina el reciproco del teorema de Pitdgoras.
En el caso descrito, se tiene que

32+42=90+16=25=5°

(véanse las figuras 1y 2).
El teorema [directo] de Pitdgoras asevera que

si ABC es un tridngulo rectdngulo entonces el cuadrado construido sobre la hipote-
nusa es igual a la suma de los cuadrados construidos sobre sus catetos.

Si con pse denota a la proposicion
“ABC es un tridngulo rectdngulo”

y con g a la proposicion

“el cuadrado construido sobre uno de los lados del tridngulo ABC'es igual a la suma
de los cuadrados construidos sobre sus otros dos lados”,

vemos que el teorema de Pitdgoras tiene la forma
pP=q;

al intercambiar los papeles que desempenan py g se obtiene la implicacion de
la forma
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qa=p

que corresponde al reciproco del teorema de Pitdgoras, que también es verda-
dero.

La forma de representar simbélicamente un teorema en el que interviene una
condicién necesaria y suficiente es

P4

y se lee “psiysolosi g”. Por lo que en el caso que se estd tratando, para que un
tridngulo ABC searectdngulo es necesario y suficienteque el cuadrado construido
sobre uno de sus lados sea igual a la suma de los cuadrados construidos sobre sus
otros dos lados, 1o cual también se enuncia de la siguiente manera:

el cuadrado construido sobre uno de los lados de un tridngulo ABC es igual a la
suma de los cuadrados construidos sobre sus otros dos lados si y sélo si ABC es
un tridngulo rectingulo

ABC es un tridngulo rectdngulosiy s6lo si el cuadrado construido sobre uno de sus
lados es igual a la suma de los cuadrados construidos sobre sus otros dos lados.

Sobre Pitdgoras, la figura histérica més célebre de todos los matemdticos que
han existido hasta nuestros dias, Proclo comenté: “[...] transformo el estudio de
la geometria en una ensefianza liberal, remontdndose a los principios generales
y estudiando los teoremas abstractamente y con la inteligencia pura”. Pitdgoras
nacioé en la isla de Samos, la cual estd situada en el mar Egeo a menos de 2 km de
la costa de Asia menor, probablemente en el afio 569 a. n. e. Se desconoce cual
fue la demostracion que el mismo Pitdgoras dio del resultado que lleva su nombre,
pero si se le adjudica el haber sido quien llego a la certeza de este conocimiento
mediante razonamiento y no basandose solo en la experiencia sensorial.

En el libro I de Los elementos de Euclides (ca. 300 a. n. e.) la proposicion
47 es precisamente la que conocemos como el teorema de Pitagoras; la proposi-
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cién 48 (con la que termina el libro [ de los Elementos de Euclides) es 1a que se
ha denominado el converso del teorema de Pitigoras. Estas dos proposiciones
aparecen en el libro [ de esta obra de Euclides enunciadas as:

Proposicién 47
En los tridngulos rectdngulos el cuadrado del lado que subtiende al dngulo recto es
igual a los cuadrados de los lados que comprenden el dngulo recto.

Proposicién 48

Si en un tridngulo el cuadrado de uno de los lados es igual a los cuadrados de los
dos lados restantes del tridngulo, el angulo comprendido por esos lados restantes
del triangulo es recto.

En relacién con el teorema de Pitdgoras, el escritor inglés Aldous L. Huxley
(1894-1963), en su novela corta £l joven Arquimedes, la cual fue publicada
en los 1920, incluyé el siguiente relato sobre Guido, el personaje central de
la narracién, descrito como un nifo de aproximadamente siete afos. Se cuenta
en esta novela como otro personaje de ella encontré a Guido de rodillas en el
suelo haciendo trazos con la punta de un palo quemado sobre las piedras lisas de
la vereda, con los que demostré que el cuadrado construido sobre la hipotenusa
de un tridngulo rectangulo es igual a la suma de los cuadrados construidos
sobre los dos otros lados. A continuacion, se transcribe la descripcién que hizo
Huxley de los dibujos de Guido (en la figura 3 se muestra una interpretacién de
esta descripcion).

... Y empez6 a demostrar el teorema de Pitdgoras, no como Euclides, sino por
el método mds sencillo y satisfactorio que segin todas las probabilidades emple¢ el
mismo Pitdgoras. Habfa dibujado un cuadrado que habfa seccionado, con un par de
perpendiculares cruzadas, en dos cuadrados y dos rectangulos iguales. Dividio los
dos rectangulos iguales por sus diagonales en cuatro tridngulos rectdngulos iguales.
Los dos cuadrados resultan estar construidos sobre los lados del dngulo recto de
esos tridngulos. Eso era el primer dibujo. En el siguiente, tomé los cuatro tridngulos
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rectangulos en los cuales estaban divididos los rectdngulos y los dispuso alrededor
del cuadrado primitivo, de manera que sus angulos rectos llenaran los dngulos de
las esquinas del cuadrado, las hipotenusas en el interior y el lado mayor y menor de los
tridngulos como continuacién de los lados del cuadrado (siendo iguales, cada uno, a la suma
de esos lados). De este modo, el cuadrado primitivo estd seccionado en cuatro tridngulos
rectos iguales y un cuadrado construido sobre su hipotenusa. Los cuatro tridngulos son
iguales a los dos rectdngulos de la primera divisién. Resulta que el cuadrado construido
sobre la hipotenusa es igual a la suma de dos cuadrados —los cuadrados de los dos cate-
tos— en los cuales, con los rectdngulos, fue dividido el primer cuadrado.

11

Figura 3. Una reconstruccion de los dibujos de Guido
a partir de la descripcién dada por Huxley

Una generalizacion del teorema de Pitigoras

En la figura 4, se muestra un tridngulo escaleno ABC en el que el pie D de la
altura bajada desde el vértice B esta en la prolongacién del segmento CA, y en
la figura 5 se muestra un tridngulo escaleno ABC en el que el pie D de la altura
bajada desde el vértice B estd en el segmento CA.

C b A D

Figura 4. Un tridngulo escaleno ABC con el pie D de su altura
DB en la prolongacion de su base ca



Sean a, by c las longitudes de los lados BC, CA y AB respectivamente del tridn-
gulo dado ABC. En el primer caso, por el teorema de Pitdgoras se tiene que

2= AD + I

y
@=CD +h.
Luego,
a*=CD +(c*~ AD’)=(b + AD)* +(c*— AD")
=b2+ AD" +2b (AD) + ¢*— AD" = b* + ¢* + 2b (AD).
Esto es,

a*=b*+ 2 + 2b (AD).
En el segundo caso, también aplicando el teorema de Pitdgoras, se tiene que

= AD +h?

a’ = E‘_Dz + h2
B

C b D A

Figura 5. Un tridngulo escaleno ABC con el pie D
de su altura DB en su base caA
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Luego,
@=CD +(c>— AD") = (b— AD)* + (¢*— AD")
=b>+ AD —2b (AD) + ¢*— AD" = b* + ¢*—2b (AD).
Esto es,
a’*=b*+ c>-2b (AD).
Con esta deduccion de las igualdades

a’=b*+c*+ 2b (AD)

a’=b>+ c*>-2b (AD),

se han demostrado dos antiguos resultados de la geometria también contenidos
en los Elementos de Euclides: la proposicién 12 y la proposicién 13 del libro II
(este libro II contiene 14 proposiciones). Euclides las enuncié as:

Proposicién 12

En los tridngulos obtusdngulos el cuadrado del lado que subtiende al dngulo obtuso
es mayor que los cuadrados de los lados que comprenden el dngulo obtuso en dos
veces el rectdngulo comprendido por un (lado) de los del dngulo obtuso sobre el
que cae la perpendicular y la (recta) exterior cortada por la perpendicular, hasta
el dngulo obtuso.

Proposicién 13

En los tridngulos acutdngulos, el cuadrado del lado que subtiende al dngulo agudo
es menor que los cuadrados de los lados que comprenden el dngulo agudo en dos
veces el rectdngulo comprendido por uno de los lados del dngulo agudo sobre el
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que cae la perpendicular y la [recta) interior cortada por la perpendicular hasta
el angulo agudo.

Asi, se ha demostrado que en cualquier triangulo el cuadrado de uno de sus tres
lados es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados mads (si el angulo
subtendido por el primer lado es obtuso) o menos (si el dngulo subtendido por
el primer lado es agudo) el doble producto de la longitud & de uno de los lados
del dngulo subtendido y el segmento rectilineo comprendido entre el pie de la
altura sobre este lado y el vértice de dicho dngulo y que, segtin hemos visto, se
pueden escribir como

at=b>+c*+2b(AD)
a’=b*+ c*-2b(AD)
respectivamente.

Una demostracion del converso del teorema de Pitigoras
En la proposicién 48 del libro I de los Elementos de Euclides vista antes, que es
el converso del teorema de Pitdgoras, se tiene la hipdtesis

p:en un tridngulo el cuadrado de uno de los lados es igual a los cuadrados de los dos
lados restantes del tridngulo,

con base en la cual se debe demostrar la tesis

g: el &ngulo comprendido por esos lados restantes del tridngulo es recto.

Sea ABC un tridngulo en el que se cumple que el cuadrado de uno de sus lados
aes igual a los cuadrados de sus otros dos lados 4 y ¢, esto es,

@ =b"+ .
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Cc . C
// h \\
C b A=D=A ‘

Figura 6. ;Y si ocurre que 2b (AD) = 0?
De acuerdo con la hipdtesis p, se debe cumplir que
2b (AD)=0;

luego, AD debe ser igual a cero ya que 2 no es igual a 0 y b, que es la longitud
de uno de los lados del tridngulo, tampoco (si b fuese igual a cero, no se tendria
tridngulo alguno). Pero dado que AD esel segmento rectilineo comprendido entre
el pie Dde la altura sobre el lado de longitud & (o su prolongacion) y el vértice A
del dngulo subtendido por el lado de longitud «, el pie D de esa altura coincide
con dicho vértice A (AD = 0); esto es, la longitud de la altura 7 —perpendicu-
lar al lado Ac cuya longitud es b  es el lado BA cuya longitud es c¢ (es decir,
h = ¢). Asi, el angulo interior BAC, que es el comprendido por los lados BA y
AC, es recto. (Simplemente se puede decir que como en el segundo miembro de
la igualdad a* = b* + ¢? no se estd sumando 2b ( AD), el dngulo considerado no
es obtuso; como tampoco se estd restando, el dngulo no es agudo. Asi, la tnica
opcion restante es que el dngulo sea recto.)

Acerca de dreas de tridngulos

Sabemos que el drea de un tridngulo se calcula multiplicando la longitud de
su base por la longitud de su altura y dividiendo este producto entre 2. Esto es,
dado el AABC del cual se conocen la longitud b de su base y la longitud 4 de su
altura, su drea se calcula mediante la férmula
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drea (AABC) = "

Herén de Alejandrfa, quien vivio en el siglo1d. n. e., fue un cientifico griego que
abordé el problema de determinar el drea de un tridngulo escaleno a partir de las
medidas de sus tres lados. En el libro I de su obra Metrica escribio:

Sean los lados del tridngulo 7, 8 y 9. Stimense 7, 8 y 9; el resultado es 24. Témese la
mitad de éste, lo cual da 12. Réstesele 7,y lo que queda es 5. Otra vez, a 12 réstesele
8y lo que queda es 4. Nuevamente, 9, y lo que queda es 3. Multipliquese 12 por
5: el resultado es 60. Multipliquese éste por 4: el resultado es 240. Multipliquese
éste por 3: el resultado es 720. Extrdigase la raiz cuadrada de éste y serd el drea del
tridngulo.

La Metricaes un manual de medicién de dreas y de volimenes de diversos tipos
de figuras y cuerpos geométricos, el cual fue descubierto en 1896 (relativamente
hace poco) en Constantinopla, en un manuscrito que data del siglo xi o del xi.
Esta obra de Herdn constituye un ejemplo de las matematicas griegas del siglo 1
de nuestra era referentes a medicién préctica.

Asf que el drea de un tridngulo cualquiera ABC, dadas las longitudes de sus
tres lados, se puede calcular extrayendo la raiz cuadrada del producto de su se-
miperimetro y las diferencias del semiperimetro con la medida de cada uno de
sus lados. Es decir, mediante la férmula

drea (AABC) = s(s—a)(s-b)(s—c),

conocida ahora como “férmula de Herén”, en la que a, b y ¢ denotan las medidas
de los lados BC, CA y AB respectivamente, y

_ a+b+c

es el semiperimetro del tridngulo.
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De acuerdo con la tradicién drabe, Arquimedes (287-212 a. n. e.) conocia
este procedimiento para calcular el drea de un tridngulo y tenia una demostracion
del mismo. Aunque Herén en su Metrica sélo ejemplificé el procedimiento, en
otra obra suya, la Dioptra, si presenté una demostracion.

Se incluye a continuacién una deduccién de la denominada “férmula de
Herén” para calcular el drea de cualquier tridngulo escaleno conocidas las lon-
gitudes de sus tres lados (es muy sencillo determinar dicha drea si el tridngulo
dado es isdsceles o rectdngulo), aplicando los resultados que hasta este punto se
han presentado en esta seccion.

Supdngase que estdn dadas las longitudes a, by ¢ de los lados de un tridngulo
ABC, como el que se muestra en la figura 4 o el de la figura 5. Se tiene la medida
de la base b del AABC.

Luego, para poder aplicar la férmula

drea (AABC) = b;h

se requiere calcular la longitud 4 de la altura.
Pero segin hemos visto, en el primer caso se tiene que

a=b*+c>+2b(AD)
y en el segundo,
a’=b>+c*-2b(AD).
Esto es,
a=b>+c*+2b(AD). (1)

Asi, a partir de la igualdad (1), al despejar Ap se obtiene



2 2 2
ap ="? e 2)
+

Conestevalorde AD en términos de laslongitudes conocidas deloslados del AABC
se puede determinar la longitud de la altura 4 sustituyendo en la igualdad

2=+ AD (3)

la cual se obtiene aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectdngulo BDA
(véanse las figuras 4 y 5).
Elevando al cuadrado ambos miembros de la férmula

drea (AABC) = b;(h,
se tiene que

2 2
ldrea (ABC) = Z” .

A partir de la igualdad (2), siendo

AD2 _ (b2+C2_a2)2
4p’

y de la igualdad (3), se obtiene que

_(b2+c2_a2)2

h2 =CZ
4p*

(4)
Veamos finalmente qué se obtiene al sustituir el valor de h?, obtenido en la
igualdad (4), en la férmula

b*xh*

[drea (AABC))? = A
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At i |

[drea (AABC)J* = = Z[C

5 (b2+C2—a2)2
b2><|:c - b2

ab’c’—(b*+c*-a*)
16

_ (2bc+(b2+c2—a2) J(Zbc—(b2+c2—a2))
4

_ {(21707“1927“02)—(12 J((Zbc—b2 —c?)+a’ )

(b+c)—a* || ~(b—c) +a’ )

(b+c)—a* || a*—(b—c) J

_ (b+c)—a ]((b+c)+a ](a—(b—c))(a+(b—c)]




Luego,

[drea (AABC))? = ((b+c)+a )[(b+c)—a )(a—(b—c) )(a+(b—c)) '

Ahora bien, como

(b+c)+a _ s,
se tiene que
(b+c)-a _ a,
a—(b-c) _ S—b,y
a+(b-c) N
Asf,

[drea (AABCO))P> =s(s—a) (s—b) (s—c¢)

0, 1o que es lo mismo,

drea (AABC) = s(s—a)(s—b)(s-—c),

que es “la férmula de Herén”.
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HoJAS DE TRABAJO PARA LAS ACTIVIDADES CON LOS ALUMNOS

Primera sesion

Instrucciones dadas a los alumnos

Determinen el drea de las figuras que aparecen en los siguientes tres geoplanos.
Si es necesario, utilicen el geoplano de madera y las ligas de hule para hacer sus

cdlculos.

Hoja de trabajo 1

Geoplano 1



Hoja de trabajo 2
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Geoplano 2



Hoja de trabajo 3

Geoplano 3
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Hoja de trabajo 4
Augxilidndote de tu geoplano de madera v las ligas de hule, haz lo que se te indica
en cada uno de los siguientes pasos.

1. Construye un cuadrado sobre cada uno de los lados del tridngulo que aparece
en el siguiente geoplano.

Geoplano 4

2. Determina cudl de los tres es el cuadrado més grande; intenta llenarlo con
el drea de los dos cuadrados mas pequenos.

a). ;Cudl es el cuadrado mds grande?

b). Con el drea de los dos cuadrados més pequenios, sse completa el drea del
cuadrado mas grande? ;Sobra drea de los dos cuadrados mds pequenos?
cFalta?
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ENS—T—

Segunda sesién
Hoja de trabajo 5
Augxilidndote de tu geoplano de madera y las ligas de hule, haz lo que se te indica

en cada uno de los siguientes pasos.

1. Construye un cuadrado sobre cada uno de los lados del tridngulo que aparece
en el siguiente geoplano.

Geoplano 5
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2. Intenta llenar el mds grande de los tres cuadrados con el drea de los dos
cuadrados mds pequefios.

a). ;Cudl es el cuadrado mds grande?

b). Con el drea de los dos cuadrados mds pequenos, ;se completa el drea del
cuadrado mds grande? ;Sobra drea de los dos cuadrados mds pequefos?
Falta?

Hoja de trabajo 6
JHay algun tridngulo en el que el drea de los cuadrados construidos sobre los dos
lados mds pequenos quepa exactamente en el cuadrado construido sobre su lado
mads grande?



Muestra de fotocopias entregadas a los alumnos con una representacién gréfica
del geoplano de madera de 12x12 clavos como pivotes.
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