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PRESENTACION DEL PROYECTO

Tenoch Cedillo Avalos
OBJETIVOS

La serie Ensefanza de las Matemdticas se desarrolla en el marco del Proyecto de
Tecnologfa y Educacién a Distancia en América Latina y el Caribe; esta serie tiene
como propésito central fortalecer el conocimiento de las matemadticas escolares
y las practicas de ensefianza de los profesores que se desempenan en el nivel
de educacién secundaria (7°-9° grados, 13-15 anos de edad). En este propésito
subyace la hipdtesis de que un mejor desempeno de los docentes se reflejard en
aprendizajes mds solidos y de mayor calidad en los alumnos.

Pretendemos que la discusién y analisis de los materiales que incluye esta
serie, permitan a los maestros reflexionar sobre sus concepciones y practicas de
ensefianza, y que esta experiencia les proporcione elementos para responder
preguntas como las que planteamos a continuacion:

e ;Cree que sus estudiantes no pueden resolver problemas a menos que usted
les haya ensefiando previamente cémo hacerlo?

e ;Cree que siles pide a sus alumnos que resuelvan un problema ellos lo hardn
en formas muy similares?

e ;Creequepuedeemplear lassoluciones que desarrollan sus estudiantes como
fuentes para enriquecer sus estrategias de ensenanza? ;C6mo?

e ;Cree que es conveniente propiciar oportunidades para que sus alumnos
resuelvan problemas usando sus propias estrategias? sPor qué?

e ;Cree que es conveniente pedir a sus estudiantes que le informen c6mo
razonaron para resolver un problema dado? ;Por qué?

e ;Cree que es conveniente exigir a sus educandos que usen los proce-
dimientos que les ensenid y que usted asuma la reproduccién de esos
procedimientos como sinénimo de comprension?



También nos proponemos que la serie Ensefianza de las Matemadticas proporcione
experiencias que permitan a los profesores desarrollar concepciones y préacticas
de ensenanza como las que mencionamos enseguida.

Que el maestro:

* Genere un ambiente de trabajo que favorezca que sus estudiantes desarrollen
habilidades matemadticas y destrezas operativas.

e Aproveche la evolucién del pensamiento matemadtico de sus alumnos para
planear el desarrollo del programa escolar.

* Genere oportunidades para que sus estudiantes resuelvan problemas sin
necesidad de instrucciones explicitas.

e Utilice las formas en que sus estudiantes razonan para disefiar mejores es-
trategias de ensefanza.

e Desarrolle el curso en consonancia con lo que sus alumnos van aprendiendo.

e Sea capaz de proponer problemas distintos a cada equipo de trabajo, y en
ocasiones a cada estudiante, de acuerdo con los intereses y capacidades de
ellos.

e Evalte el desempenio de sus estudiantes con base en las habilidades mate-
maticas que ellos desarrollen.

* Valore el potencial de la técnica de aprendizaje cooperativo como un recurso
fructifero en la clase de matematicas.

MATERIALES

Esta serie ofrece un conjunto de materiales dirigidos a profesores de matematicas
en servicio y a formadores de los futuros docentes de matemadticas, que se de-
sempenardn en el nivel de educacion secundaria. La estrategia que proponemos
para el logro del propésito antes mencionado, es brindar un programa de profe-
sionalizacién docente que se basa en un analisis critico de la préctica en el aula
con la finalidad de enriquecerla. La investigacién que hemos realizado en este
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campo, ratifica enfdticamente que la experiencia que los profesores adquieren
mediante el andlisis de las précticas de ensefianza de otros se refleja de manera
favorable en sus concepciones y conocimientos sobre la disciplina, el aprendizaje
y la docencia (Cedillo, 2003).

Los materiales que presentamos se describen brevemente en el esquema que
se muestra a continuacion.

Videos de Sesiones de Trabajo con
Alumnos, en las que se presenta evi-
dencia de las capacidades y limitaciones
de los estudiantes en la resolucién de
ciertos problemas mateméticos.

Videos de Sesiones de Trabajo con
Maestros, en las que éstos resuelven los
mismos problemas que se propusieron a

los estudiantes.

Videos de Sesiones de Profundizacién,

en las que los docentes analizan critica-

mente lo que ellos lograron en el mar-
co de los logros de los alumnos.

Propuestas diddcticas en versiones impresa y digital, donde se aborda con mayor de-
talle los episodios presentados en los videos, se incorporan los materiales empleados
en las sesiones de trabajo con alumnos y con profesores, y se incluye una seccién
para ampliar el horizonte de los temas matematicos que se tratan en cada sesion.



SUJETOS QUE PARTICIPAN EN LAS SESIONES DE TRABAJO

Ademas del decidido apoyo otorgado por las mds altas autoridades de las insti-
tuciones que patrocinaron este proyecto, asf como de la invaluable colaboracién
del equipo técnico de television, participaron estudiantes de secundaria, maestros
en servicio, profesores que condujeron las sesiones de trabajo en el aula, y un
docente que estuvo a cargo de la produccién y la direccién académica de todas
las actividades del programa.

Los grupos escolares que participaron en el proyecto, cursan el segundo grado
desecundaria (8° grado, 13-14 afios de edad) en dos escuelas publicas de la ciudad
de México que se destacan por su organizacién, compromiso de sus profesores y
el buen desempernio de sus estudiantes. Los jévenes que se observan en los videos
son alumnos promedio de esas instituciones, no fueron seleccionados por poseer
cualidades especiales. El grado escolar de los educandos se eligié en consonancia
con los conceptos y conocimientos matemadticos que se abordan en las actividades
de aprendizaje que se les propusieron. La intervencién de esos grupos escolares,
en esta serie, se debe a la colaboracién de las autoridades educativas y de los
directivos de las escuelas secundarias publicas que nos permitieron trabajar con
sus estudiantes. La participacién de los alumnos se organizé de acuerdo con los
horarios de clases de su respectivo plantel, por esta razon, a lo largo de los videos,
se pueden observar diferentes grupos de educandos y de maestros.

Todoslos docentes que colaboraron en esta serie prestan su servicio en escuelas
secundarias publicas ubicadas en la ciudad de México. Es necesario mencionar
que los profesores que conducen las sesiones de trabajo, no son los maestros que
normalmente dirigen a los grupos que se observan en los videos. La razén de
esto es que las sesiones de trabajo con alumnos incluyen temas y actividades
que no necesariamente tienen previstas los maestros de 1os grupos escolares, en
los momentos en que este proyecto lo requerfa, por lo que fue indispensable
contar con docentes especificamente asignados al proyecto con la finalidad de
que dispusieran del tiempo y los recursos para preparar y conducir las sesiones
de trabajo en el aula.
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El hecho de que los profesores que condujeron las sesiones no hayan sido los
docentes regulares de los grupos, presenta ventajas y desventajas, por ejemplo,
nos parece importante mencionar que nuestros maestros no conocfan a los estu-
diantes, situacién que, por supuesto, no ocurre entre éstos y su maestro habitual.
No obstante, los logros de los alumnos que se pueden observar en los videos,
sugieren que la planeacién y puesta en practica de las actividades de aprendizaje
son factores que influyen sensiblemente en un rdpido establecimiento de una
buena relacién alumno-profesor, independientemente del tiempo que hayan
tenido para relacionarse entre si.

EL TRABAJO EN EL AULA

En los videos, se presentan episodios tal como ocurrieron en el aula; los videos
muestran un acercamiento a la ensefianza que tiene como propésito poner en
practica los preceptos del constructivismo social, empleando la técnica del apren-
dizaje cooperativo, asf como un enfoque del aprendizaje basado en la resolucién
de problemas. Utilizamos deliberadamente el término “sesiones de trabajo”,
en lugar de “clase modelo”, para distinguir el enfoque de ensefianza que aqui
mostramos del esquema tradicional que rdpidamente se identifica con la cdtedra
del profesor, en la que éste “entrega” sus conocimientos a unos alumnos que
estan atentamente escuchdndole para “recibirlos”. Estos conceptos se discuten
maés adelante con mayor amplitud.

En los videos de las sesiones de trabajo con los estudiantes y con los profeso-
res, podran observarse los aciertos, errores y momentos de incertidumbre que
usualmente se suscitan en el proceso de resolucién de problemas matematicos
no triviales, y en las vicisitudes propias de la conduccién de una sesién de tra-
bajo, cuyo éxito o fracaso depende esencialmente de la participacién de cada
uno de los integrantes del grupo con el que se estd trabajando. En los videos, se
observa un esfuerzo sostenido por parte del profesor que conduce la sesién para
desempefarse como un promotordel desarrollo del pensamiento matematico de



sus estudiantes, y no como un expositor que presenta una brillante cdtedra a un
auditorio atento y pasivo. Las sesiones de trabajo se centran en las participaciones
de los alumnos, porque es a partir de sus respuestas que el profesor propiciard
que se dé el siguiente paso en el avance de sus aprendizajes. Las intervenciones
del maestro que conduce una sesion, se enfocan en la coordinacion del trabajo del
grupo, empleando todos los recursos que tiene a su alcance, en ese momento,
para recuperar y enriquecer las participaciones de los estudiantes y, con base en
esto, dar un horizonte mds amplio al contenido matematico que se estd explo-
rando. En los videos podra observarse que el maestro tenfa preparado un guién
para la clase; pero también se percibe que siempre estuvo atento a las respuestas
de los alumnos para ir haciendo ajustes al guién de trabajo previsto y, de este
modo, poder aprovechar de la mejor manera posible los aciertos y errores de los
estudiantes, los cuales empleaba como puntos de partida en la busqueda de una
secuencia de ensefianza que estuviera en mejor consonancia con las distintas
formas de razonamiento de sus alumnos.

CONTENIDOS MATEMATICOS

Para seleccionar los contenidos matemadticos de esta serie, se hizo una revisién
de los programas de estudio para la escuela secundaria que se ofrecen en los
pafses de América Latina y el Caribe, a partir de esta consulta se eligieron algu-
nos temas de aritmética, dlgebra y geometria, definiéndose, asi, las ramas de las
matematicas escolares en que se ubicarfan dichos contenidos. Posteriormente,
se acudio a la literatura de investigacién sobre aprendizaje de las matematicas,
con base en ésta fueron seleccionados los temas especificos dentro de cada rama
de acuerdo con los siguientes criterios:

* La relevancia que les da la investigacion por las dificultades que presentan
para su enseflanza y aprendizaje.
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e Laimportancia que les da la investigacion por su trascendencia como temas
propedéuticos, sobre los que descansa la evolucién del curriculo escolar en su
trdnsito al curriculo de matematicas en los niveles de educacién superior.

Finalmente, en el marco determinado por los alcances de este proyecto, se deci-
di6 abordar tres temas en aritmética y geometria, y cuatro en algebra, quedando

distribuidos como se muestra en el siguiente cuadro.

Aritmética Algebra

Patrones numéricos

Multiplos y divisores o
y generalizacion

Juegos y regularidades

Méximo comun divisor .
algebraicas

Minimo comun muiltiplo Ecuaciones de primer grado

Lectura y construccién
de gréficas cartesianas

ORGANIZACION Y PRESENTACION DE LOS CONTENIDOS

Videos

Geometria

Medicién y semejanza de
tridngulos

Medicion y razones
trigonomeétricas

Areas y teorema de Pitdgoras

Eldesarrollo de cada tema constituye un mdédulo que esta formado por dos videos
y una Propuesta didédcticaimpresa. Cada tema se inicia con una cdpsula de video
que se prepar6 para presentar de forma amena y clara la informacién relevante
del problema que se propone para que los alumnos lo resuelvan, y también se
emplea para centrar la atenciéon de los alumnos en el tema a tratar. Esa cdpsula
puede ser usada por los profesores que la consideren ttil en su tarea docente.
Algunas capsulasincluyen recursos electrénicos de la geometrfa dindmica, o tablas
con datos que pueden ser utilizadas en las clases que preparen los maestros que

reciben estos materiales.



El primer video de cada mdédulo incluye las dos sesiones de trabajo que se
emplearon con alumnos para desarrollar el tratamiento del tema correspondiente,
cada sesion se tiene una duraciéon mdxima de 50 minutos. El tema se aborda
a partir de la resolucién de uno o mds problemas matemdticos; estas sesiones
de trabajo se realizan con la participacién activa de un grupo de estudiantes. El
ntcleo en el estudio de un tema es la resoluciéon de problemas que representan
un reto para el intelecto de los alumnos, por esto, sus intervenciones nunca con-
sisten en la repeticién de conceptos u otros conocimientos que previamente se
les habfan ensefiado, en vez de esto, las participaciones de los estudiantes ofrecen
una reelaboracién o una aplicacion creativa de conceptos y conocimientos que
los conducen a proponer ideas plausibles que eventualmente se concretan en la
resolucién de un problema. Dada la complejidad de los ejercicios que se propu-
sieron, se decidié apoyar la actividad de los estudiantes utilizando la técnica de
aprendizaje cooperativo. Esta técnica exige la colaboracién conjunta y creativa
de todos los miembros de un equipo de trabajo para realizar una tarea, en otras
palabras, requiere que el trabajo en equipo, ademds de necesario, sea mds pro-
ductivo que el trabajo individual. Dada la importancia que tuvo en el proyecto
el uso de la técnica de aprendizaje cooperativo, mds adelante le dedicamos una
seccion para un analisis mds amplio.

El segundo video del médulo incluye una secuencia que muestra la Sesion de
Trabajo con Maestrosy la Sesion de Profundizacion. La Sesion de Trabajo con
Maestros permite observar las formas en que ellos abordaron problemas iguales
o similares a los que se propusieron a los alumnos. Es importante sefialar que
cuando se pidi6 a los maestros que resolvieran esos problemas, aun no habian
visto los videos de las sesiones de trabajo con los alumnos, esto se realiza en la
Sesion de Profundizacion.

En las sesiones de profundizacion, se pide a los profesores que vean atenta-
mente los videos de las sesiones con alumnos, y que registren individualmente sus
observaciones de acuerdo a un guién que se les proporciond; el guion permite que
los docentes incluyan comentarios sobre aspectos no considerados en él. Una vez
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que han hecho esto, se pide a los maestros que discutan en equipos de trabajo las
anotaciones que registraron de manera individual; después de esto, se organiza
una mesa de discusién con todos los equipos reunidos, donde debaten acerca de
sus observaciones y hacen propuestas respecto a las implicaciones que se derivan
de su experiencia en estas sesiones de trabajo en torno a su practica docente coti-
diana. La Sesidn de Profundizacion concluye con la seccién Reflexiones después
de la prdctica, que presenta el coordinador académico de esta serie.

PROPUESTAS DIDACTICAS

Se elabor6 una Propuesta diddctica para cada uno de los médulos que comprende
esta serie. Las propuestas diddcticas se presentan en formato impreso y en formato
digital. Estos materiales tienen como propdsito exponer informacién adicional que
permita analizar con mayor acuciosidad las sesiones de trabajo que se muestran en los
videos. En cada propuesta se proporciona una descripcién detallada sobre las activi-
dades que se llevaron a cabo en las sesiones de trabajo con alumnos y con maestros.
Asimismo, se incluyen cada uno de los materiales que se emplearon, al igual que un
ensayo critico de lo que ocurri6 durante el tratamiento de cada tema, en términos
de los logros de los estudiantes en el marco de lo que originalmente fue el guién de
trabajo para cada sesion. Porlo anterior, recomendamos enfaticamente que antes
de observar los videos se lea la Propuesta did4ctica correspondiente.

Los asuntos que se abordan en cada Propuesta diddctica se describen breve-
mente a continuacion.

Presentacion y objetivos del tema

Ademads de los objetivos de cada sesién de trabajo con los alumnos, este apartado
incluye un ensayo en el que se presentan los argumentos considerados para
seleccionar el contenido matemdtico que se aborda, y una descripcion del guién
de trabajo que empled el profesor para desarrollarlo.
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Materiales de las sesiones de trabajo con los alumnos
Esta seccion proporciona informacién detallada sobre cada una de las actividades
que se propusieron a los estudiantes.

Materiales de las sesiones de trabajo con los maestros
Este apartado ofrece informacion pormenorizada sobre cada una de las actividades
que se propusieron a los profesores.

Lo que aprendieron los alumnos

En esta parte, el profesor que estuvo a cargo del desarrollo de la sesién de traba-
jo, presenta un ensayo sobre los logros de los estudiantes; el ensayo contiene
un anadlisis entre 1o esperado por el maestro y las respuestas no esperadas que
ofrecieron los alumnos, y cémo éstas lo condujeron a modificar, sobre la marcha,
el guién que habfa preestablecido para realizar su trabajo.

Recomendaciones para la ensefianza

Con base en el analisis de los logros de los estudiantes, y de las vicisitudes que tuvo
que sortear, el profesor que estuvo a cargo de la conduccién del trabajo presenta una
serie de reflexiones que se expresan como recomendaciones para la ensefianza.

Ampliacion del tema

Este apartado tiene como propdsito profundizar en el tratamiento del contenido
matemdtico que se abordé en la sesién de trabajo. Se incorporan nuevos ele-
mentos y recursos diddcticos cuya finalidad es ampliar el conocimiento de los
contenidos matemdticos que se trataron en las sesiones de trabajo con alumnos
y los correspondientes con maestros.

EL CONTEXTO INTERNACIONAL Y PRINCIPIOS QUE ORIENTAN ESTE PROYECTO

Los resultados obtenidos por los estudiantes latinoamericanos en las evaluaciones
internacionales que se han efectuado recientemente, han acentuado la atencién



que los ministerios de educacién dedican a la ensefianza y aprendizaje de las
matemadticas (Beaton ef al., 1996; OECD, 2000). El andlisis de esas evaluaciones
sugiere enfdticamente que para mejorar esos resultados deben instrumentarse
nuevos programas orientados a la actualizacion, tanto de las formas de ensefianza
como del conocimiento de la disciplina por parte de los maestros de matematicas
en servicio.

La investigacién realizada en los ultimos 30 aflos sobre el aprendizaje de las
matematicas, ha proporcionado un conocimiento importante que plantea la necesi-
dad de nuevas estrategias de ensefianza, nuevos paradigmas para la formacién de
profesores, un nuevo curriculo y nuevas formas de evaluacién (Kilpatrick, 1992).
Los resultados de esas investigaciones han ejercido una fuerte influencia en el di-
sefio de los planes y programas de estudio de la ensefianza bdsica y, por lo mismo,
han surgido nuevas exigencias en el desempeno de los docentes, por ejemplo, en
muchos paises se incluyeron en los programas de estudio nuevas lineas temdticas,
como predlgebra, precélculo, probabilidad y estadistica.

La investigacion sobre la ensenanza ha cambiado del paradigma proceso-pro-
ducto—en el que el objeto de indagacién son los comportamientos del profesor—a
estudios abocados a sus concepciones y criterios para la toma de decisiones en el
aula. Asimismo, las teorfas que se enmarcan en el constructivismo social también
han tenido impacto en los programas de formacién de profesores y el curriculo de
la escuela bdsica. Brevemente expuesto, estas teorfas conciben el conocimiento
como un producto del trabajo intelectual de comunidades formadas por individuos
creativos; estas corrientes de pensamiento se reflejan en cursos y materiales que
intentan que el profesor deje su papel como transmisor de conceptos, hechos
bésicos y destrezas, para que se desempefie como tutor del desarrollo del pensa-
miento matematico de sus estudiantes (Cobb et al., 1990).

Actualmente, se espera que los profesores hagan evidente en su practica pro-
fesional que estdn convencidos de que sus estudiantes no son “recipientes que
esperan ser llenados”, y los entiendan como sujetos intelectualmente creativos,
capaces de hacer preguntas no triviales, de resolver problemas y de construir
teorfas y conocimientos plausibles. Lo anterior exige que el maestro despoje



al libro de texto, y a él mismo, de su papel como autoridad intelectual en la
clase y la deposite en argumentos rigurosos producidos por él y los estudiantes
(Thompson, 1992).

Esa nueva perspectiva de enseflanza requiere que el profesor conozca el
nivel de desarrollo del pensamiento matemadtico de sus alumnos, que construya
materiales intelectualmente ricos, y propicie un ambiente de trabajo en el que
el razonamiento de los educandos pueda ser, al mismo tiempo, apoyado y
motivado.

Afinales de los ochenta, se desarrollaron tres perspectivas distintas para estudiar
los procesos de cambio en las précticas de los profesores, cada una con fundamentos
tedricos diferentes. La perspectiva piagetiana, que se sustenta en la teorfa de
que un cambio en las ideas de los docentes sobre la naturaleza del aprendizaje y
de las matematicas, requiere necesariamente un proceso de desequilibrio de las
ideas previas y la reconstruccion de ideas més poderosas (Schifter, 1993; Schifter
y Fosnot, 1993; Schifter y Simon, 1992). La corriente de las ciencias cognitivas
propone que los cambios en el profesor se dan a través de que modifique el conte-
nido y organizacion del conocimiento que posee, en consonancia con la evolucion
del razonamiento matemadtico de sus estudiantes (Carpenter et al,,1988; Fennema
etal., 1996; Peterson et al,, 1989). La postura del constructivismo social expone
que lo que permite a los profesores resolver los conflictos entre sus creencias
sobre el aprendizaje y los avances que se observan en sus estudiantes, es el
proceso de negociacién entre ellos y sus alumnos sobre las normas para validar
la construccion de los conceptos e ideas matemadticos (Ball, 1988; McDiarmid
y Wilson, 1991).

La serie Ensefianza de las Matemaéticas del Proyecto de Tecnologfa y Edu-
cacién a Distancia en América Latina y el Caribe, se propone compartir con los
profesores de matemadticas en servicio y los formadores de futuros docentes,
algunas estrategias plausibles que ejemplifican, mediante episodios de trabajo
en el salon de clases, como llevar a la préactica en el aula los planteamientos del
constructivismo social.



TR it e s o

EL MODELO DIDACTICO

Enelperiodo 2000-2003, se llevé a cabo en México un estudio con 800 profesores
de matemaéticas en servicio, en el que se evaluaron los efectos de la aplicacién de
un enfoque didéctico no convencional en sus practicas de ensefianza y conoci-
miento matemadtico (Cedillo, 2003). Los resultados de ese estudio muestran vias
promisorias para favorecer los aprendizajes de los estudiantes, aun con profesores
cuya docencia estd anclada en principios y concepciones tradicionales, y con un
débil conocimiento de la disciplina que ensefan. Expuesto sucintamente, ese
enfoque diddctico consiste en ensefiar las matematicas escolares de manera similar
a como aprendemos el lenguaje materno, esto es, a través de su uso; el uso del
lenguaje matemdtico en actividades adecuadamente disefiadas, permite que los
estudiantes vayan asignando significados plausibles a ese sistema de signos.

En el aula, lo anterior se traduce en que el profesor no parte de exponer
reglas, definiciones y ejemplos, en lugar de esto, el maestro propone una activi-
dad (problema) que le permite establecer una interaccién con sus estudiantes
a partir de las formas de razonamiento que ellos desarrollan. El progreso de
losalumnos enlaactividad depende de la comprensién que logre el profesor de sus
formas no ortodoxas de comunicacién. Esto implica que el docente debe aceptar
que sus estudiantes aprenden cada uno a un paso distinto, y que debe saber
escucharlos para aprender acerca de las formas en que ellos razonan. Esta forma
de ensefnanza exige que el profesor abandone la exposicién al frente del grupo
como estrategia de interlocucién, porque esto parte del supuesto de que el
maestro puede hacer avanzar a todos los estudiantes del grupo al mismo ritmo.
Ademds, es necesario que el docente desarrolle habilidades que le permitan
relacionar los avances no convencionales de sus alumnos con los temas mate-
madticos formalmente establecidos, lo cual requiere la capacidad de desarrollar
el curriculo a partir de los logros de los estudiantes.



EL APRENDIZAJE COOPERATIVO

Elaprendizaje cooperativo puede describirse como una relacién entre estudiantes
que les requiere (Johnson y Johnson, 1989):

e Necesitarse unos a otros para realizar una tarea.

e Un ejercicio de responsabilidad individual, en el que cada uno tiene que
contribuir y aprender.

e Desarrollar habilidades para relacionarse: comunicacion, conflanza en si
mismos y en los demds, asumir eventualmente el liderazgo, tomar decisiones
y resolver conflictos.

La técnica de aprendizaje cooperativo favorece que los estudiantes no solamente
aprendan los contenidos propios de unadisciplina, sino que desarrollen habilidades
para cultivar relaciones personales con sus compafieros que probablemente no
desarrollarfan en una clase tradicional. Entre otras cosas, esto puede ocurrir si el
maestro tomaen cuentalarelacion entre el desempeno del grupo y el individual, la
preparacion de sus estudiantes y las dificultades comunes que éstos presentan.
Se han reportado resultados de investigacién que sefalan que el éxito del
aprendizaje cooperativo depende en buena medida de que los estudiantes se
propongan objetivos grupales claramente definidos, y que asuman responsabi-
lidades individuales bien especificadas (Leinken y Zaslavsky, 1999). Lindauer y
Petrie (1997), sugieren que el sistema de evaluacién del profesor puede apoyar
al logro de metas colectivas, si lo estructura de manera que los estudiantes sean
evaluados individualmente por su trabajo, y que el trabajo individual se oriente
a que colaboren con sus companeros en favor del éxito del grupo. Por una par-
te, la formulacion y el logro de objetivos grupales en el aprendizaje cooperativo,
proporciona a los alumnos una razén para trabajar juntos (Johnson y Johnson,
1989). Por otra parte, el exigir que cada individuo tenga responsabilidades par-
ticulares, asegura que todos los estudiantes se beneficiardn de la experiencia,
incrementando su comprension, a la vez que permite al maestro asegurarse
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de que todos en el grupo aprendan los nuevos conceptos. De esta manera,
el éxito que el grupo tenga en alcanzar sus objetivos depende del nivel de
logro que alcance cada uno de sus miembros.

El establecimiento de objetivos grupales y un sistema de evaluaciéon que
recompense el éxito puede hacerse de varias maneras, por ejemplo, el profesor
puede reforzar en sus estudiantes el valor de ayudarse unos a otros, si evalia el
nivel de logro del equipo con base en el aprendizaje de cada estudiante (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991; Posamentier y Stepelman, 1999). Mds especificamente,
el maestro puede asignar un porcentaje extra a la calificaciéon de un equipo de
trabajo en el que todos sus miembros lograron cierto puntaje. Las acciones del
docente que refuerzan los objetivos grupales y la responsabilidad individual,
ayudan a que los alumnos se preocupen por el éxito de sus compafieros, a que
desarrollen una mejor capacidad de escucha, y a que valoren métodos alternativos
para resolver problemas.

Lo anterior implica que los estudiantes deben estar especificamente preparados
para participar en un ambiente de aprendizaje cooperativo, y que los profesores
establezcan condiciones que garanticen experiencias exitosas de aprendizaje. El
aprendizaje cooperativono se da por el simple hecho de que los estudiantes trabajan
en equipos durante la clase, esta técnica de trabajo en el aula s6lo es provechosa
cuando los miembros de un grupo se ven a sf mismos como parte de un equipo
que debe alcanzar un objetivo de manera conjunta, ante una tarea que individual-
mente es mucho més dificil de llevar a cabo que haciéndolo con la colaboracién
de otros (Posamentier y Stepelman, 1999). El aprendizaje cooperativo se basa en
la premisa de que los alumnos que trabajan juntos son responsables no sélo de
su aprendizaje, sino también del de sus companeros (Lindauer y Petrie, 1997),
para esto, los estudiantes deben aprender a escuchar a los demds y a valorar el
hecho de que un problema puede ser abordado en mds de una forma. En sintesis,
podemos decir que el aprendizaje cooperativo es una buena estrategia de trabajo
en el aula; pero ésta no tiene éxito sin preparacion.

Slavin (1990) afirma que los profesores pueden enfrentar algunas dificulta-
des al aplicar la técnica de aprendizaje cooperativo, y sélo obtendrdn resultados



provechosos si aprenden a emplearlo correctamente en la clase. El aprendizaje
cooperativo puede ir en detrimento del aprovechamiento de los estudiantes, 1os
alumnos menos avanzados pueden copiar el trabajo de los mas adelantados del
grupo, y el resultado puede ser mas bajo del que ese alumno podria haber obtenido
en una clase tradicional. Otra posible dificultad es que los maestros deben estar
preparados para ceder parte del control que, tradicionalmente, tienen sobre las
actividades que se realizan en el aula. Si bien es necesario asegurarse de que los
estudiantes estdn realmente trabajando en un ambiente de aprendizaje coopera-
tivo, es diffcil evitar que hagan més ruido. Algunos docentes podrian percibir el
ruido como un indicio de pérdida de control.

EL APRENDIZAJE COOPERATIVO EN LA CLASE DE MATEMATICAS

Hayinvestigaciones que muestran que los beneficios del aprendizaje cooperativo
sereflejan en un mejor desempeno escolar, mejores habilidades para comunicarse
e interacciones sociales y académicas exitosas (Slavin, 1991; Stevens, Slavin
y Farnish, 1991; Whicker, Bol y Nunnery, 1997; Walmsley y Muhiz, 2003).
Los efectos del aprendizaje cooperativo en el desempefio de los alumnos son
muy impresionantes, los logros de los estudiantes que pueden observarse en
los videos de esta serie ofrecen evidencias a este respecto. Esto se debe a diver-
sas razones, en el trabajo cooperativo los alumnos ven cémo sus compafneros
se encuentran en diferentes etapas de dominio de las tareas que enfrentan, y se
ayudan unos a otros, por ejemplo, cuando los estudiantes interacttian en forma
cooperativa hacen el intento por explicar sus estrategias a los demas, empleando
las palabras de sus companeros mds débiles (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).
En muchas ocasiones, los educandos que proporcionan la explicacién pueden
lograr asf una comprensién més clara de la tarea que estan abordando. Cuando
se pide a los estudiantes que expliquen, detallen y defiendan sus posturas ante
los demds, se esfuerzan en expresar mas cuidadosamente sus ideas. Asimismo, los
alumnos que escuchan las explicaciones de otros se esfuerzan en comprender
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otras formas de abordar una tarea determinada. El observar a los demds y prac-
ticar en este tipo de ambientes de trabajo, ayuda a los estudiantes a interiorizar
los conceptos que estdn intentando comprender o dominar (Stevens, Slavin y
Farnish, 1991).

Probablemente, uno de los mayores beneficios del aprendizaje cooperativo es
que incrementa la capacidad de los alumnos para comunicarse usando el lenguaje
de las matematicas, y que este tipo de comunicacién les ayuda a comprender
mejor esta disciplina (Artzt, 1999). Johnson y Johnson (1989, p. 235) afirman
que “si la instruccién en matematicas procura ayudar a los estudiantes a pensar
matemadticamente, a comprender las conexiones entre diversos procedimientos
y hechos matemdticos, y a ser capaces de aplicar el conocimiento matemético
formal de manera flexible y significativa, entonces, es indispensable emplear el
aprendizaje cooperativo en las clases de mateméticas”. De acuerdo con estos
autores, el aprendizaje cooperativo hace que las matemadticas se aprendan de ma-
nera activa, en vez de pasiva. Otros autores sugieren que, mediante la técnica del
aprendizaje cooperativo, los profesores promueven que sus estudiantes expliquen
lo que entienden, porque eso los obliga a integrar y ampliar su conocimiento de
manera diferente (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).

Hay resultados de investigacién que confirman la conviccién de muchos maestros
de que los alumnos aprenden mejor de sus compafieros cuando se les pide
que expliquen como llegaron a las respuestas; los profesores que piden a los
estudiantes que expliquen cémo resolver un problema frente al grupo, ayudan
a que todos aprendan mas y enfatizan las habilidades para expresarse acerca de
conceptos matematicos (NCTM, 2000). El aprendizaje cooperativo permite a los
educandos dar y recibir explicaciones detalladas, esto les ayuda a aprender mas
que a los estudiantes que simplemente reciben las respuestas correctas (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991). Es importante ejercitar la capacidad de comunicar ideas
matemadticas para apoyar el desarrollo que el alumno tenga en esa disciplina.
Leiken y Zaslavsky (1999) reportan que el uso del aprendizaje cooperativo motiva
a los estudiantes a participar activamente en el aprendizaje de las matematicas, y a
comunicarse entre ellos sobre cuestiones de esta disciplina.



Otro beneficio del aprendizaje cooperativo es que permite a los alumnos trabajar
con otros en el logro de un objetivo comun y desarrollar habilidades para usar las
matemadticas en interacciones sociales. De acuerdo con Whicker et al. (1997),
algunos de los resultados a corto plazo incluyen un incremento en el aprendizaje,
en laretencién y en el pensamiento critico. Comparado con un sistema competi-
tivo e individualista, las experiencias del aprendizaje cooperativo promueven una
alta autoestima en los estudiantes (Johnson, Johnson y Holubec, 1984; Johnson
y Johnson, 1989). El aprendizaje cooperativo puede reforzar el sentimiento de
autoaceptacion del alumno, en tanto que la competitividad puede afectar de
manera negativa dicha aceptacion, y las actitudes individualistas tienden a estar
relacionadas con un rechazo basico de si mismo (Johnson, Johnson y Holubec,
1084). Los alumnos, generalmente, disfrutan la experiencia de trabajar en forma
cooperativa, y les importa que sus companeros los tengan en buen concepto. La
necesidad de ser aceptados también los ayuda a lograr ser exitosos escolarmente,
esta percepcion de éxito incrementa su autoestima.

Los resultados a largo plazo del aprendizaje cooperativo incluyen la habilidad
para ser contratados para trabajar y tener éxito en su carrera (Johnson y John-
son, 1989). Muchos empleadores valoran a un empleado con habilidades para
comunicarse, con responsabilidad, iniciativa, interaccién interpersonal y poder
de decision. Todas estas cualidades pueden ser desarrolladas al tener experien-
cias de aprendizaje cooperativo. El aprendizaje cooperativo no sélo ayuda a los
estudiantes a aprender matemadticas, sino que coadyuva en su preparacion para
la vida después de graduarse.

A manera de sintesis podemos sugerir que el aprendizaje cooperativo puede
ser exitoso si:

e Se emplea para abordar actividades que exijan la colaboracién del grupo.

e Los profesores cuentan con algin tipo de sistema de recompensas grupales
que contemple la responsabilidad individual.

e Los maestros logran crear una actitud en sus alumnos que les conduzca a
escuchar atentamente las ideas de los demds.
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COMENTARIOS FINALES

En la serie Ensefianza de las Matemdticas asumimos la premisa de que en la
practica profesional los sujetos tienen experiencias que producen cambios en sus
conocimientosy creencias. Este principio es una combinacién de lo planteado por
el constructivismo social y las ciencias cognitivas. Por una parte, asumimos que
la prdctica profesional incluye la interaccién creativa entre profesores, y de éstos
con los estudiantes; por otra parte, implica que los individuos vamos modificando
nuestras concepciones y acciones a partir del conocimiento que adquirimos sobre
las formas de razonamiento de otros sujetos. La evidencia obtenida de la inves-
tigacion sugiere que lo que esencialmente promueve cambios en los profesores
son ciertos episodios que se dan en el aula, que les permiten atestiguar lo que
sus estudiantes pueden lograr sin que “ellos se los hayan ensefiado” (Cedillo y
Kieran, 2003}.

Indudablemente, serdn los profesores que hagan uso de los materiales que
se proporcionan en esta serie, los que emitan un mejor juicio sobre el alcance y
pertinencia de los propésitos que nos hemos planteado, y sobre las estrategias
de trabajo que en este proyecto hemos empleado.
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INTRODUCCION

La matemdtica es la reina de las ciencias y la teoria
de nimeros es la reina de las matematicas.'
Gauss

Sin duda, las matemdticas a lo largo de su desarrollo histérico han estado ligadas
a las necesidades practicas de la humanidad.

“En el caso de la aritmética la respuesta también la proporciona la historia. Vimos
cémo los pueblos aprendieron a contar y llegaron al concepto de nimero, y c6mo las
necesidades de la vida, planteando problemas mas dificiles, requirieron la introduccion
de simbolos numéricos. En una palabra, las fuerzas que condujeron al desarrollo de
la aritmética fueron las necesidades précticas de la vida social. Estas necesidades
précticas y el pensamiento abstracto que surgi6 de ellas ejercieron unos sobre otros
una constante interaccion. Los conceptos abstractos constituyen en sf una valiosa
herramienta para la vida préctica y fueron constantemente mejorados debido a sus
muchas aplicaciones. Al hacer abstraccién de lo esencial se desvela lo esencial y garan-
tiza el éxito en aquellos casos en que el papel importante corresponde precisamente
a esas propiedades y relaciones elegidas y preservadas por la abstraccién, y que son,
en el caso de la aritmética, las relaciones cuantitativas.

Ademds, la reflexién abstracta a menudo va més lejos que las necesidades inme-
diatas de un problema préactico”.?

“Los conceptos y conclusiones de la aritmética, que generalizan una enorme cantidad
de experiencias, reflejan en forma abstracta aquellas relaciones del mundo real que

! Courant, R. y H. Robbins. jQué es la matematica? Madrid, Ed. Aguilar, 1979, p 28.
2 Aleksandrov, A. D., A. N. Kolmogorov, M. A. Laurentiev y otros. La matematica: su contenido
método y significado. Espaia, Ed. Alianza Universidad, 1980, p 37.
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se encuentran constantemente y en todas partes. Es posible contar los objetos de una
habitacién, las estrellas, la gente, los dtomos, etc. La aritmética considera algunas de
sus propiedades generales, haciendo abstraccién de todo lo particular y concreto, y
es precisamente porque se consideran inicamente estas propiedades generales por lo
que sus conclusiones son aplicables a tantos casos. La posibilidad de un amplio rango
de aplicaciones estd garantizada por la gran abstraccion de la aritmética, aunque es
importante hacer notar que esta abstraccién no es vacia, sino que se deriva de una
gran experiencia préctica. Lo mismo es cierto para toda la matemadtica y para cualquier
concepto abstracto o teorfa. Las posibilidades de aplicacién de una teorfa dependen
en gran medida del material original que ella generaliza”.?

“Las abstracciones de la matemdtica se distinguen por tres rasgos. En primer lu-
gar, tratan fundamentalmente de las relaciones cuantitativas y formas espaciales,
abstrayéndolas de todas las demds propiedades de los objetos. En segundo lugar,
aparecen en una sucesion de grados de abstraccion creciente, llegando mucho més
lejos en esta direcciéon que la abstraccién en las demds ciencias... Finalmente, y
esto es obvio, la matemdtica como tal se mueve casi por completo en el campo de
los conceptos abstractos y sus interrelaciones”.*

“En el siglo ma. C., los griegos habfan reconocido claramente dos ideas importantes:
primera, que la sucesién de nimeros era susceptible de ser prolongada indefinida-
mente; y segunda, que no sélo era posible operar con nimeros cualesquiera dados,
sino también referirse a los nimeros en general y formular y probar teoremas sobre
ellos. Esta idea representa la generalizacién de una cantidad inmensa de experiencias
anteriores con numeros concretos, de las cuales entresacaron las reglas y métodos
para razonamientos generales sobre los nimeros. Se habfa operado una transicion a
un nivel mds alto de abstraccién: de nimeros concretos (entes individuales, aunque
abstractos) a ndmeros en general, es decir a cualquier nimero posible”.
3 Idem. p. 36.

4 Idem. p. 18.
> Idem. p. 33.



“Los teoremas generales sobre cualquier propiedad de un nimero arbitrario contienen
ya en forma implicita infinidad de asertos sobre las propiedades de cualquier nimero
y son por tanto cualitativamente mds ricos que cualesquiera asertos particulares que
pudieran verificarse para ndmeros especificos. Por esta razén los teoremas generales
deben ser probados por razonamientos generales derivados de la regla fundamental de
formacién de la sucesion de los nimeros. Aqui percibimos una profunda particularidad
de la matematica: la matemdtica tiene como objeto no sélo relaciones cuantitativas
dadas, sino todas las posibles relaciones cuantitativas, y entre ellas el infinito”.°

“La mayor parte de la teorfa de nimeros, como en general de la matemadtica, no
se refieren a un objeto particular —el ndmero 5 o el nimero 32—, sino a una clase
completa, de objetos que tienen alguna propiedad comun, por ejemplo:
La clase de todos los numeros pares:
2,4,6,8...
o la clase de enteros divisibles por 3:
3,6,9,12...
0 bien la clase de los cuadrados de los nimeros enteros:
1,4,916...
y asi sucesivamente”.”

En Los elementosde Euclides, escritos en el siglo 11 antes de C., ya encontramos
teoremas generales sobre los nimeros, en particular aquel que afirma que existen
ndmeros primos infinitamente grandes.

Los temas sobre niimeros primos y compuestos se incluyen en los programas de
matematicas de la escuela secundaria; uno de los contenidos principales es la elabo-
racién de tablas de primos, factorizacién en primos de un nimero y sus aplicaciones
(enumeracion de los divisores de un nimero). Entre los propésitos relacionados con
el tema se pueden destacar los siguientes:

° Idem.
7 Courant, R. y H. Robbins. ;Qué es la matemadtica? Madrid, Ed. Aguilar, 1979, p 28.
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e Enriquecer el significado de los nimeros y sus operaciones a través de la
solucion de problemas muy variados.

e Familiarizarse con los diversos medios de expresién matematica: la escritura
simbdlica, las tablas y las graficas, y utilizarlos en la solucién de problemas.

¢ [niciarse gradualmente en el razonamiento deductivo, en situaciones escogidas
por el maestro.

Unnumeroimportante de autores de materiales dirigidos a maestros de ensefianza
secundaria sostiene que la ensefianza ha dedicado mucho tiempo al estudio de los
criterios de divisibilidad y a los procedimientos para obtener el minimo comin
multiploy el mdximo comun divisor, pero presta poca atencion al desarrollo de
las nociones para comprender estos procedimientos. No es raro que al terminar la
secundaria haya alumnos que todavia tienen dificultades para identificar los nu-
meros primos, con frecuencia los confunden con los impares o con los multiplos
de tres. Cuando se les pide dar los divisores de 63, pueden encontrar el 3, 7 y
el 9, pero olvidan que todo nimero es divisible entre 1 y entre si mismo, y casi
no citan al 21 entre los divisores de 63.

Entre las recomendaciones que se hacen a los maestros cuando disefian ac-
tividades para la clase, se destaca que el maestro no debe olvidar que la teorfa
elemental de los niimeros es rica en situaciones y problemas que se planean con
facilidad, y que los alumnos pueden explorar activamente al mismo tiempo que
desarrollan nociones que les servirdn para comprender otras partes de las mate-
maticas y apreciar la belleza de esta disciplina.

De lo anterior, se deriva que es conveniente proponer problemas y actividades
que permitan al alumno explorar libremente, tomar en cuenta sus aportes, respetar
sus ideas y acercamientos y no imponer los procedimientos convencionales o 10s
razonamientos del maestro.

El manejo adecuado de los conceptos de divisibilidad permitird a los alumnos
contar con elementos para resolver problemas, tanto de la matematica misma como
de aquellos relacionados con otras facetas de la actividad humana.
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T T T NG e R

Hemos elegido el problema de “Construir nimeros con n divisores” para abor-
dar los conceptos relacionados con la divisibilidad, y proporcionar una experiencia
a los alumnos que les permita valorar su importancia en la solucién de problemas.
Creemos que trabajar en la solucién de problemas propiciard en los alumnos una
actitud creativa y los motivard en el aprendizaje de las relaciones numeéricas y, ade-
mds, propiciard el desarrollo de su pensamiento sobre diversos aspectos matematicos
que se deriven de los problemas. Desarrollar la capacidad inventiva, inductiva y
deductiva de los alumnos mediante la observacion y el estudio de las caracteristicas
que se presentan al resolver el problema, les permite construir su propia simbolo-
gfa y hacer uso de expresiones no convencionales que, posteriormente, mediante
la ensenanza, serdn capaces de elevar al nivel de formalizacién que exige la estruc-
tura de las matemadticas.

El problema que hemos elegido para conformar este médulo, tiene la caracte-
ristica de estar vinculado con la indagacién puramente matematica, que desde la
época de los griegos ya se desarrollaba: estudiar los nimeros y sus regularidades.
Consideramos que los alumnos de este nivel han tenido algtin acercamiento a los
conocimientos previos que se requieren para abordar el problema, y que el grado
de dificultad para solucionarlo es un reto accesible a los alumnos.

Proponer a los alumnos problemas matemadticos en torno a estos temas y
propiciar que ellos los resuelvan, es una estrategia central en esta propuesta de
ensenanza-aprendizaje de las matemadticas.
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MULTIPLOS Y DIVISORES

PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS

Primera sesion

Problema 1.

Problema 2.

Problema 3.

larea:

Problema 4:

;Cudles son los numeros naturales que sdlo se pueden dividir
entre si mismos y 1?

¢Cudles son los numeros naturales que tienen tunicamente tres
divisores?

¢Cuales son los numeros naturales que tienen unicamente cuatro
divisores?

JExiste un método para generar numeros con esta caracteris-
tica?

¢;Cudles son los numeros naturales que tienen unicamente n
divisores?

Segunda sesion

Problema 1.

Problema 2.

Problema 3.

Construir un listado de 10 nimeros naturales que tengan exacta-
mente cuatro divisores. ;Existe un método para generar nimeros
con esta caracteristica?

Construirnumeros que tengan exactamente cinco divisores. ;Existe
un método para generar numeros con esta caracteristica?
¢;Cuales son los numeros naturales que tienen exactamente n
divisores?



OBJETIVOS

e Que el alumno desarrolle habilidades que le permitan resolver problemas
matematicos.

* Que el alumno identifique criterios que le permitan validar las soluciones a
los problemas.

e (Queelalumno seacapaz de recuperar sus conocimientos mateméticos previos
para resolver un nuevo problema matematico.

e Que los alumnos descubran la relacién que hay entre los nimeros primos
que aparecen en la descomposicién de un nimero y la cantidad de divisores

del mismo.

* (Queelalumno aprenda a identificar regularidades numeéricas a partir de casos
particulares.

* Que el alumno aprenda a expresar generalizaciones usando la simbologfa
matematica.

PLANEACION DE LAS ACTIVIDADES CON LOS ALUMNOS
Primera sesion

Proyeccidn de video (4 min). A través de un video se presentan unos problemas
relacionados con la actividad matemadtica que realizaban los filésofos griegos
(Cépsula de video).

Comentarios sobre el problema planteado en el video (2 min). Algunos de esos
problemas se abordan actualmente en la escuela secundaria.

Organizacion de los alumnos en equipos de trabajo (8 min). Cada equipo trabaja
en la elaboracién de una lista de 10 nimeros naturales que sélo tengan dos
divisores (Cuaderno).

Exposicion de las listas de niimeros elaboradas por los equipos (10 min). Revi-
sion de las listas por parte de los alumnos (Pizarrén).
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Elaborar una lista de nimeros con exactamente tres divisores (8 min). (Cua-
derno).

Exposicion de las listas de numeros elaboradas por los equipos (10 min). Revi-
sion de las listas por parte de los alumnos (Pizarrén).

Conclusiones (2 min). Extraer las caracterfsticas que permitieron elaborar la
lista (Pizarrén).

Tarea (3 min). Elaborar una lista de niimeros con exactamente cuatro divisores
y si es posible disefiar un método para encontrarlos (Cuaderno).

Segunda sesiéon

Recordar el problema planteado en la tarea (2 min). Construir una lista de nu-
meros con exactamente cuatro divisores y si es posible disenar un método
para encontrarlos.

Sintesis de las actividades realizadas en la sesion anterior (1 min). Caracteristica
de los nimeros primos y de los niimeros con exactamente tres divisores.

Organizacion del grupo en equipos de trabajo (8 min). Cada equipo elabora su
lista de numeros (Cuaderno).

Exposicion de las listas de nimeros (8 min). Verificar si las listas se ajustan a la
condicién pedida (Pizarrén).

Verificar si hay un método para construir nimeros con esas caracteristicas
(5 min). A partir de las distintas maneras que emplearon los alumnos para
elaborar la lista encontramos las caracteristicas que se pueden generalizar
(Pizarrén).

Planteamiento de un problema (2 min). ;Cémo podemos construir nimeros con
Unicamente cinco divisores?

Verificacion de las propuestas de los alumnos (3 min). Elaborar el procedimiento
para construir nimeros con esas caracteristicas (Pizarrén).

Planteamiento del problema general (2 min). ; C6mo podemos construir nimeros
con exactamente n divisores?
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Anadlisis y conclusion de las distintas propuestas (10 min). Elaborar el proce-
dimiento para construir nimeros con esas caracteristicas. Generalizar los
casos anteriores (Pizarrén).

Conclusiones (6 min). Para cada uno de los problemas, hemos disefiado un mé-
todo para encontrar los nimeros que se piden, hasta llegar al caso general
(Pizarrén).

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES
Primera sesion

Capsula de video

En ella se muestran algunos de los problemas relacionados con la actividad ma-
temdtica que realizaban los filésofos griegos, y se plantea la actividad con la que
inicia el trabajo en el aula.

Se pide a los alumnos que construyan una lista de nimeros que tengan Uni-
camente dos divisores.

Se organiza a los alumnos en equipos de trabajo, y se les pide que elaboren
la lista de ntimeros.

El maestro monitorea el trabajo de los equipos.

Exposicion de las listas elaboradas por los alumnos.

El maestro pide a los alumnos que alguno de ellos pase al frente y escriba en
el pizarrdn la lista de niimeros que construyé su equipo.

La mayorfa de los alumnos elaboré una lista; el método consistié en verificar
que cada uno de los nimeros que tomaron solamente tenfa dos divisores.

El maestro coment¢ la forma en que pueden encontrar los nimeros primos
que hay entre 1 y 100 usando la criba de Eratéstenes, y se les dej6 de tarea
elaborar la criba.

La actividad siguiente consisti6 en que los alumnos elaboraran una nueva lista
de numeros que tengan exactamente tres divisores.



Algunos equipos elaboran la lista, verificando si cada nimero si tiene sélo tres
divisores, otros la construyen elevando al cuadrado nimeros primos.

Para verificar que los numeros tenfan solamente tres divisores, algunos
alumnos representaron los nimeros como producto de primos, y seleccionaron
aquellos que cumplieran la condicion pedida.

El maestro al frente del grupo organizé las listas de nimeros que los alumnos
propusieron. En algunos de ellos se hizo la verificacion, encontrando todos los divi-
sores, y se hizo notar que los nimeros naturales se podfan expresar como producto
de primos. Se propusieron otros niimeros para verificar si esta nueva propiedad la
cumplian otros numeros. El maestro menciond que esa propiedad de los nimeros
se llama 7eorema Fundamental de la Aritmética.

no= plXpiX.Xpy,

donde » es un nimero natural, p, son nimeros primos para toda i y a,es un
numero natural para toda i.

Después de elaborar la lista, se llegd a la conclusién de que los nimeros con
Unicamente tres divisores son los nimeros primos elevados al cuadrado:

p?, donde p es un niimero primo, tiene solamente tres divisores.
Se deja de tarea construir niimeros con exactamente cuatro divisores y encontrar
un método que nos permita seleccionar todos los nimeros con esta condicion.
Antes de concluir la clase se les pide que construyan dos nimeros con esta
caracteristica y completen la lista como tarea para la casa.
Segunda sesi6n
Se inicia recordando el problema planteado como tarea:

Construir una lista de nimeros con exactamente cuatro divisores y si es posible
encontrar un método para encontrarlos todos.
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Trabajo en equipo

El maestro propone a los alumnos que cada equipo elabore la lista con base en los
nimeros que cada alumno haya pensado, y encuentren el método para generar
los nimeros con esa caracteristica.

Exposicion
Una vez que los alumnos tuvieron tiempo para elaborar la lista y resolver el
problema de encontrar el método, el maestro pide a alguno de los alumnos que
la escriban en el pizarron.

Los alumnos construyeron la lista de dos maneras, multiplicando dos nimeros
primos distintos o elevando al cubo un ntmero primo:

p, X p,, donde p, y p, son ndmeros primos distintos,
P, donde p es un namero primo.
GENERALIZACION
Planteamiento del problema general

;Como podemos construir nimeros con exactamente » divisores?

El maestro recupera el procedimiento empleado en cada uno de los casos par-
ticulares para que los alumnos descubran el procedimiento para el caso general.
Después de que el maestro recupera 10s ejemplos concretos en el pizarron, los
alumnos conjeturan que

p"! tiene exactamente n divisores, donde p es un nimero primo.

CONCLUSIONES

Al final de la sesion, el maestro al frente del grupo concluye:



Los nimeros con solamente dos divisores son 1os nimeros primos, y para encon-
trar los que estdn entre 1 y 100 podemos auxiliarnos de la criba de Eratdstenes.

Los niimeros con exactamente tres divisores se pueden obtener elevando al
cuadrado 10s nimeros primos.

Obtenemos los nlimeros con exactamente cuatro divisores al elevar al cubo
un nmero primo o multiplicando dos nimeros primos distintos.

Obtenemos los nimeros con exactamente n divisores al elevar a la potencia
n— 1 un nimero primo.

Lo QUE HICIERON LOS ALUMNOS
Respuestas esperadas

e Que los alumnos elaboraran las listas de ntimeros con las caracteristicas
pedidas sin dificultad alguna.

e Que las listas las elaboraran con el criterio de p™!, con p un ndmero primo,
para encontrar el nimero con #n divisores.

Respuestas no esperadas

e (Que elaboraran la lista de los primeros nimeros con tres divisores a partir
de encontrar todos los divisores de los primeros nimeros naturales, y poste-
riormente seleccionar los que cumplfan la condicién.

e (Que encontraran los dos procedimientos para localizar nimeros con uni-
camente cuatro divisores, ya sea por el producto de dos nimeros primos
0 elevar al cubo cualquier nimero primo distinto de 1.

Dificultades
Alinicio de la clase no quedaba claro el objetivo de la actividad de elaborar la lista

de ntmeros primos, los alumnos simplemente se concretaron a elaborarla.
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Hasta después de haber resuelto todos los problemas, los alumnos pudieron
darle sentido a la actividad de encontrar nimeros con las caracteristicas pedidas.
Las respuestas de los alumnos sugieren que estudiar el comportamiento de los
nimeros y pasar de casos particulares a la generalizacidén es una habilidad que
estd poco desarrollada en las clases.

PLANEACION DE LA SESION CON LOS MAESTROS

Proyeccion de video (4 min). A través de un video se presentan unos problemas
relacionados con la actividad matemdtica que realizaban los filésofos griegos
(Cdpsula de video).

Comentarios sobre los problemas planteados en el video (2 min). ;Cudles
son los nimeros naturales que tienen dos, tres, cuatro o n divisores? A
cada uno de los maestros se le reparte una hoja con los enunciados de los
problemas.

Organizacion de los maestros en equipos (7 min). Cada equipo trabaja en la
elaboracion de:

e Una lista de nameros naturales que solamente tengan dos divisores.

e Una lista de nimeros naturales que solamente tengan tres divisores.

e Una lista de numeros naturales que solamente tengan cuatro divisores
(Cuaderno).

Exposicion de las listas de numeros (3 min). Se pide a alguno de los maestros que
escriba en el pizarrdn la lista de nimeros que solamente tienen dos divisores,
y los demds verifiquen que se cumple la condicién pedida (Pizarrén).

Exposicion de las listas de nimeros (3 min). Se pide a otro maestro que escriba
en el pizarrén la lista de nimeros que solamente tienen tres divisores, y los
demds verifiquen que se cumple la condicién pedida (Pizarrén).
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Exposicion de las listas de niimeros (3 min). Se pide a otro maestro que escriba
en el pizarrén la lista de niimeros que solamente tienen cuatro divisores, y
los demads verifiquen que se cumple la condicion pedida (Pizarrén).

Conclusiones (5 min). El coordinador organiza las conclusiones en el pizarrén.
Pide a los maestros las caracteristicas que permitieron elaborar las listas.
También pide la respuesta al problema de encontrar ndmeros con » divisores
(Pizarrén).

El coordinador plantea el siguiente problema (2 min). Determinar una regla
que nos permita encontrar todos los nimeros con exactamente n divisores
(Pizarrén).

Trabajo en equipo (3 min). El coordinador pide que trabajen en equipo y resuelvan
el problema planteado (Cuaderno).

Verificacion de las propuestas (5 min). El coordinador pide a los maestros que
vayan pasando, uno por uno, a exponer sus conclusiones (Pizarrén).

Anadlisis y conclusiones. El coordinador, al frente del grupo, organiza las conclu-
siones (Pizarrén).

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES

Capsula de video
En ella se muestran unos problemas relacionados con la actividad matemdtica
que realizaban los fil6sofos griegos.

Se les proporciona una hoja con los problemas presentados en el video.

Se pide a los maestros resuelvan los tres primeros problemas contenidos en
la hoja, y elaboren:

e Una lista de nimeros naturales que solamente tengan dos divisores.

e Una lista de ndimeros naturales que solamente tengan tres divisores.
¢ Una lista de nimeros naturales que solamente tengan cuatro divisores.
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Se organiza a los maestros en equipos de trabajo.

El coordinador monitorea el trabajo de los equipos.

El coordinador pide a los maestros que expongan en el pizarrén las listas de
nimeros con las caracteristicas pedidas.

Al frente del grupo, el coordinador organiza las conclusiones, relacionadas
con los criterios que usaron para elaborar las listas, y pregunta si con lo trabajado
hasta ese momento pueden generalizar el criterio para encontrar ntimeros con
n divisores.

Para finalizar, el coordinador plantea el problema siguiente:

Encontrar una regla que nos permita determinar exactamente el nimero de
divisores que tiene cualquier nimero natural mayor que 1.

Los maestros trabajan en equipo buscando la solucién al problema planteado.

El coordinador pide a alguno de los maestros que exponga lo que encontrd
respecto a la regla pedida.

El coordinador concluye la clase con la descripcién de la regla que permite
determinar el niumero de divisores de cualquier nimero natural.

Lo QUE HICIERON LOS MAESTROS

Respecto a la lista de niameros con dos divisores tinicamente, lo que hicieron fue
un listado de los primeros nimeros naturales, hasta el 34 y a cada uno le calcula-
ron sus divisores, seleccionaron los que sélo tenfan dos divisores, y concluyeron
que eran los nimeros primos.

Para el caso de tinicamente tres divisores, encontraron que los nimeros de la
lista anterior, los nimeros primos, habfa que elevarlos al cuadrado para obtener
los ndmeros con esta caracteristica: p?, con p nimero primo, y determinaron
sus divisores:

Lpyp.



Deigual manera, para obtener nimeros con tinicamente cuatro divisores, elevaron
al cubo los nimeros primos: p*, con p nimero primo; también multiplicando dos
numeros primos distintos: p, x p,, con p y p, nimeros primos.

Por ejemplo:

2° =8,

y los divisores de 8 son: 1, 2, 4y 8.
Para el caso del producto de dos nimeros primos:

y los divisores de 15 son: 1,3, 5y 15.
Para el caso de Unicamente n divisores, la conjetura, con base en los casos

anteriores es:
1

P

Esta expresién nos permite encontrar nimeros con exactamente n divisores, perono
asegura que todo nimero con exactamente n divisores tenga esta forma. En el caso
de exactamente cuatro divisores, se necesit6 de otra expresion distinta a ésta.

Ahora el problema era encontrar una expresiéon que determinara el nimero
de divisores que tiene cualquier nimero natural.

Los maestros trabajaron en equipo y después de algunos minutos encontraron
que, para casos particulares como

27 x 3 x 5 =900,

e el numero 2% = 4 tiene 3 divisores, (2+1),
e el numero 32 =9 tiene 3 divisores (2+1), y
e el numero 5% = 25 tiene 3 divisores (2+1).

Entonces, la cantidad de divisores que tiene el nimero 900 es:
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C+Hx2+1)x@2+1)=27,

yson: 1,2,3,4,5,6,9,10, 12, 15, 18, 20, 25, 30, 36, 45, 50, 60, 75, 90, 100,
150, 180, 225, 300, 450, 900.

a,

En general, si p/" X p;* =n, con p, y p, nimeros primos distintos, y a, y a,
numeros naturales cualesquiera, entonces el nimero de divisores de n es

(@, +1)(a,+1).

Sinm=pxXpy*x..Xp/ conp, p,,..,p, nimeros primos distintos, y a,
a, .., a_numeros naturales cualesquiera, entonces el nimero de divisores de
n es

(@ +1)(a,+1)...(a+1).
Respuestas esperadas

e Que los maestros elaboraran las listas de nimeros con las caracteristicas
pedidas sin dificultad alguna.

® (Que las listas las elaboraran con el criterio de que p™', con p un ntmero
primo y » cualquier nimero natural mayor que 1, tiene exactamente »
divisores.

Respuestas no esperadas

e (Que elaboraran la lista de los primeros nimeros naturales, y en cada uno de
ellos determinaran el ntimero de divisores.

* Que formularan la expresion general para obtener el nimero de divisores
que tiene cualquier nimero natural.

* Sin=p/"XpyX.Xpr,conp, p,,..p, numerosprimosdistintos,y
a,a, .., a numeros naturales cualesquiera, entonces el nimero de divisores
de n es
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(@ +1)(a,+1)...(a+1).
Dificultades

El resultado que se plante6 por parte de los maestros, relacionado con el nimero
de divisores de un ntmero, se verificé en varios casos, pero no se logré mostrar
que en general es cierto.

Lo QUE APRENDIERON LOS ALUMNOS

e (Que los numeros naturales se pueden clasificar segtin el nimero del nimero
de divisores que tengan.

e La criba de Eratéstenes sirve para encontrar todos los nimeros primos que
sean menores a 100.

e Que p""',con punnimero primoy » un nimero natural mayor que 1,
tiene exactamente » divisores.

e Para el caso de numeros con cuatro divisores, aparte de la regla anterior,
aprendieron que con el producto de dos nimeros primos distintos también
determina nimeros con esta propiedad.

e Que todo nimero compuesto se puede expresar como producto de factores
primos en forma Unica, excepto por el orden de los factores, y que a este
resultado se le conoce como el Teorema Fundamental de la Aritmética.

e (Queaprender matematicas también tiene que ver con encontrar caracteristicas
y propiedades de los nimeros.

RECOMENDACIONES PARA LA ENSENANZA

Las respuestas de los alumnos y de los maestros a los problemas que se les plan-
tearon en el marco de sus logros y dificultades, asi como las vicisitudes que tuvo
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que enfrentar el coordinador que dirigi¢ las sesiones de trabajo, nos orientan para
hacer las siguientes recomendaciones:

e Permitir que los alumnos resuelvan los problemas que se les plantean, res-
petando al médximo sus procedimientos y formas de razonamiento.

e Ajustar el desarrollo de la clase conforme a los resultados que los alumnos
van obteniendo.

e Preparar los problemas relacionados con los temas y asegurarse que en la
clase se aborda el tema propuesto.

e En muchos problemas pedir a los alumnos que generen su simbologia o que
usen expresiones libres les permite manifestar sus ideas mds claramente. Si
no conocen la simbologia convencional, permitirles que construyan la que
mejor exprese sus ideas.

e Esimportante que aunquelos alumnos utilicen expresiones no convencionales
o inventen su simbologia, se trabaje con ellos hasta encontrar la relacion con
el lenguaje y la simbologfa convencional, y en todos los casos encontrar la
relacién de los conocimientos nuevos con los contenidos ya establecidos.

AMPLIACION DEL TEMA

En esta seccién abundaremos en el tratamiento de algunos resultados bésicos de di-
visibilidad; en algunos casos seréd necesario plantearlos de manera mds rigurosa.

Decimos que un ntimero natural » es primo si sus unicos divisores son él
mismo V la unidad.

Y a los nimeros naturales que no son primos se les llama compuestos.

Si un nimero es compuesto, entonces, scomo es el menor divisor distinto
del numero 1?

Por ejemplo, tomemos el nimero 175.

Los divisores son 1, 5, 7, 25, 35y 175, y el menor de los divisores distinto
de 1 es 5, que es un nimero primo.
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Conjeturamos que si un ndmero natural es compuesto, entonces el menor
de los divisores distinto de 1 es primo.

El siguiente razonamiento justifica la afirmacién anterior.

Sea r el menor divisor de n, r tiene dos posibilidades: es primo o es com-
puesto. Si es primo, estd justificada la afirmacién; si es compuesto entonces tiene
un divisor s tal que

r=1xs,Cony sytnumeros haturales.
Como n es un nimero compuesto, entonces
n=r X ¢, cOnry g nimeros naturales
n=rXg=trxsxqg,cons<r.

Por lo que » no serfa el menor divisor de #, lo cual contradice la hipétesis.
Entonces r no puede ser compuesto y, por lo tanto, es primo.
Euclides, en el libro XI demostré el siguiente resultado:

La serie de nimeros primos es ilimitada, es decir, la cantidad de ntimeros primos es
infinita.

Supongamos que existe un ntimero primo p mayor que todos los demds. Consi-
deremos el producto de todos los nimeros primos menores que p,

2X3IXSIXTXIIX.. X p;
a este numero le sumamos 1 y obtenemos el niimero
q=(2x3x5x7Tx11...x p)+1.

Si g es un ntimero primo entonces p no es el mayor de los nimeros primos.



Si g es compuesto, por la proposicién anterior, el divisor mas pequefo r es
un numero primo, pero r es distinto a todos los nimeros primos menores que o
iguales a p. Los nimeros primos 2, 3,5, 7, 11,..., p no son divisores de g, cada
uno de ellos al dividir a g deja residuo 1.

Entonces el divisor méds pequeno de g, que es r, nimero primo, es mas
grande que p, lo que significa que dado un ntiimero primo p, siempre podemos
encontrar uno mayor.

Por lo tanto, la sucesién de los nimeros primos es ilimitada.

El siguiente teorema fue demostrado por Gauss, y tiene una importancia
fundamental en la teorfa de nimeros. Se le conoce como

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

Todo ntimero natural compuesto se puede expresar como producto de factores primos
en forma unica.

La demostracién del teorema contempla dos partes.
i) Existencia: Si » es un nimero natural compuesto entonces se puede
descomponer en factores primos.
ii) Unicidad: La descomposicién de » en factores primos es Ginica, excepto

por el orden de los factores.

i) Existencia. Si n es un nimero compuesto entonces tiene un divisor primo, lo
que significa que

n=p Xq,con p, primoy g, <n;

si g, es primo, el teorema queda demostrado; si g, es compuesto entonces
tiene un divisor primo, lo que significa que ¢, = p, Xq,, con p, primo y
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q, <4q,; vy procediendo de esta manera, en un numero finito de pasos lle-
gamos a que

n=p Xp,Xp,X.Xp,,con p, primo para i =1,2,3,..., k.
ii) Unicidad. Para demostrar la unicidad, necesitamos el siguiente resultado: Si
un ndmero primo divide al producto de varios nimeros primos entonces nece-
sariamente es igual a uno de ellos.

Regresando a la demostracién del teorema, supongamos que hay dos facto-
rizaciones distintas:

n=p Xp,Xp;X..Xp,, con P SP,Sp;<..Sp.,y
n=q,Xq,Xq;X...Xq,, con 9549, <9;=...5¢q,.

Sin perdida de generalidad, supongamos que k& < r. Entonces, como

DX Py X Py XX P, = g, Xq,XqyX...Xq,,

p, dividea g, X g, X g, X...Xg,; como todos son primos, p, =g, para alguna
i=1,2,3,..r,dedonde p, 2¢,.

Andlogamente, ¢, dividea p, X p, X p, X...X p,; por lo que ¢, = p; para
algunai=1,2,3,..r,dedonde g, 2p,yasip, =¢,.

Simplificando en

DX Py X Py XX Py = g, Xq, Xg3X...Xq,,

obtenemos que
Dy X Py XX Py = q,Xq,X...X(q,.

Repitiendo el proceso anterior, tenemos que

P, =94, Py =45 5--es Py =4y,

50



T———— T —

D

Como k <r,

1=Gp0 Xy X Xq,

pero cada nimero ¢,, coni=1,2,3, ... r, es primo.

La igualdad anterior es imposible, asi que k = r.

Concluimos que la factorizacion es unica.

De los resultados que se obtuvieron en la sesién con los maestros, uno de ellos
tiene que ver con el nimero de divisores de un nimero natural. Por ejemplo,
para el numero 504 se tiene que

504 =2°x3*x7,
por lo que tiene (3+1) (2+1) (1+1)=4x3x2=24 divisores.
Una manera de contar todos los divisores es la siguiente:

Con 2’ construimos los divisores 1, 2, 4 y 8, y los podemos expresar como
potencias de 2:

(1+2+22+23).

Con 3 construimos los divisores 1, 3y 9, y los expresamos como potencias
de 3:

(1+3+37).
Con 7, construimos los divisores 1y 7.
Cada divisor positivo de 504 aparece una y sélo una vez como término de la

expresion siguiente:

(1+2+22+23)><(1+3+32)><(1+7),
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queson 1,2,3,4,6,7,8,9,12, 14, 18, 21, 24, 28, 36, 42, 56, 63, 72, 84,
126, 168, 252y 504.

Generalizando el proceso anterior, tenemos que si n es un nimero natural
y n=p*xpyex.xp7 donde p,,p,,. p, sonnumeros primos y cada expo-
nente o, es un numero natural paratodai = 1, 2, ..., r, entonces el nimero de
divisores de n es igual a

(@, + D) x(a,+1)x...x(a +1).

Para justificar el resultado anterior procedemos de la siguiente manera:
Tomamos a

. o o,
n=pXp,E X XpTs

entonces, cada divisor positivo de » aparece una y sélo una vez como término
de la expresion siguiente:

(L 2+ )+t PP )X (L4 Pyt pl ot ) XX (L4, + Pt P

Luego, el numero de divisores positivos de n es igual al nimero de términos de
la expresién anterior, es decir,

(@, + ) x(a,+1)x...x(a +1).
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