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PRESENTACTON

Como estudiantes de Licenciatura en Educacidn Primaria, hemos
realizado una sernie de actividades académicas sefialadas por el
plan de estudios (LEPEP-75) y dentro de ellas, el seminario de
titulacibn, en donde se nos ofrecieron Las siguientes cinco -
altennativas para el desarrnollo de este trhabajfo:

Investigacdibn documental
Tesina

- Memordia

Obra bdsica
Investigacibn de campo

La alternativa que elegimos fue La de elaboracibn en equipo de
una obra bdsica.

Esta eleccibn fue hecha porn considerarla La mds adecuada para
el desarnnollo de el proghama de matemdticas de ternceno de Li--
cenciatura de Educacidn Primania y Pre-escolan (LEPEP).

EL deseo de elaborar una obra bdsica para tercer aiio de LEPEP
obedece a Las siguientes nazones:

- No existla, hasta ef momento, un Libro que ofreciera
al estudiante de una manera general y accesible el de-
sannollo de Los contendidos del programa de matemdiicas
ITT.

- EL grado de dificultad que tuvimos al estudiar dichos
contenidos y que una vez superados, quisimos evitarles
a Los que despuls de nosotnos Los deberfan tratanr.

- EL Aintenés de Los temas, que para nosotrnos despertt,
el haber Loghrado entendenfos. '

Nuestro thabajo se inicif, despuls de La asesonfa que recibi--
mos en seminario de titulacidn en el aiio 1978, con el §in de
LLegar a La dLiima fase del proceso sefalado en el plan de es-
tudios de La Licenciatura de Educacién Primaria (LEPEP -75).

Sin sen especlalistas en matemdticas, recurnimos a fuentes --
bibliogndficas y asesonfa, para tratar de desarrollar el pro--
grama ya citado y en vigencia. Su estructura se presenta en
unidades :
PRIMERA UNIDAD - Geometrlfa de transformaciones,
SEGUNDA UNIDAD - Probabitidad

TERCERA UNIDAD - Estadistica



En cada una de Las unidades se desarrollan Los obfetivos parti
culanes y especlficos del propilo programa.

En La primera undidad - Geomeiria de transformaciones - se abor

dan entre otnos, Las principales caracternfisticas y Los concep-

tos de isometnias y homotecias, asf como Las propiedades de Las
trans formaciones topolbgicas.

En La segunda - Probabilidad - se onienta principalmente hacia
Los principlos blsicos de conteo: factornial, permutaciones, --
combinaciones.

En La tencera - Estadisiica - se enfoca el estudio a La estadis
tica descrniptiva, analizando medidas de tendencia central: me--
dia aritmética, mediana y moda; y medidas de d&épedé&dn rango
desviacibn med&a hango semi-intercuariilico, vardianza y des---
viacibn estdndar. .

NOTA.- Para efectos de verificacibn, anexamos:

- Plan general de Seminario de Titulacién de La Direccibn General -
de Capacitacibn y Mejoramiento Profesional del Magisterio.

- Programa de tercer grado de Matemdticas y su metodologia.
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SECRETARIA DE EDUCACION PUBLICA.
SUBSECRETARIA DE EDUCACION BASICA.

DIRECCION GENERAL DE CAPACITACION Y MEJORAMIENTO PRCFESIONAL DEL
MAGISTERIO.

DIRECCION DE LICENCIATURAS PARA PROFESORES EN SERVICIO
LICENCIATURA EN EDUCACION PRIMARIA.

SEMINARIO DE TITULACION
PLAN GENERAL

Con el fin de que la titulacién de los alumnos de las diferentes licenciaturas, sea en atencién a
diversas necesidades de intereses de los mismos, el seminario que llevaba el nombre de ‘‘Seminario dez

Tesis”, cambia su nombre a “SEMINARIO DE TITULACION", al efecto, dicho seminario se ofrece
en dos partes fundamentales:

1. En curso semiescolarizado; un seminario sebre la ciencia y sus métodos de investigacién. En este
curso, el alumno contara con un programa y una guia de autoinstruccién, donde encontrara; algunas
sintesis de los contenidos programados, indicaciones especificas de bibliografia basica y examenes de
autoevaluacion, asi como bibliografia complementaria para cada unidad.

24 En curso directo; un taller de elaboracién de su trabajo de titulacién. En este curso, el alumno
contard con 5 programas alternativos para desarrollar este trabajo, consistentes en:

a) Trabajo de Investigaciéon documental (individ ual).

Trabajo de Tesina, con examen recepcional sobr e conocimientos generales (individual).

¢) Memoria de un afio de servicio (individual).

d) Elaboracién en equipo de una obra basica para su licenciatura o para algin curso perteneciente al
plan de estudios de capacitacién,

e) Elaboracién en equipo de una investigacién de campo.

o
~—

Las condiciones para desarrollar cada una de dichas alternativas, se especifican en los programas
respectivos.

A continuacién detallamos el programa para el curso semiescolarizado de seminario de ciencia y
sus métodos de investigacién.

" CURSO SEMIESCOLARIZADO.
OBJETIVOS GENERALES:

Al término del estudio de este curso, el alumno:

— Anilzara los conceptos de “ciencia” de las corrientes filoséficas actuales, y su origen histérico.
— Explicara las clasificacoines actuales de la ciencia.

— Describira en qué consiste la investigacién cientifica, asi como sus modalidades mas importantes.
-— Sefialara en qué consisten los elementos de la investigacién cientifica,

UNIDADES:

1. El concepto de ciencia

2. Clasificacién de la ciencia

3. La metodologia cientifica

4. Elementos de la investigacién,

UNIDAD 1. EL CONCEPTO DE CIENCIA.
OBJETIVOS PARTICULARES: Al término del estudio de esta unidad, el alumne:

1.1 Describira el desarrollo historico del concepto de ciencia.
12 Analizara las concepciones filos6ficas actuales de la ciencia.
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SECRETARIA DE EDUCACION PUBLICA.
SUBSECRETARIA DE EDUCACION BASICA.

DIRECCION GENERAL DE CAPACITACION Y MEJORAMIENTO PROFESIONAL DEL
MAGISTERIO.

LICENCIATURA PARA MAESTROS DE EDUCACION PRIMARIA.
CURSO SEMIESCOLARIZADO.
TERCER GRADO
MATEMATICAS Y SU METODOLOGIA III
PROGRAMA

OBJETIVOS GENERALES:

— Manejar conceptos geométricos a través del estudio de las transformaciones.
— Emplear como herramientas la probabilidad y la estadistica, en la solucién de problemas.

UNIDADES:

UNIDAD 1. GEOMETRIA DE TRANSFORMACIONES
UNIDAD 2. PROBABILIDAD
UNIDAD 3. ESTADISTICA

UNIDAD 1 GEOMETRIA DE TRANSFORMACIONES.
OBJETIVOS PARTICULARES: Al término de la Unidad, el profesor-alumno:

1.1 Interpretara las principales caracteristicas de las isometrias.

1.2 Manejara el concepto de homotecia.

13 Analizara las propiedades de las transformaciones topolégicas.

14 Aplicara los conocimientos sobre isometrias y homotecias en el analisis de los programas de

educacién primaria,

OBJETIVOS ESPECIFICOS:  Como resultado ,de las actividades realizadas :

1.1.1  Enunciara qué es una transformacién.

1.1.2 Definira qué es reflexién, ¢

1.1.3 Describira las principales caracteristicas de la reflexién.

1.14 Definira la rotacién como producto de dos reflexiones con ejes concurrentes.

1.15 Identificara las principales caracteristicas de la rotacién.

1.16 Definira la traslacién a partir del producto de dos reflexiones con ejes paralelos.

1.1.7 Expresara las principales caracteristicas de la traslacién.

1.1.8 Definira lo que es una isometria.

1.1.9 Ubicara conceptos geométricos a partir de los conocimientos anteriores.

12.1 Definira qué es una homotecia.

122 Demostrara el concepto de semejanza a través de la homotecia.

1.23 Ejemplificara casos particulares de la homotecia.

1.2.4 Utilizara los conocimientos anteriores sobre homotecias en el manejo de conceptos geométricos.
1.3.1 Ejemplificard transformaciones topolégicas a través de la operacién con modelos fisicos.

1.3.2 Determinara las caracteristicas de las transformaciones topoldgicas.

14.1 Identificara los objetivos especificos de cada uno de los grados de educacién primaria que se
refieran a transformaciones geométricas.

143 Aplicarad secuencias didacticas por lo menos para uno de los objetivos seleccionados de cada
grado.

UNIDAD 2 PROBABILIDAD.

OBJETIVOS PARTICULARES: Al término de la Unidad, el profesor-alumno:
2.1 Aplicara los principios teéricos de la probabilidad en la solucién de problemas practicos.

+
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UNTIDAD T

GEOMETRIA DE TRANSFORMACTONES

OBJETIVOS PARTICULARES:

1.1, TIntenpretard Las principales canacten£4t4ca4 de -
Las isometnlas.

1.2, Manejard el concepfo de homotecia.

1.3. Analizard Las propiedades de Las transformaciones
topoldgicas.

1.4. Aplicarnd Los concimientos sobre Lsometnias y homo

tecias en el andlisis de Los programas de educa--
eibn primania.

OBJETIVOS ESPECIFTICOS:
1.1.1. Enunciard que es una transformacién.
1.1.2. Deginird que es nreflexidn.

1.1.3, Describind Las principales caracterfsticas de La naﬂle—
xidn.

1.1.4. Definind La notacidn como producto de dos reflexiones -
con ejes concurnentes.

1.1.5. Tdentificard Las principales caracternisticas de £a rota
elbn.,

1.1.6. Definind La transfacibn a partin del producto de dos ne
glexiones con efes paralelos.

1.1.7. Expresard Las principales caracterfsticas de La trans--
Lacibn.

1.1.8. Deginind Lo que es una {sometrnfa.

1.1.9. Ubicard conceptos geométrnicos a pantin de Los conoeimien
Los antendlores.

1.2.1. Definind que es una homotecia,



1.2.2.

1.2.3.
1.2.4.

%= 53,511,

] =32 .

1.4.1.

1.4.2,

Demostrand el concepto de semefanza a trhavés de La
homotecia.

Ejemplificand cazos particulares de La homotecia.

Utilizard Los conocimientos anternfones sobre homotecias
en el manejfo de conceptos geométricos.

Efempligicard transformaciones topolbgicas a través de
La operacibn con modelos gLs4icos.

Determinand Las caracternfisticas de Las transgormaciones
topolbgicas.,

Identificand Los objetivos especificos de cada uno de
Los grados de educacibn primarnia que se refieran a trhans
gormaciones geométrnicas.

Aplicand secuencias diddcticas por Lo menos para uno de
Los objetivos seleccionados de cada grado.



INTRODUCCION

La Geometrfa es el estudio de Las propiedades de Los s6Lidos, de
Las supenficies, de Las Lineas y de Los puntos, asl como Las re-
Laciones entre estas propdledades.

Los egipcdios fueron Los primenos en utilfizar La Geometrla como -
una Lmportanite herrnamienta prlctica en La solucibn de sus proble
mas, tales como La construccidn de sus pindmides y medicién de -
Las Ziennas; de ahf que no se preocuparan por Las deduccliones o
pruebas de f6rmulas.

La Geometrnfa gnriega, un tanto diferente y de mds alcance que La
de Los egipcios, se inicil supuestamente con el trabajo de Ta--
Les de Mileto, alnrededor del aio 600 A.C. Tales estudil por un
tiempo en Egipto y mds tarnde introdujo £a Geometrla a Grecia, -
en donde Aintentb aplicar Los principlos de La L6gica griega a
sus nuevos temas aprendidos. Fue el primero en ensayar Los Leo
remas de La Geometrnla.

Postenionrmente Pitdgonras (5572-500 A.C.?) quien también estudil
en Egipto y negresd a Crotona, ciudad griega del surn de Italia,
gundb La escuela de Los pitagbnricos, especie de escuela y fra--
tennidad semi-neligfosa. En mucho contribuyeron Los pitagbri--
cos al enriquecimiento de Las Matemdticas; fuernon Los primernos
en proban teoremas a través de una secuencia de pasos, cada uno
de Los cuales segufla LEgicamente cientas suposiciones bdsicas.
Se hizo prndctica comdn entre Los matemdticos griegos el distin-
guin entre axiomas y postulados.

La mayon pante de La entonces conocida Matemftica griega comdn
gue nesumida y sistematizada por Euclides (300 A.C. aproximada-
mente). La Geometrnia sistematizada por Euclides, (LLamada Sin-
tética o Euclideana) se considerb en La Epoca de Los pinZonres
del Renacimiento como La dnica Geometrla. Estos arntisitas enca-
bezados por Leonarndo Da Vinel y Albento Dunrero, necesitaron ha-
cen sus pinturas Lo mds realistas posibles., Una nazbn de que
Los viefos pintornes no parezcan realistas fue su carencia de --
perspectiva. Una pintura es plana mientras que el mundo es trni
dimensional. En un esfuerzo por adaptar el mundo trnidimension=
al a Los cuadros planos, estos antistas comenzaron el estudio
de La Geometrfa Proyectiva.

Cuando astrénomos como Copérnico y Kepler intentaron describir
el mundo §Lsico, el método sintético de Euclides resultl sen -
inadecuado. La Geometrla Analitica, que emplea el fdLgebra para
descnibin gfiguras geométrnicas y propiedades, fue desarrollada



para ayudar a LLenar esta necesdidad de herrnamientas que pudie--
nan descnibirn adecuadamente el univenso observado.

Otrnas ramas de La Geometrnia LLegaron md&s tarde, como La Geome--
trnla no Euclideana (que data de alrededon de 1800) fue desarrno-
TZada como un infento,matemftico para LLenar cientos vacios L6-
gicos en el trabajo de Euclfides. La Geometrnfa DigenencLial ana-
Liza La nazbn de cambio de curvas y Auperficies. La Topofogia,
una nama nelativamente nueva de La Geometrila, examina, enthe -
otnas, Las formas en que una figura geométrica puede deformarse
y alanrgarnse (sin rompense), asf como cubrirn ofra.

Las Lideas de otra nueva rama de La Geometrifa, La Geometrla Trans

§ormacional, estan bajo investigacibn activa en La Epoca phesen
fe. Una §igura geométrica puede sern trhansformada en otrna [(en =
divensas formas). Las transgormaciones son tal vez mds comun--
mente usadas en unibn de La Geometrfa Euclidiana. La enseianza
de La Geometnla Euclidiana, basada principalmente en el texto -
de Euclides, "Los ELementos", cambib un poco durante el 54glo
XIX e incluso hasta mediados de este siglo, La Geometnia fue el
tema menos afectado porn La "nueva matemdtica" de Los ALEimos --
afios. Sin embargo, una considerable atencifn ha empezado ahora
a darse a La enseiianza de La Geometrnfla y Ros especlalistas en
planes de estudios, dirigen ghan parte de La atencifn hacia Las
thans formaciones.

Qudenes nrecomiendan La ensefianza de La Geometrfa Euclidiana, me
diante el empleo de Las Lideas transgormacionales, sostienen que
es ventajoso porque:

a). S& el matenial se presenta adecuadamente, hresulta accesdi--
ble a Los estudiantes con cierto promedio de habilidad en
matemdticas. Las pruebas de Los Zeoremas son especialmen-
te diffciles para La mayor parte de Los estudiantes, pero
en La Geometnia Transformacional, el estudiante puede ser
capaz de reflefarn figuras, de girarfas y cambian su medida,
hechos que no son fan dificiles como probarn Zteoremas.

b). La idea de una transformacibén, sirve como Lazo de unibn -
para Los Ztemas de Geometnia presentados. La Geometrla apa
rece muy a menudo como un cuerpo de hechos aislados, sin —
embargo, con Las transformaciones, el estudiante obsernva
Los teonemas como el nesultado de un relativamente pequeno
ndmeno de transformaciones.

c). Todos Los temas normales de La Geometrnfa Euclidiana pueden
inclutnse en un curso presentado desde un punto de vista
thans formacional.

La Geometrfa es el estudio del espacio sin embargo no es posi--
ble esatudian el espacio completo porque es demasiado vasto ZLe--
nemos pues que disponer de medios para delimitarn este espacio
con el f4in de podernto estudianr.



Los s68idos que nos rodean definen La particibn mds corrniente -
del espacio. Nos desplazamos y hacemos cambiar La posicibn de
Los objetos en el espacio. Podemos modificar esitos objetos, es-
tindndolos o dobldndolos por ejemplo. Las propiedades de Las -
trnansformaciones son una rama de La Geometnfa. Consdideremos, pa
na poner un ejemplo, nuestra sombra. Observamos asi una Lrans--
formacibn de nosotros mismos sobre el suelo. Una cierta forma -
cornesponde a nuestra cabeza, oftra a nuesinos brazos, a nuestras
piennas, etfe. Naturalmente, nesulta posible colocanrnse de tal -
forma que una pierna esconda a La otra. Esto demuestra que esta
trans formacibn depende del &ngulo con el cual nos LLegan Los ra-
yos del sol.

Existen thansformaciones mis sencillfas. Desplazar un objeto pon
ejemplo. Esta thansfoamacibn modifica La posicibn del objeto --
conservando muchas de Las propiedades del mismo. También pode--
mos ginar el objeto alrededor de un punio gifo. Tal transforma-
cifn se LLama notacibn. También es posible giran el objeto al--
rnededon de un efe fifo. Es el caso de una rueda que gira alre--
dedor de su efe 4in nodan. Todos Los puntos de La rueda cambian
de posicibn salvo Los def eje. Nafuralmenie, se pueden modifi--
can Las posiciones de Los puntos del efe haciendo rodar La rueda
so0bnre el suelo.

Existen transformaciones que conservan Las distancias y Los dn--
gulos: &4 ciento segmento mide 3 cms., el segmento correspon---
diente de La figura transformada mide tambi&n 3 cms.; de Ligualk
fonma 44 dos nectas de La figura inicial forman un dngulo de 60°;
Las nectas cornespondiente de La figura transgormada, forman un
dngulo de 60°, etec.

Todas Las transformaciones que conservan Las distancias y Los
dngulos se LLaman isometnfas. Es evidente que el efemplo antes
mencionado de nosotrnos mismos sobre el suelo, no es una Liome---
thia. Una sombra es mds pequeda a medio dfa que a cualquier o--
trna hora del dfa; La distancia entre dos puntos de nuestro cuern-
po no se conserva en nuestra sombra. De hecho esta distancia
varfa en funcibn de La posicibn del s0L. De todo ello resulta
que esta transformacifn no es una Lsometria.

Existen transformaciones mds generales que no conservan ni Las
distancias ni Los dngulos. Tomemos por ejemplo un aro de alam--
bre.- DoblEmos el alambre sin nomperlo. Puntos del alambre que
estaban prbximos antes de realizar tal Zransformacibn Lo siguen
estando despuls. Una transformacibn de este tipo se LLama con--
tinua. Resulta inoportuno dar en este momento una definicibn de
Geometnfa continua, porque ellLo implicarfa Las nociones de "pro-
ximidad y Limite”.

Existe, s4imn embango, una transformacibn inversa de La transfonr-
macibn antenion: es La transformacibn que hace desaparecer el
doblez y vuelve al ano a su forma Linicial. En esta Zransgorma--
cibn invernsa Los puntos prbximos se transforman en puntos prléxi-
mos. De este modo La transformacién es bicontinua.



La Topologla es el estudio de Las propiedades de Las figuras in-
varniantes al aplicarles transformaciones bicontinuas. Tales --
transgormaciones se LLaman transformaciones topolbgicas. Consi-
deremos una esfera hueca, una pelota, por efemplo; hagamos un -
hueco en esta pelota sin hacer agujero. Esta transformacibn es
una transgormacifn topolLbgica. ;Culdles son Las propiedades Lnva
niantes en esta transformacibn? Se conserva el interion y el ex-
Lendion., En efecto, es imposible pasar del interdior de La pelota
al extenion sin athravesar su superficle. Esta propiedad se con-
serva en La anternion Zrnansformacibn. De este modo, Lintendlor y -
extenion son propiedades topolbgicas. Por el contrario, 84 ha--
cemos un ondificio en La pelota ya no se conserva el intenion; de
hecho ya no existe intenion ni externdior. Pero hacer un ordificdo
en una pelota, no es una transformacibn continua, Puntos que -
antes estaban prfximos ya no Lo estarndn y ello, en particular pa
rna dos puntos a uno y otrno Lado del onigficio. "Hacern onificiosim
no es una transgormacibn continua, y por tanto, Ztampoco Lo es Lo
poldgica.

Cada vez mds se considerna que La Geometrnla en general es el es--
tudio de Las propiedades Linvariantes de Las figuras al Aurgir -
"ecualquiern Ltipo de transfgormacibn”.

La Geometrnia topolbgica estd dedicada al estudio de Las propileda
des de Las figuras que permanecen invariantes ante transforma---
ciones bicontinuas, como Los estinamientos, Las torediones y todas
Las deformaciones que no LLeguen a razgar o romper La gigura,

La Geometrnia PROYECTIVA estudia Las pnopiedadeé de Las fLguras
que permanecen L{nvarlantes ante proyecciones puntuales y compren
de en particular el estudio de La perspectiva.

Un caso panticular pero importante, Lo constitfuye el estudio de
Las "semejanzas"; en efecto, La proyeccdibn, a partir de una gfuen
te puntual, de una figura, sobre dos planos paralelos, conduce a
una semejanza.

La Geometnfa Euclidiana estudia Las propiedades de Las gfiguras -
que peamanecen Linvarianites en un desplazamiento de tales fLguras
en el espacio, de modo que se conservan Las posiclones relativas
de Los puntos, LIneas y superficies de Las figuras. (Tsometrias).
La Geometrila Euclidiana comprende:

a). Estudio de Las simetnfas (reflexiones),

b). Estudio de Las notaciones.

c). Estudio de Las translaciones.
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CONCEPTO GENERAL DE TRANSFORMACION. - Es La -

aplicacibn de un espacio sobre otro, o sea, La

connespondencia biunivoca entre dos confuntos.

Considernemos tres Zipos de transformaciones: 1.1.1.

a). TSOMETRTAS. TRANSFORMACTONES
b). HOMOTECIAS.

e). TOPOLOGTAS.

JQUE ES UNA TRANSFORMACION TSOMETRICA?

Se ZEama "Zransformacibln punio por punto" (T)
una operacilbn geométrica que hace corresponden
a un punto M, arbitrariamente elegido en un pla
no en un punto M', LEZamado homfLogo o Zransfor
mado de M.

eje

FIG.F FIG. F'
FIGURA No. 1

Todos Los puntos de Ra figura (F') transforma-
dos de La figura (F), se LLaman puntos hombélo-
g0s o transgormados de (F) y dan como resulta-
do una figura homéloga.

Las transgormaciones ISOMETRICAS tienen La ca-
ractenlstica comdn de consdervar La medida de
Los segmentos y La medida de Los dngulos. Es-

Lo sdignigica, que una figurna bafo estas trans- ISOMETRIAS
gormaciones tiene como L{magen una {igura con--
gruente.

Son transformaciones Tsométrnicas:
1. Reglexibn (Simetrnfa axial)

2. Thranslacibn (Deslizamiento)
3. Rotacidn (Ginro) :



SIMETRIA AXIAL TRANSLACION ROTACION

FIGURA No. 2

EL punto M de La figura (F) puede Zransformarse
en el punto M' de La figura (F'] a Ztravés de -
una STMETRTA. La simetrnfa puede Aer con rela--
elbn a un punto o sAlmetrnila con nrelacdbn a una -
necta (REFLEXTON).

Simetnia con nelacifn a un punto:

FIGURA No., 3

A A'

o
Dos puntos A y A' se LLaman sim€trnicos con res-
pecto a otno punto 0, s4 Este es el punto medio
del segmento B ‘

FIGURA No 4

Para deteaminan el punto A' simétnico de A con
nelacifn a 0 se prolonga el segmento A0 a par-
tén. de 0 una Longitud Ligual. EL extremo del
segmento obtenido ed el punto buscado (A').

1.1.2,
REFLEXTION

11



Construyendo Los sdmétrnicos de Los divernsos pun
tos de Za figura (F) con respecto a 0 (B, C, 7J,
se forma una nueva {figura (F'] que se LLama A4-
métrica de (F] con respecto a 0.

Inversamente La figura (F) es simétrica de La -
gLgura (F'). EL punto 0 se LLama CENTRO DE SI-
METRIA. A La simetrila con relacién a un punto
se Le ZLama también simeitrnla central,

Simetrnia con nelfacdibn a una recta. Engocaremos

nuestra atencibn exclusivamente al estudio de
SIMETRIA AXTAL también conocida como REFLEXION.

<t

I
I
I
I
I
I
|
I
1
1
1
1

<+

FIGURA No.5

En esta fLgura La necta X YV es perpendicular 'a
A A' en el punto medio de esta (0]. EL punto A
Ae LRama simétrnico de A' e invernsamente el pun-
Zo A' es simétrico de A con respecto a La recta
X Y. Se dice que dos puntos A y A' son simétni
cos con respecto a una recta cuando Esta es pen
pendicular al segmento A A' que Los une y pasa
por el punto medio de este segmento. Esta nec-
ta se LLama también MEDIATRIZ def segmento A A',
0 también EJE DE SIMETRTA. Todo punto def ecje
de simetnia es simétrnico de 5L mismo.
8

A

[=]

—_—t—
<

=

B
FIGURA No 6

STMETRIA
CENTRAL

REFLEXION 0
SIMETRIA AXIAL

EJE DE
STIMETRIA
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La g§igura A'B'C'D' esit& formada por el confunto
de Los puntos simétnicos de La f§igura ABCD con
rnespecto al eje X 'Y, Se dice que Las dos fLigu-
nas son simétricas con respecito al efe X V.

Doblando el plano por X Y, La fLigura ABCD ven--
drd coinceldiendo con A'B'C'D'. Dos figuras s4i-
métrnicas son Lguales.

Notémos que Las dos figuras no pueden coincldin
mds que por un giro alrededorn del efe. Se dice
que ABCD y A'B'C'D! son invernsamente Lguales o
que son giguras Lnvernsas.

REFLEXION. Es una thransformacdbn del plano en
8L mismo, en La cual Zodos Los puntos del plano
se transgorman, Lncluyendo Los puntos del ejfe,
donde cada punto original coineide con su ima-
gen.

Las principales caractenisticas de La Reflexifn

son:

1. Hay exactamente una recta de puntos §ijos -
LLamada EJE DE REFLEXION o EJE DE SIMETRIA.

Z. EL eje bisecta Y es perpendicular al segmen
to que une un punto P con su Lmagen P!,

En La thansgormacibn de todos Los puntos del -
pLano mediante una reflexifn, quedan sin modifL
carn cdentas relaciones. A estas rnelacdones se
Les LLama TNVARTANTES,

Las TNVARTANTES en una REFLEXION son:

/

ob——————t e ———

B

j

»

FIGURA No.7

1.1.3.
CARACTERISTICAS
DE LA REFLEXION

INVARTANTES
DE LA REFLEXTON

13



Consdderando (e] como efe de nelgexién,

al Longitud de segmentos (AB = ATBT]
b] Colineatidad de puntos (C E A B de La misma
manera C' E! K’Bi]. Todos Los puntos conte

c] Relacibn esta entre dos punfos. [(Si C es-
ta entre Los puntos AB entonces C' esta en-

the Ros puntos A'B!,
d] Razfn entre asegmentos, (S& CB=1/2, entonces

AB

FIGURA No. 8

e} Concurrencia de rectas.- Si Las nrectas A y
B concurren o contan en un punto, Las nrec--

| Medida de 203 dngulos. = é C=7/20C"
] Paratelfismo de rectas, - SL A y B son para-

Lelas entonces A' y B' Tambiln serndn parale |

Las.

FIGURA No. 9
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Obsenva La sdgudente figura

//o :
: FIGURA No, 10
Vedmos que el segmento A'B' es una transforma--

elbn pon negﬂexidn del segmento AB; asil como el

segmento es Lambién La transformacibn por

rneflexibn del segmento A'B'. Se comprueba que
as Ttransformaciones anteniores cumplen con Las

caractenisticas e Linvarlantes de toda reflexibn

(VEase neflexibn anternion).

AL hecho de efectuar dos nreflexiones sucesivas
se Le denomina producto de dos reflexiones. En
el caso particular del producto anterior obsen-
ve que Los dos efes de reglexibn son concurren-
Les.

Este tipo de transformacibn nrecibe el nombre de
ROTACION en el sentido de C hacdia D con centhro
en 0.

Una notacdidn es una transformacdibn del plano en
8L mismo con Las siguientes caracternfsticas:

I. Exdiste un centro de rotacibn, amplitud de -
gino y sentido del mismo.

Z. Cada punto B y su imagen B' son puntos de
una circungernencia cuyo centro es 0.

3. Los nadios B0 y B'0 determinan siempre el
mismo fngulo con nrespecto al efe.

Analizando La primera caracternistica:

Centrno de notacién "0".
Sentido de notacibn: denrecha a izgquienda.

15
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CARACTERISTICAS
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EL gino del segmento AB con respecto al ejfe C
tiene La misma amplitud que el giro del segmen-
to A'B' con nespecto al mismo efe.

Analizando La segunda caracterfstica:

EL radio 0B hard coincddirn en una circunferen--
ela todos Los puntos hombLogos de B asf como el
hadlo 0A hard coinedidir en una circunferencia -
todos Los puntos hombLogos de A.

Analizando Ra ftenrncera caracternfstica:
EL dngulo BOC es Lgual al dngulo B'0C.

En La Ltrhansformacdibn de todos Los puntos del -
pLano, mediante una rotacidn, quedan s4in modifi
carn clentas nelaclones. A estas rnelaciones se”
Les LLaman TNVARTANTES y son:

La Zongitud de segmentos.

La colinealidad de puntos.

EL paralelismo de rectas.

La concurrencia de rectas.

La nelacibn "estan entnre" dos puntos.
Las nazones entre segmentos.

La medida de Ros dngulos.

EL sentido de Los fngulos.

e o o . .

OGN Ut RN -
e o o

S4 La notacibn ES EL PRODUCTO DE UNA DOBLE RE--
FLEXTON, por consecuencia Las Lnvardlantes de -
una rotaciln sendn Las mismas que Las de La ne-
glexidn, agregando solamente EL SENTIDO DE LOS
ANGULOS, que se describen al neflefar La figura
doblemente.

FIGURA No. 1l

INVARTANTES DE
UNA ROTACION
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Observemos que en La figura anterdiorn el Arifngu
Lo ABC akl transformarse en A"B"C" como producto
de una doble neflexddn con efes concurrentes, -
no perddd el sentdido de sus dngulos,

Hasta aqul hemos definido a Las rotaclones como
La composicibfn de dos neflexdones con respecto
a efes de reflexién no paralelas {concurrentes),
Podrlamos definin una rofacdén especiflicando su
centrno, el dngulo de rotacdlén y La direccedbn de
La rotacibn como se muestra en el siguiente e--
femplo:

Encuentre La imagen de un punto P bajo La trans
gormacidn de La nrotacidn tendiendo por centho a

un punto Q y una magnitud de 135° en el sentido
del movimiento de Las manecillas del nelof. Es-
to es convencional. Solucdibn:

135°

Q P

FIGURA No. 12

Para encontran P', La imagen de P, primeno tra-
zamos el / PQM teniendo por medida 135°; RZuego
trazamos un arco de una circunferencia con cen-
tho en Q y nadio PQ; el punto en donde este arn-
co conta al Lado QM es P!,

Magnitud de notacidn es La medida del fngulo -
que gorman Las rectas que pasan por el punto -
prototipo, el centro de notacibn y La imagen de
ese punto.

EL sentido de una rotacibn puede sen: sentido
positivo, contrario a Las manecillas del neloq;
sentido negativo, como Las manecillas del nreloj.
Esato es convencional.

17



De dLgual manera odaiamoa glnan La gigura ohdgd
nal de. tak 6o&ma gua ‘su Emagen La cubrdlera; es=
e genda el caso de una rofacddn de magnitud de
360" Leamada notacddn idéptica, AsL mismo una
rotactbén de 0° defanka fnvaniantes todos Los -

untos ‘de La fLgura g porn Ztanto también serka -
una ROTACTON TDENTTCA,

A As il
1.1.6.
TRANSLACION
COMO PRODUCTO
8 8' 8" DE D0OS REFLE-
[ 2 3 XIONES CON
FIGURAS No. 13 - 14 = 15 EJES PARALE-
LoOS
T - 2 | 3 | 3
A | A Al A" A | A
B Bl BI B“ B Bn
SIMETRIA | SIMETRIA 2 TRASLACION

AL aplican La sdimethia S; a La gigura 1, obtene
mos La flgura 2; y al aplicar La almetrfa Sy a
La figura 2, obtenemaA La gLigura 3.

La transgormacibn ISOMETRICA que resulta del -
producto de dos reflexiones con efes paralelos
- hecdibe el nombre de TRANSLACION.

Dado el trnidngulo ABC Y el efe neﬂlexAdn E1 Lo-
calizamos A'B'C'.

FIGURA No. 16
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Una vez Localizades Los puntos A!'B!C! a través
de una heflexdidn Ej, Localizamos Los punitos -

"B"C" por otra reflexidn con efe Ep; y de esta
manena el Zridngulo ABC quedd xnanaéonmado poKr
medio de una TRANSLACTON con efes paralelos en
La fLgura A"BMC".

Veamos ahiora el caso de una translacibfn defini-
da por una DIRECTRTZ, que define La diérneccdibn,
el sentido y La magnitud de una translacibn.

La directrniz esta nepresentada pon un vector -
que tiene dineccibn, sentido y médulo TZongitud
def vector), efemplo: Thransladar el sigulente
poligono nespecto a La directriz Lndicada:

FIGURA No, 17

Jern., paso: se transladan Los véntices del polf-

gono (Ltrazando segmentos paralelos
a La directniz) con La magnifud in-
dicada.

20. paso: Localizamos Los puntos homblogos y

a Los Lados cornnespondientes Los -
LLamaremos hombLogos.

———————————— T —— .

FIGURA No. 18

TRANSLACTON
DEFINIDA POR
UNA DIRECTRIZ
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kados bomdlogos:
A g ATET
BC y BTCT
Py TTOT
DA y DTAT

Una translacibn es una transformacidn del plano 1,1.7.
en 8L mismo con Las sigudlentes caractenfsticas: CARACTERISTICAS
DE LA TRANS-
1. No hay punto §ijo (excepto en el caso de La LACTION
transgormacién Ldéntica)
Z. Los segmentos que unen un punto con su Lima-
gen, son todos paralelos y de sentido y Lon
gitud Lguales, -

Las invaniantes de una translacién son:

La Longitud de segmentos,

La colinealidad de puntos.

EL paralelismo de rectas.

La concurrnencia de rectas.

La nelacibn estar entre dos puntos. INVARTANTES
Las razones entre segmentos. DE LA TRANS-
La medida de Los &ngulos, LACION

EL sentido de Los dngulos.

Dineceiln de Las rectas.

. e

s e e L T N O
s o o

« @ &

Observa que en el segmento AB de La figura ante
rnion es paralela al segmento A"B"; que el seg--
mento AC es paralelo al segmento A"C" y que CD
ed paralelo a C"D",

Esta invarniable (direccibn de nrectas) La encon-

Lrhamos solamente en Las transformaciones TSOME-

TRICAS Llamadas TRANSLACTIONES y no asf en Las

heglexifones ni-en Las notaciones. Una transla-

eibn de magnitud cero defa a todo punto del pla

no sin cambio y pon tanto se LLama TRANSLACTON™  TRANSLACTON
IDENTICA. Una Zranslacibn de magnitud K segui- DE IDENTIDAD
da por una transfacibn semejante de magnitud K,

pero en direceildn opuesta, regresa un punito a

du posicilfn oniginal y de esta manera estas dos TRANSLACTON
thanslaciones se LLaman inversas una de La otra. TNVERSA

Isometrntfa es una transformacién del plano en 8L 1.1,8
mismo, en donde Ae consenva La medida de Los - ISOMETRTA
segmentos y La medida de Los dngulos.



Esto sdgndfdea, que una flgura bajo estas trans
gormacdones Liepe como Lmagen una fLgura congriy
ente.,
Consdderamos aqul trnes tipos de Tsometnlass
REFLEXTON
ROTACTON

TRANSLACTON
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Vedmos oZrno tipo de transformacibn: 1.2.1.

-
_—"
, -
A - B
B - .--_.—’
- [
=
A e 4
v
— e
3 =
0 sz
= =
< —=
i -
Teme T
=
- SSm——
.‘--"‘-n-.
o
<, e
= -
c = o e
.
-
i~
D = —
Ct e — D- —
“"'--._‘

-
——

FIGURA No. 19

La imagen de A es A’
La imagen de B es B'

Observa que esta transformacidn es diferente a
cualquiera de Las thansformaciones Lsométnicas
vistas anterndiormente. La Limagen de La fgigura 1
es La figura 2.

La figura ABCD no es congruente a La figura A'B'
C'D'" porque no tiene Las mismas medidas en cada
uno de sus Lados. Se aprecia en La funcifn geo
métrnica (transformacibn) nrepresentada, que La —
figura 1 no fLiene como imagen una figura congru
ente.

Esta trhansformacibn recibe el nombre de HOMOTE-

CIA y se obtiene a partirn de un punto escogido

?nbitnaniamenie, LLamado CENTRO DE HOMOTECTA
0).

Porn ejemplo: Dada La figura M obtfengamos La §4i-
gura M'.

FIGURA No., 20




La escala utilizada en La figura M a M' es 3:1,
es decdin que La Lmagen M' fiene sus dimensiones
1/3 mds pequeiia que Las de M, esto es:3 cms. de
Vedmos Las medidas:

M representan 1 cm. de M'.

M
Medida def segmento

Medida del segmento

M'

AD = 6 A'D! = 2
BC = 4.5 B'C' = 1,
DC = 4.5 D'C' = 1,
DB = 3 D'B' = 1]
BA = 3 B'A' = 1

S4 dividimos La medida de cada imagen de La
Lhans gormacibn entre su elemento correspondien-

te:
A'Dl
<7

B'C!

o\~
\

BC
p'c’

Se obtiene un cociente constante:

0 —
L] L]
Uy U

Ut

1
3
1
7

1
3

1/3

93763
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FIGURA No. 21

FIGURA No. 22

N6tese que en La homotecia negativa, La Limagen
de La fLigura transformada queda Lnvertida.

| ///,,,/’
o__ %//////’/f o
ST ?:Z - %/

o

POSITIVO

-
-~
-~

24



Se pueden egectuar dos o mfs transformaciones y 1.2.2,.
el nesultado es el producto de dichas transfor- DEMOSTRACION

maciones. Observa el producto de una composi-- DE SEMEJANZA A
elbn de Lsometnias. TRAVES DE LA
HOMOTECIA

La HOMOTECIA se define por medio de un punto en
el plano y una constante que no sea cero; el -
punto y La constante rneciben el nombnre de: - -
PUNTO DE HOMOTECIA Y CONSTANTE DE HOMOTECTA.

Hasta ef momento hemos visto figuras trhansforma
das por homotecia y cémo sus imdgened no so0n con
gruentes, peno isclmo realizan una thansformacidin
homotética? '

Vedmos La gLgura anterion:

Tenemos A). Un punto 0 (centro de homotecdia)
escogido arbitrariamente.
B). Una constante de homotecia =1/3
Cl. La figura M que serd La transfon-
mada.

EL punto A' estard Localizado en La 1/3 parte -
del segmento 0A; de La misma manera el punto C!
estand Localizado a La 1/3 pante del segmento
0C; y asl sucesivamenite hasta encontrar La ima-
gen de todos Los puntos de M.

Las propiedades de La homotecia son: PROPIEDADES DE
LA HOMOTECIA

I. La imagen de una gLigura Ltransformada pox
hometecia es una figura homéloga.

Z. Los dngulos de Las figuras Zransformadas
por homoiecia, son congruentes; esto es,
Lienen La misma medida.

3. En una homotecia, Los segmentos homb6logos
son panralelos,

4. Las dimensiones de dos figuras homotéticas
son dirnectamente proporcionales y La razén
entre Las Longitudes de sus Lados es Ligual
a La constante de homotecia,

Hay dos casos de transformacion homotética: 1.2.3
CAS0S PARTICU-
Al. EL centro de homotecia es extendion al seg-- LARES DE LA
mento que une a dos punfos homb6Logos, con-- HOMOTECTIA
didendndose el valor de La razbn como "po--
sLtLvo" . '
B). EL centrno de homotecia es interior al seg--
mento que une dos puntos homéZogos, consdi--
dendndose el valor de La razbén como "nega--
tivo". . :
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el e2

N
7
el compuesto e2=T

FIGURA No. 23 FIGURA No, 24

EL producto de dos simetrnias axiales con efes
paralelos es una translacibn.

P
FIGURA No, 25

La composicifn de dos simetrnlas axiales con ejes
no paralelos es una rotacidn.
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R2

FIGURA No, 26

La composicidn de dos rotaclones es otra rota--
elon. . ,
También podemos efectuar La composicibn de una
. ISOMETRIA (simetrnifa, notacibn, translacibn) con
una HOMOTECTA. Ejemplo:

FIGURA No, 27

Observa que A' es imagen de A por translacibn y
que A" es imagen de A' por homotecia; pero A"
es La Limagen de A por una composicibn de trans-
Lacibn {Lsometnla) con La homotecia (0, 1/3);
se dice que A" es imagen de A porn SEMEJANZA; es
decin, A y A" son figurnas SEMEJANTES.
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0tno ejemplo con una simetrnia axial aplicada a
La fLgura M para obtener M' y después una homo-
tecia (0,2):

FIGURA No, 28

M!' es La imagen de M por nredlexibn; M" es La --
Limagen de M' por homotecia; M" es La imagen de
M por SEMEJANZA.

LA COMPOSICION DE UNA ISOMETRIA (reflexibn, no- SEMEJANZA
taecibn o thanslacibn) CON UNA HOMOTECTA, RECI-

BE EL NOMBRE DE SEMEJANZA.

Las figurnas semejantes Zienen La misma forma.

EL simbolo que indica que dos figuras son seme-
fantes es: ~u Observa Las sigulentes figu--

nas: PROPIEDADES DE
LAS FIGURAS
SEMEJANTES
Bl
B
L
A c A ¢

‘A ABC —~> A.A'B'C

FIGURA No, 29



Si mides sus dngulos comprobards que son congru
entes (miden Lo mismo)

/A= /A
/B=/B
/c=/¢

S{ medimos dos Lados de Los trnidngulos semejan-
tes encontraremos que todos Los Lados del tridn
gulo A'B'C' miden ef doblLe de Los Lados hom6Lo=
gos del trnifngulo ABC, es decdin:

A'B' = 2AB; B'C' = 2BC; C'A' = 2CA

0 Lo que es Lo mismo

A'B' _ 2; B'C' _ 2; C'A' _ 2 o bien:
“AB “BC “CA

AB . T; BC _1; CA 1

ATBT 7 B'CT "7 CAT " 7

Esto nos hace pensar que La RAZON que existe en
ine Los Lados homblogos de dos poligonos seme--
jantes es constante.

D0S FIGURAS SON SEMEJANTES CUANDO SUS ANGULOS -
SON CONGRUENTES RESPECTIVAMENTE Y LAS MEDTIDAS
DE LOS LADOS CORRESPONDIENTES SON PROPORCIONAL-
ES.

También dos figuras son semefantes A4 una de -
ellas es un modelo a escala de La othra,

A La nazén que existe entre Los Lados homb6Logos
de Los poligonos semefantes Le LLamaremos: --
CONSTANTE DE PROPORCIONALIDAD o ESCALA.
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A mediados del 5.glo X1X comenzé un desarnollo

enteramente nuevo de La Geometrnfa, que phonto -
se convintid en una de Las fuerzas mls potentes
de La Matemdtica moderna. La nueva disciplina,
LLamada ANALISTS-SITUS o TOPOLOGIA, estudia Las
propiedades de Las figuras geoméirnicas que sub-
sisfen aldn 44 esas figuras se someten a deforma

ciones ZLan nradicales que fLas hagan pender Zodas

sus propiedades métricas y proyectivas.

EXimolbgicamente TOPOLOGIA deriva def griego y
significa "tratado de Lugar". Topologla es La
parte de La Matemdiica que estudia La nocibn de
proximidad. EL concepto de proximidad esta in-
LamamenZe Ligado al de distancia y E€ste af de
entorno. Los puntos A y B se considenan mds -
prdximos entre AL que Los puntos A y C, 44 hay
un entorno de A que contdiene a B y no contiene
a C.

FIGURA No. 30

Uno de Los grandes gefmetras de esa Epoca fue
A. F. MOEBTUS (1790 - 1868) hombre euya falta
de seguridad en 8% mismo Le LLeva al puesto de
insignificante astronbmo de un observatonio de
impontancia secundarnia de AlLemania. A La edad
de 68 ailos sometil a La Academia de Parnfs una
memoadia so0bre superficies de este nuevo Fipo
de geometria. AL Lfgual que ofras importantes
contribuciones anteriores, su trabajo permane-
eil sepultado varnios aios en Las archivos de
La Academia, hasta que al §in Lo publicl su -
auton, Independiente a MOEBIUS el astrbnomo
J. B. LISTING (1808 - 1822?7), de Gotinga hizo
descubrimientos andlogos y a sugerencia de -~
GAUSS, publficld en 1847 un pequeno Libro, - - -
VORSTUDTIEN ZUR TOPOLOGIE.

Sin embanrgo, ef PADRE DE LA TOPOLOGIA, tal co-
mo se entiende actualmente, fue el gran mate--
matico alemdn RIEMANN (1826 - 1866). Cuando

. T
TRANSFORMACION
ES TOPOLOGICAS
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Berhard Riemann, RLegé a Gotinga como estudian-
Le, encontrnd La atmésfera matemdtica de esa ciu
dad universifaria LLena de ancioso Aintenés pon
estfas nuevas y extraiias Ldeas geoméiricas. Pron
Lo se di0 cuenta de que allf estaba La clave pa
#a comphender Las propiedades méds profundas de
Las gunciones anallitficas de una variable comple
ta. Nada quizd, ha dado mds Zmpetu al posterion
desarnoflo de La TopolLogfa que La formidable es
Lructurna de La Teornfa de Funciones de Riemann,
en La cual Los conceptos topoldgicos son abun--
dantemente fundamentales.

La Geometrnia es La exploracibn delf espacio. Un
nino desde su nacimiento explora el espacio. AL
principio Lo observa, despuls extiende sus miem
bros en €L, Luego se desplaza. Le hace falita
un tiempo bastante Largo para desarrollarn Las
Ldeas de perspecitiva, de distancia, de profun--
didad, para adquirin nociones tales como "deba-
te", "fuera", "delante y detnds", "antes y des-
pués", ete. Cuando el nifio LLega a La escuela,
algunos de estos procesos de desarrollo ya es--
tan Lincluidos, s6Lo falta animarlos y ampliar--
Los, multiplicando Las experniencias ofrecidas a
Los niios. Pero, previamente el maestro tendrd
que edforzarse en descubrin a qué nivel ha LLe-
gado cada niiio, dotado individualmente y qué -
conceptos ha adquirndido ya. Recordemos que £Los
conceptos no se ensdenan, s4ino que han de forman
se a thavés de La presentacidn de situaciones y
experiencias. E4 en Los primenos aitos de La vi
da escolar del niiio, donde adquiere mayor rele=
vancia La formacibn de concepfos y no La mayor
adquisicifn de €stos.

Las primenas nociones de Geometnfa, no tienen -
nada que ver con La medida. A un nifio Le preo-
cupa muy poco La distancia exacta entre Los ob-
fetos, su desplazamiento o el dngulo bajo el
cual se ven Las cosas. Todo esto Lo observan,
en ciento sentido, impllcitamente. Lo que Le
internesa prnincipalmente es procurarse Las cosas,
desplazanse en el espacio para hacer Lo que de-
sea. Lo que cuenta es que 5L hay ciertas cosas,
por efemplo caramelos en una cajfa, hay que abrin
esta caja para poder cogenlos, es, pon tanto,
un descubrimiento importante para &L, saben que
hay cajas abientas y oirnas con tapadera. Las -
puertas estdn unas veces abientas, otras veces
cernadas y €L se da cuenta que no puede entrar
ni salin de una habitacién 84 no es por La puer
ta o por La ventana abilenta. Por esto Los --
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conceptos de "agujerno" o de "atravesar" nresul--
Lan importantes.

Entrne Los conceptos de orden estd el del "never
s0" de Las cosas. Desde pequeio se Lnteresa --
por averdiguar Lo que hay al otrno Lado de La --
puerta abienta, y, mas tarde, cuando ha termina
do de dibujar en una cara del papel, descubre =
que puede darle La vuelta y dibujar también en
La otrna cara. De La misma manera se interesa -
por Lo que hay "dentro" y "fuera”, por Los "agu
jenos", pon Lo de "delante'", "detrnds", etc.

Es por estas nociones, LLamadas en Geomeitrnla To
polbgicas por donde es preciso empezan,

Topologla es el estudio de Las propiedades del

espacio que no estdn afectadas por una deforma-
cdfn contlnua. En consecuencia, 54 se quiere -
permanecer en el campo de La Topologla se Ziene
el derecho de curvarn o distenden Las frontenras,
0 de cambianlas de foama a voluntad, perc no -
se pueden razgar ni romper, ni hacern un agufero
en Au supengdicie.

Considenaremos, por efemplo, un globe inflado:

se Le puede inglan mds o dejar que se escape -
parte del aine. AL hacer esto, se permanece -
dentro de Los LImites de La Topologlfa., Mien---
tras se mantenga el agujero cerrado adn cuando

se vacle el voldmen de ainrne contenido, estare--
mos frente a una transformacibn topoldgica; no

asl en el momento en que Las fronteras se rom--
pan (al soltarn La cuerda que ata el globo o al

hacerle un agufeno).

Es pues, desde el punto de vista de La Topolo--
gla, {dea muy Lmportante, La noecibn de "g{ronte-
ra". Cuando un niio ha jugado en un jardin, --
rodeado por una valla, sabe que no puede salin
de &L s4in pasar por encima de £a valla. E& una
experiencdia bastante diferente de La que adquie
rne en una habitacidn provista de una puernta. =
Se puede saltar por encima de La valla sin 84i--
quiera abrin el poatilflo, y encontrarse fuera,
mienthas que es Lmposible hacerlo en una habita
cibn, pues no se puede pasar por encima de Las™
paredes ni La puerta. La cerca del jardin es -
una grontera que encierra un espacio de dos di-
mensiones, es decir, una superficie, mientras -
que Las paredes, La puerta y La ventana son Las
gronternas de un espacio de trhes dimensiones.

1.3.2.
CARACTERISTICAS
DE LAS TRANSFOR
MACTONES TOPOLD
GICAS
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Las fronteras de un espacio de Lrnes dimensiones
tienen dos dimensdiones: Los tabiques y Los sue-
Los son supernficies de dos dimensiones, y para
delimitar un espacio de tres dimensiones (vold-
men), hacen falita espacios de dos dimensiones
(superficies]. Pero para Limitar un espacio de
dos dimensiones, como el fandfn, es suficiente
un espacio de una so0la dimensibn (por efemplo
puede ser una Linea mds o menos curva, Zrazada
alrededor para indicar dénde teamina el jardin
y dénde empiezan Los jarndines (vecinos).

Aunque no haya cerca, exdiste una frontera y el
nino sabe bien 84 se Le dice que estd prohibi-
do franquearta para irn a La casa del vecino -
s4in pedin peamiso. Dentro del jarndin, puede -
andar hacia delante, hacia atrnfs, de fLado, dia
gonatfmente y en todas direcciones; pero no pue
de fLoZar en ef airne. Una vez que esfuviera
en el aire, ya no estaria en el jardin.

Dentro de La habitacibn, por otra parte, aun--
que pudiera elevarse fLotando en el aire hasita
el techo, seguinfa estando en La habitacibn.
Para salin de La habitacibn tendria que pasar
a través de Las paredes, del techo, o de uno
de £Los agujenos constifuldos por La puerta o -
La ventana. Hay una gran diferencia entre el
espacdlo que gorma La habitacibn y el formado
porn el jardin; y hay una diferencia no menor -
entre Las "gronteras" de estos dos espacios.

Resumiendo: Los s50Lidos poseen fronteras que -
son superficies; Las supernficies poseen fromn--
Leras que scon Lineas; y Las Lineas poseen fron
tenas que son punios. Podemos empezar el estu
dic de La Geometrlfa a través def de Los 5624i-=
dos y sus fronteras que son Las superficies;
después de estudian Las LLneas, fronteras de
Las supernficies y, porn Altimo, Los puntos gron
teras de Las Lineas. .

Existen numerosos fuegos de Los cuales el maes
trho puede hechar mano para formar en Los nifios
conceptos Zopolfgicos fan importantes como: --
regibn, frontera, proximidad, distancia, ete.

Es necesarnio recalecar La importancia de efecu-
tarn este Zipo de fuegos por medio de frazos en
el suelo de La clase 0 en el patio y no sobre
dibujos geométnicos nealizados a pequeiia esca-
La sobre una hoja de papel, pues no estdn to--
davia preparados mentalmente para semejante
abstraceibn.
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PRIMER ANO 1.4.1.
) OBJETIVOS
Unidad 4 ESPECIFICOS
DE PRIMARIA
Méduto 4 REFERENTES A
GEOMETRIA DE
La gente hace cosas diiles. TRANSFORMACION

4.8 Thrazar necta - Que el alumno siga trhayecto
: nias y rnealice thrazos que
descniban £ineas nrectas.

Unidad 5

M6dulo T

EL campo y La ciludad.

1.10 La necta numénica - Utilizar La recta numf
rica para hrepresentar ndme-
rhos.

- Represente ndmenos por me--

dio de "caminatas" en una
recta numérnica.

Unidad 5
Médulo 3
Thans gormamos La naturaleza.

3.15 Cuadrnildternos - Forme cuadnildteros. Sena
Le sus "onillas" y que Las
nombre "Lados" ayudado poxr
A maestno.

Unidad 6

Médulo 3

En todas partes sale el s0L.

3.9 Longitud de segmentos - Compare segmentos

e indique cufl es de mayonr

y cudl es de menor Longi--
tud.
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Unidad 6
Médulo 4
Aprendemos en todas partes.

4.10 Tridngulos - Trazar trnidngulos empleando -
diferentes recunsos.

Unidad 7

Médulo 2

Nos comunicamos.

2.7 Medicibn de Longitudes - Medin La Longitud
de objetos divernsos manejando
undidades arbitrarnias.

Unidad 7

Médulo 4

MExico y otrhos palses,

4.6 EL clreculo - Trazar clrculos empleando di-

Vensos recunrsos.
SEGUNDO ANO

1.4.1. Ublcard objetos en posiciones distin--

tas, con heferencia a &L mismo y a un

punto dado.

2 Bl ll 5 Desenibind caractenlsticas geométrnicas
de objetos propuestos.

2.3.2. Reconocerd y trazard diferentes clases
de Lineas.

3.4.1. Clasificand Lineas: rectas y curvas;
cerradas y no cenrnradas.

7.3.3. Dibujand una fLgura simétrica respecto
a un efe.

§.4.1. Pintard siméinicamente una figura dada.

§.4.2. Reconocend supernficies.
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1.5.1.

g 91",
1g5n3.

1.5.4.

1.5.1.

| eEn. 2.

1.5.3.

1.5.4.

2.5.1.

2.5.5.

3.5.3.

3.5.5.

4.5.1.

4.5.4.

5.5.1,

TERCER ANO

Dibufand gormas geométricas elementales
tomadas de objetos que Lo nrodean.

Pintand siméinicamente una figura dada.

Reconocend figuras simétnicas y no s4i-
métnicas.

Trazarnd el efe de simetrnia de algunas
§iguras dadas.

CUARTO ARO

Thazarnf efes de simetrnias de figuras -
dadas a partirn de observaciones.

Trhazard nectas perpendiculanes utili--
zando negla y compds.

Rotard {iguras, buscando Las posicdon-
es de Las coincidencias,

Identificarf simetnfas de rnotacibn de
f§4igunas dadas.

CLasificard tridngulos y cuadrillteros
segln sus efes de simetrnla.

Distinguind el cuadrado del rectdngulo,
porn sus simetrnfas de notacibn.

Explicand porqué son paralelas o pen--
pendiculares dos rectas dadas, a par--
tin del anflisis de Las propiedades de
Las paralelas.

Determinard el ndmero de Lados, vérti-
cesd y efes de simetnfa de algunos po--
LXgonos y el clreulo.

Aplicard el concepto de simeiria en el
cdlculo de. perimeinos.

Detenminarnf La mayor, menon o Ligual -~
magnitud de Los giros dados mediante
notacionesd.

Comprobard La variacibn proporcional,
segln La escala entre Las Longitudes
de una {igunra.
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5k i3l Detenminand culintas veces es mayor un
giro a otro dado, mediante rotaciones.

5.5.4. Determinard cudntas veces es mayor un
dngulo nespecto a otro dado, mediante
notaciones.

6.5.1. Comprobard Los ginos que se requienren
y dard una figura parae que colnclda -
consigo misma mediante rotaclones.

6.5.3. CLasificard poligonos mediante el nd--
mero de simeinfas de rotacién.

6.5.4. Determinarnd el valon de un dngulo nrec-
Zto mediante notaciones.

7.5.1. Medind dngulos dados, utilizando el -
transportadon.

7.5.2. Reproducind figuras a escala prevdio el
andlisis de sus propledades: paralelis
mo e Lgualdad de dngutoa correspondien
Les.

8§.5.3. Reproducind figuras a escala en papel
blanco.

§.5.4. Resolvend problemas en que aplique sus
conocdimientos sobre figuras a escala.
QUINTO ANO
Los objetivos no se nelacdionan directa
mente con geometrnia de transformacion=
es.

SEXTO ANO

2,6.1. Tnvestigarnd el significado de La expre
8L6n "reproduccifn a escala”.

2.6.2. Determinard La escala que nrelaciona -
Las Longitudes y Las dreas de dos §4i--
guras dadas mediante mediciones.

2.6.3, Caleularnd La escala a La que estd cal-
culada una ciernta-reproduceidn,

2.6.4. Obtendnd Las dimensiones neales de --



2.6.5.

2.6.6.

2.56.9%

3.

6.1.

gLgurnas dadas en fotograffas, conocien
do La escala a La que estdn reproducd-
das.

Reconocend Las {iguras geométrnicas y -
Las no simétrnicas.

Clasigicand Los tnidngulos por sus efes
de simetria.

Deteaminard Las distancias mediante el
manejo de escalas.

Med.ind dngulos mediante el gino de seg
mentos dados y utilizando el Ltransponr-
tadox.
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UNTIDAD TII1

PROBABILIDAD

OBJETIVOS PARTICULARES:

2.1. Aplicard Ros principios téoricos de La probabili-
dad en La s0lucién de problemas prdciticos.

2.2. Aplicarnd Los conocimientos sobre probabilidad en
el andlisis de Los Libros de Educacibn Primaria.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

2.1.1.

2.1.3,

2.1.4.

2.1.5.

2,1.6.

2.2.1.

. W e

Utilizand el concepto de espacio muestral en el desa---
nnollo de expendimentos,

Utilizand el concepto de evento en el desanrnollo de pro
bLemas especlficos.

EmplLeard el concepto de probabilidad en el desarnollo
de problemas especificos.

Desenibind en qué consisten Los principlos bdsicos de
conteo: factornial, permutaciones y combinaciones.

Identigicand Los eventos complementarnios, exclusivos, -
independientes y condicionales,

Descnibind cufl es el proceso de solucidn para proble--
mas refernidos a métodos de conteo y de probabitfidad.

Explicarnd en qué consiste el uso de Las Leyes de proba-
bitidad, denominadas de La adicdibfn y de La mulitiplica--
cibn en La resolucibn de problemas.

Tdentificard Los objetivos especificos de cada uno de -
Los grados de Educacibn Primarnia que se regienen a fLa
probabitidad.

Aplicard secuencias dadas porn Lo menos para cada uno de
Los objetivos seleccionados de cada grado.
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INTRODUCCTION

La teorla de La probabilidad se orniginé en 1654 gracias a La -
cornrespondencia entre dos matemdticos granceses, Pieare de - -
Fermat (1601 - 1665)y BLaise Pascal (1623-1662). En sus cartas
discutienon un problLema que habfla sido propuesto por Chevalier

de Méré, un jugador y miembro de La arnistochacia. Su pregunta

era: supongamos que dos personas juegan un fuego y son obliga--
dos a abandonarlo antes de que €ste haya Zeaminado. ;COmo de--
berfa dividinse La pollLa? Obviamente, el jugador con La mayonr

oportunidad o probabilidad de trhiunfo deberfa recibir La mayon

participacibn; Pascal y Fermat formularon Los mEtodos bdsicos -
ganaddetenménad,&1pnobabi££dad u oportunidad de triunfo de cada
fugadonr.

Pienne de Fermat fue un abogado y funcionario que estudid mate-
madticas como entretenimiento. Desarnolls algunas partes de La
geometrnfa analftica independientemente de Descartes y produjo
algunas de Las Ldeas bdsicas del cdlculo antes que Newton. No
obstante que coadyuvd al desarrnollo de La teorfa de La probabi-
Lidad, es tal vez mds necordado por sus thabajosen La teorlfa de
Los ndmeros.

Por su parnte, Blaise Pascal fue un niiio prodigio en matemdticas
probl algunos Leoremas de geometrfa antes de habern visto un Li-
bro de geometrfa. Antes de Los 16 anos habfa probado algo no--
table en La geometrfa proyecitiva, algo que posteriormente se -
LLamanfa el Teorema de Pascal.

O0tno matemdtico grancés, involucrado posteriormente en el desa-
anollo de La teonfa de La probabilidad, fue Pierre Simon de --
Laplace (1749-1827), quien presenta varios de sus mds grandes
esguenzos en el volumen quinto de su trabajo "Mecdnica de Los
Cielos”.

Actualmente, Las Leyes de La probabilidad ayudan a hacer pre---
dicciones en un amplio conjunto de situaciones, Lincluyendo el
fuego, Los segurnos, La genética, La eleccibn de resultados, La
dineceidn de negocios, La medicina, y Las §isicas moleculares,
atémica y nucleanr.

En esta undidad desarrnollLaremos La defindicifn de probabilidad, -
en base a Los conceptos de conjuntos. Para poden aplicar esa

defindicibn es necesario aprender métodos de conteo; por Lo ftan-
to se presentan Las Lideas bdsicas de: espacio muestral, eventos
(complementarnios, exclusivos, independientes y condicionales),

prinedlpios bdsicos de conteo: (factorial, peamutaciones y com--
binaciones). Finalmente, analizamos dos Leyes de probabilidad,
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La Ley de La suma y La de Ra mufitiplicaciln, que nos peamiten
efectuar gran parnte de fLas operaciones matemdticas de La proba-

bitidad.
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En "Teonfa de probabilidad" es costumbre LLaman
"expenimento" a cualquier "proceso de observa--
eidn". Por ejemplo un experimento consisdtind
en Lanzar una moneda y observarla cara que que-
da hacia arriba.

Por otrna panrte, asociado a cada experimento ex-
s4s%e siempre un conjunto de resuliados posi---
oles. En el ejempZo anfernior, dicho conjunto -
es deara, anu%ﬁ EL conjunto asociado al ex--
perimento consistente en Lanzan un dado normal

y observar el ndmeno que queda hacia arniba, se
nia: <1,2,3,4,5,6% , puesto que estos son todos
Los ndmenos que dparecen en Las caras del dado.

"EL conjunto asociado a un experimento, cuyos -
elementos son todos Los diferentes nesultados -
posibles de obtenern, se ZZama espacio de even--
Los, espacio muesiral o espacio probabilistico’.

En Lo sucesdivo se usardn Letras para denotan un
espacio de eventos asociado a un experimento.

A continuacibn, algunos efemplos que servirfn -
para reagirman Los conceptos anteniones:

EJEMPLO 1

En cada caja hay 10 fichas marcadas con nlmeros
digitos sin nepetinse. Sea el experimento "sa
carn una gLcha", Los posibles nesultados son:

Sacamos una ficha marcada con 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8§ 0 9, el espacio muestral o espacio de
eventos es:

S - {d, 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8, 9}
10 digenentes posibles nesultados.
EJEMPLO 2

Sea el expenimento Lanzar dos dados normales.
EL conjunto de posibles nesultados o "espacio -
de eventos" sernfa:

S ={(1, 1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2, 2) (2,3) (2,4) (z,5] (2,6) (3,3)
(3, 4) (3,5) (3.6) (4.4)y (495) (4.6)
(5, 4] (5,5) (5,6 (6,6}} —

e 1 5 I

ESPACTO MUES-
TRAL o ESPA--
CI0 DE EVENTOS
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Algunas combinaciones como Las subrayadas

no se pueden distinguin y por Lo tanto una

de ellas debe eliminarse., Tgualmente se

eliminaron (2,1) (3,1) (3,2]), etec. etec.
Pon Lo tanto, son 21 posibles nesultados.
EJEMPLO 3

Sea el expendimento: Lanzan dos dados normales -
de digerente color, Los posibles resultados son:

= {}1,1) (1,2) (1,3} (1,4) (1,5) (1,6) & nesultados
(2,1) (2,2} (2,3) (2,4) (2,5) . . 6 "
(3,71) (3,2) (3,3) (3,4) . . ... 6 4
(4,1) (4,2) (4,3) . . . . .. .. 6 i
Crlt Gl amem @ « v dm@m = 6 d
(6,7) & ¢ o4 v o v s s wmmn (6,6{} 6 4
Porn Lo tanto son 36 posibles resultados,

De acuerdo con el Xipo de elementos que contie- ESPACIO DE E-

nen, Los espacios de eventos se clasifLican en: VENTO0S: DIS--
DISCRETOS Y CONTINUOS. Un espacio de eventos CRETOS Y CON-
es discrneto ad sus elementos pueden enumerarse, TINUOS

es decdin, 54 pueden contarse.

Si Los elementos del espacio muestral son su---
sceptibles de medida y no asf de enumeracibn o

conteo, se dice que se trata de un espacio de

eventos continuo.

Ejemplifiquemos:
EJEMPLO 1

En una gamilia el nlmero N de hijos puede tomar
cualquiera de Los valonres 0, 1, 2, 3 . . .. . .
pero nunca podrfa ser 2.5 o 3. 825 este es pues
un esdpaclo muestral discreto.

EJEMPLO 2

La altura H de un individuo puede sern 1.70m o
1.735m dependiendo de La exactitud de La esca--
La de medicifn que se esté usando. Por Lo tan-
Lo el espacio muestral asociado al expernimento
de medin La altura de una poblacibfn deteaminada,
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senfa un "espacio de eventos" contlnuo.

En general, Ras medidas dan ordigen a espacdlos -
contlnuos, mientras que Las enumeraciones o con-
teos ondiginan datos o espacios muestrales discre
tos. a

Otrhos efemplos:

1. Medicibn de La velocidad def sonido,

2. Conteo de granos de una mazorca.

3. Medicibn de La Longitud de una espdga de tri
go.

4. Medicibn del efecto de una vacuna en Le&rminos
de &xito o fracaso.

5. Medicibn de La resistencia de un cable de a-
ceno.

6. Conteo def ndmeno de autos que Zransiten du-
rante una hora por La calle.

Se denomina evento a cualquier subconjunto del 2.1.,2,
espacio muestral, CONCEPTO DE
EVENTO

1. Sea el experimento Lanzar una moneda, el es
pacio muestral de ese experimento senla el
confunto de posibles resultados: S ={?ama,
eruz
Todod Los subconjuntos que resultan de ese
confunto constifuyen Los eventos asociados
de ese expernimento:

g, {?ané} , {?Auz} s {%ana, anuz}

4 subconjuntos
4 eventos.

2. En una caja hay bolas de colores diferentes;
una blanca B; una rofa R; una negra N.

EL experndimento sacar una bola, tendrfa como
espacio muestral:

s={s,n,~}

Los subconjuntos de ese conjunto o eventos
de ese espacio muestral serlan:

g, {R} , {8V, Ny, [R;B, N, [B,R} (B, NS,
FCRCHORCDRS S

8§ subconjuntos - § eventos asociados a ese
espaclo muesthal,



Porn Lo Zanto podemos resumin diciendo que:

"EL Zotal de subconfuntos (eventos) de un con
junto deteaminado (espacio muestral) estd =
dado pon:

2"; en donde: 2 es una constante y n es
el nlmeno de elfementos del
confunto”.

Un espacio muestral que tenga 10 diferentes posi
bles hesubtados tiene 210 71 97F evenfos asocda
dos a ese espaclo muestral,

Los eventos § y el que contiene a todos Los ele
mentos del espacio muesiral, es decirn, el propio
confunto, siempre se deben contar como eventos.

La probabilidad del conjunto vacio §, que es un

evento Amposible, es cero y La del evento que -

tiene fodos Los elementos del espacio muestral,

es decin, un evento seguro, es 1, que es La pro
babilidad mdxima.

Porn ftanto:
0P (A) £1
evento imposible evento segunro

Esta expresibn nepresenta el rango de valores -
posibles para un evento de azan.

Por otrno Lado, 84 sabemos que S es el conjfunto
de eventos asociados a un experimento y cuya -

probabilidad se mueve entre cero y uno, podre--
mos entender que:

P (8) =1

0 sea: La probabilidad del espacio muestral --
(evento seguro) es 1.

Es claro, s4in embargo, que aunque un espacio -
muestral tenga 1024 o mds eventos asociados, -
siempre nos Lnternesa La probabifidad de uno de
es08 eventos asociados.

Lanzan un dado noamal y observar el ndmero que
queda hacia arniba. EL espacio muestral es:

S = {1,2,3,4,5,6}'y algunos eventos aso
elados son:

SUBCONJUNTOS
DE UN CONJUNTO
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al Que cadga 1

b) Que caiga 2

c] Que cadga par y primo

d} Que calga menor que 3, eftc.

De todos Los eventos asociados de este efemplo
que son en total 26-= 64 puede interesarnos 46-

Lo:

Evento Ey = Que cadlga par y primo {2,3}
Cabe aqul aclarar que al realizar un experimen- OCURRENCTA DE
£o se obtiene un dato que corresponde FORZOSA-- UN EVENTO

MENTE a un evento, es decin a uno de L£oa subcon
funtos nesulitantes del espacio muestral; 54 di-
cho evento es Ey, se dice que ocurndib o se ve--
nificl el evento E; _
Por efemplo 44 el espacio de evenfos es S ={I,L
3,4,5,6% se formulan eventos (subconjuntos) “co-
mo By = (2,3, Eg =41,4,5,6), al observar en el
experimento el ndmerno 2, se dice que occurrdld o
se vernifdich el evento Ey.

De La misma manerda, para que ocurra 0 se verigd
que el evento E,, basta con que al realizar el
expenimento de Eanzan el dado, La observacién
sdea 1,4,5 o 6.

Los eventos constituldos porn un s0Lo elemento - EVENTOS SIMPLES
se denominan evenftos simples. Asl, Los diver--

5045 eventos simples de S =Ja,e, L, 0, U Aon:{@},'

{e3, {;}, {0}, {g} sin impontar el onden en “gie

Ae menciLonen.

EL complemento de un evento A, es o0frno evento COMPLEMENTO DE
que contiene todos Los elemenfos que no esidn UN EVENTO

en A pero que 4L esfan en el espaclo de evenfos
cornnespondLente, S.

Es decin: S S ={1,2,3,4,5,6} y A = {1,2,3}
EL complemento de A es {4,5,6} ya que Los ndme-

nos 4,5,6 no estdn en A, pero sl son elementos
de S.

EL complemento del evento A se denota con A o Al,

SL S es el confunto de todas Las Letrnas del £i--
dioma espaiiol, y F es el de £as consondntes, el



complemento de F, es decin, (F'] sernd el conjun
to de Las vocales. -

S
F {x/x son conéonanteé}

F'= {x/x s0n vocateé}

{x}x Letrnas alfabeto eApaﬁoZ}

Simb6licamente, el complLemento del evento F se
Andicaria:

F! = {x/x € Syx¢ F}

EL complemento de F es el conjunto de Las x Ztal
es que x pertenezecan a S y x no perntenezecan a F.

Es frecuente, escuchar en nuestra vida cotidia-
na, expresdiones como "probablemente apruebe el
exdmen", "tal vez madana LLueva", "quizd .

.« " La incentidumbre acenca de La ocurhen--
cia de tales sucesos ge indica mediante expnre--
sLones "probablemente®,"tal vez", "quizd", ete.
de acuerdo con La informacibn que tengamos 40--
bre dichos sucesos, es posible una manera mds
concreta de exphesarn estas suposiciones, porx -
efemplo, Las posibilidades de Exito en el exa--
men, me favorecen en La proporcibn 1 a 2, o La
posibilidad de LLuvia mafana es de un §0% ete.
ete. Ndmenos como €stos, que cuantifican La
incertidumbre, se obtienen aplicando La "Teortfa
de La Probabilidad". '

La probabilidad de un evento es una medida del
grado de confianza que se tiene de que dicho
evento ocurra al nealizarn una vez el experimen
Lo connespondiente. '

Se ha convendido en cuantificar Las probabilidad
es de acuerdo con una escala numérica de cerno @
uno, ¢ Lo que sernfa Lo mismo de 0 a 100%. De
tal manera que una probabifidad no puede ser
menor que 0, ni mayor que 1,

0 £ P (A) £1

La tarea de asignar a un evento determinado, su
probabilidad de ocurrencia en relacibn al espa-
c<o muestral al que perntenece, implica el cul-

dadoso manejo de una serie de conceptos que pre
cisamente en esie objetivo inemos desarnrollando.
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Si dos o mds eventos "no pueden ocurnin simulitd

neamente” al realizar un experimento, Ase dice
que €sfos son "mutuamente exclusivos”.

AsL, 54 S = {canra, cnuz}, al Lanzar una moneda
no se podrd observan al mismo Liempo cara y _ -
cruz, por Lo tanto, Los evenfos simples cana}
y {cnuz} son eventos "mutuamente exclusivos”.

Para que en eventos que no son simples, es de--
cin, que tienen mds de un elemento, no haya po-
sibilidad de ocurnrnencia simulitdnea, se requiene
que Estos no tengan ningdn elemento en comdn.

Sea A = {a,e,i} Y B=={o, u},

nesultan mutuamente exclusivos,

puesto que A y B no tienen ningdn eLemento en -

coman. UDe ani que podamos deginin evenfos mu--
Luamente exclusivos de dos formas equivalenfes:

1. Dos o0 mds eventos son mutuamente exclu-
54v0s cuando no pueden ocurrir sALmultl-
neamente.

2. Dos o0 mds eventos son mufuamente exclu-
s4v0s cuando no tienen ningldn elemento
en comdn.

SL un espacio muestrhal tiene N posibles
resultados de un expernimento y un even-
to asociado a este espacio, puede ocu--
rnin de K maneras posibles, La PROBABI-
LTDAD de dicho evento es:

_§_ es deecdln:

La probabilidad de un evento es Lgual
al ndmero de maneras posibles en que
puede darse este evento entre el ndme--
no posdible de nesultados del experimen-
Zo.

En el espacio de eventos S = 1,2,3,4,5,6} ca-
da uno de Los eventos simples“y mutuamente ex--

clusdivos tienen La misma probabilidad de ocu---
AR :

P (1) =1/6, P (2) =1/6, P (3] = 1/6

Todos son L{gualmente probables.

EVENTOS MUTUA-
MENTE EXCLUSTI-
vos

CALCULO DE PRO-
BABILIDADES
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S4 de ese mismo espacio de eventos S = 1,2,3,4,
5,6 cuyos elementos son igualmente probables -
desprendemos algunos eventos asoceclfados como:

c={1,2} y 0-{3,4,5,6}, et evento 1,
tiene doble probabilidad de ocurnin con ne-
Lacacon al evenio C puesfo que Tiene el do--
ble de elfementos.

Aplicando La rnegla de que "fLa probabilidad de -
un evento es Lgual a La suma de FLas probabili--

Lenemos que:

Prc) =P ({1}) + P ({2} = 1/6+176 =[1/3
P D) = P ({3}) + P ({4}) + P ({5} +
P ({6}) = 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 =
4/6 = |2/3
De acuerdo con La regla anterniorn 84 8 = Exito,
gracaso , y P ( €xifo ) = P ( fracaso ), se -
tiene que:
P (S) =P ( ¢éxito) + P ( gracaso ) = 1/2
+ 1/2 = 1, es decin:
se cumple con el postulado de que P (S) =1 (La

probabilidad de ocurrencia del espacio de even-
tos es uno).

La negla para calcular La probabilidad de un
evento, sumando Las probabilidades de Los even-
tos simples que La componen, se denomina "regla
de La suma de probabilidades”.

O0trnos efemplos aplicando La negla:

1. Se tienen en una caja 5 botfas negras N, 3 -
bolas nofas R, y 2 bolas azules A.

S={N, N, N, N, N, R, R, R, A, A}
Ndmerno total = 10

Sacar una bofa negra puede ocurrin de 5 for
mas . '

Sacar una bola nofa puede ocurrirn de 3 fon-
mas .

Sacarn una bola azdl puede ocurrin de 2 fonr-
maé >

P (S) =1

REGLA DE LA
SUMA DE PROBA-
BILIDADES
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Porn tanto:
P (N) + P (R) + P (A) = P [(S)

5 + 3 + 2 =10 =1
0

10 10 1

-

2. S4i se tienen bien barafados Los 4 ases de -
un juego de naipes y se extrae uno de ellos
atl azar, encontremos La probabilidad de ocu
nnencia de Los sigudlentes elementos:

A = {aA de diamanteé}= %
B - {aé de trnévotesy = 1
7
C = {aA de diamantes, as de tnéuoﬂeb} =

1 11
7 7 "7

En pdginas anternionrnes, definimos "complemenito -
de un evento" como ofro evento que contiene to-
dos Los elementos que no estdn en A pero que 5%
estdn en el espacio de eventos cornespondiente.
Es decdn:

s ={2,4,6,810} 4 A ={z, 4}

EL complemento de A es A' y estard formado poxr
Los elementos que no esidn en A pero 4L en S:

A ={6, 5, 10}

Hablando de probabilidad de es0s eventos tenemos
que:

S4i (S) tiene 5 posibles nesultados, todos igual
mente probables y (A) Ziene 2 de ellos:

P(A) = 2 ypor P (A') =3
Lanto 5

De donde obtenemos que:

P (Al +P (A} =2 3 _ 1
T3
RESUMIENDO: La ecuacibn P (A) + P (A') = 1 de-

be satisfacense siempre, es decin,
LA SUMA DE LAS PROBABILIDADES DE
UN EVENTO Y DE SU COMPLEMENTO ES
STEMPRE TGUAL A UNO.
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La unibn de dos eventos A y B es otro evento cu  UNION DE EVEN

yos elementos son todos Los de A o B. - TO0S
Asl 84 A = {2 3} y B = {5, 6, 7}, AU unidn es el
eLemento C ={§,3,5,6,7}
En La unién de dos eventos "no puede haber_nepe
ticlbn de gventos simples". Sea A ={a,e,L} y
B ={e, o,zj, al funtan (unin) Los elementold se
tielle a, &, L, ¢, 0, u; néiese gque una e apare-
ce tachada en La Lista por estan nepetdida. Poxr
Lo tanto La unibn de A y B es el evento:
AUB = {a, e, 4L, 0O, u}
Se denota La unibén de dos confuntos con el sim-
boLo U. Asl La unifn de A y B se expresard en
La forma ya citada:
AUSB

Para eventos A y B, mutuamente exclusivos (no -
tienen ningdn elfemento en comdn) que pueden ocu
anin-de n(A) y n(B) maneras distintas, respec--
tivamente, el evento AUB puede ocurrin de n(A)
+ n(B) maneras distintas. Por ejemplo, s4:

A - {2,4,5}, B ={1,3}, y D = AUB,
entonces nf(A)= 3, n(B)= 2 y n(D)=5

D = {2,4,6,1,3} (en cualquier orden)

nD)= 5 (resulta contando Los elementos

de D o sumando n(A) + n(B).)

De acuendo con Lo anterdion: PROBABILIDAD

DE UNIONES DE
"La probabilidad de La unibn de dos eventos mu- EVENTOS
tuamente exclusivos es Lgual a La suma de Las -
probabilidades de ambos™

PEUF) = P (E) + P (F)
donde E y F son eventos mutuamente exclusivos.

Apliquemos La §6rmula a La solucibn de algunos
problemas : :

1. En una barafa hay 13 diamantes, 13 trnéboles,
13 corazones y 13 espadas, se extraerd una
canta al azar. Si:
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= {d/d es diamanie}
{t/t es tnébat} entonces

A
B
D

AUB = {d, £/d es diamante;
z es tnéboz}

(Cudl senf el valon de D = P (AUB)?
Aplicando La f6rmula:
P (AUB) =P (A) + P (B)
P {A) =n (A) = 13 ,
- N 37T
P (B) = n (B) = 13
N 52
Entonces: P (A) + P (B) = 26
2
S<i P (pP) =P (AU B)
P (D) = 26 _1
37 7

2. En una urna hay tres bolas rojas, dos amari
LLas y cinco negras. Si se extral una bola
al azar, caleculemos La probabilidad de Los
digulentes eventos:

a) Bola blanca (evento H)

b) Bola amarnilla (evento K)

¢) Bola neghra (evento L)
d) Bola amanilla o negra (evento Q9 = K U L)
Considerando que:
N (8] = 10
Tenemos:
n (H) =0 P (H) = n_(H] = T%
n (Kl = 2 P (Kl = g_ﬁﬁL =T% =,;
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n (L) =5 P (L) = n (L) =5 = 1
N 10 7
n (Q) =7 P(Q) = n (K) + n (L)
N - N
AR R
5 2 10

EL concepto de unibn se puede genenalizar a mds
de 2 eventos.

AsL La unibn de A, B, C y D se denota en La for
ma sigudlente:

AUBUCUD

y consiste en todos Los elementos de A, B, C, D.
Ademds 54 A, B, C y D son eventos mutfuamente ex-
clusivos, su probabilidad quedard deferminada

porn Za gormula:
P(AUBUCUD) = P(A) + P(B) + P(C) + P(D)

La intenseccidn de dos eventos es el confunto de
todos Los elementos que pertenecen simultdnea--
mente g ambos., AsL, internseceiln de A= ,b,a,é}
y B =€,d,6,g es C = c,d}pueéto que c,d 40n Los

elementos que’ pentenccen simulidneamente a A y B.

Para Aindicarn La Lintenseccdbn de dos eventos se
usarnd el simbolo n , asl La interseccibn de A y
B se expresa A N B.

La intenseceibn de dos eventos mutuamente exclu- INTERSECCION
s4v048 es el confunto vaclo § ya que no Ltienen DE EVENTOS
nangun efemenfo en comdn. Puesfo que B y B! son

mutuamente exclusivos, se tiene que:

BNB" =9

EL concepito de internseccibn de dos eventos pue-
de generalizarse para ef caso de 3 o mds eventos;
La Lintenseccibn de A, B, C que se denota ANBNC,
es el conjunto (evento) cuyos elementos pertene-
cen a A, B y C simultdneamente.

Considenemos ahora A y B eventos que no son mu--
tuamente exclusivos, es decin, que 5L tienen --
elementos en comdn.



Deteaminemos el nlmero de elementos que Ziene -
AU unién D:

n (D) = n (A) + n (B) - n (AN B)
Ya que af sumarn todos Los elementos de A y B, -

se estdn consdderando dos veces Los que ambos -
tienen en comdn.

Por ejemplLo, si:i A ={1,z,3,4} y B = {3,4,5} )
entonces D ={7,2,3,4,5}y n(D) = 4+3-2 = 5
n (D)

puesto que: n (A) + n(B) - n (ANB)
4 + 3 - 2 = 5

La §6rmula anterior funciona tanto para La unibn
de eventos mutuamente exclusivos como para £0s
que no Lo son.

En genernal:
P (AUB) =P (A] + P (B) - P (AnB)

y en eventos mutuamente exclusivos se redu-
ce a:

P (AUB) =P (A}] + P (B)

puesto que La Linternseccedldn de eventos mutuamen-
te exclusivos es 4.

Supongamos el conjunto Aj= { }. ;Culntos con--
funtos ordenados podemos formar con ese elemen-
to? Evdidentemente A6Lo uno: (a), que coincdide
con el propio conjunto dado.

Sea ahora el conjunto Ap= {a 6} iCuldntos con-
funtos ondenados podemOA gorman con estos ele--
mentos? En base a Los dos elementos disponi---
bles, se pueden formar dos copjuptos ordenados
distintos a saben: za,b {% $

SL el conjunto Az es Lgual a {a b c; idendn -
tres Los conjuntos ordenados que podemos forman?
NO. Con trnes elementos .se pueden forman é con-
{funtos ondenadoA distintos, como sigue <a, B,CF
a,c,b}) i SE) {b c, @} {c 2 Zc b,a Con
) cond nto Ay se pueden ﬁonman 24
confuntos ondenadoa d&Athtoé.

2.1.4.
PRINCIPIOS BA-
STCOS DE CONTEO
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Observamos que el ndmerno de confuntos ordenados
que se pueden gformar con n elementos, crece Ad-
pidamente a medida que aumenta el ndmero de ele
mentos del conjunto oniginal. -

23763
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Porn Lo tanto, es necesarndio disponer de una gfonr-
mula de cardcter general para obtenen de inme--
diato el ndmero de conjuntos orndenados distin--
Los que se pueden forman con n elementfos. Para
ello Lintroducimos el concepto de "PERMUTACION",

"Se £LLama permutacibn de n elementos a cualquien
conjunto ordenado de es0s8 n elementos.

Cada permutacibn es una enumeracibn exhaustiva

de Los elementos de un confunto, en que se asdig
na a cada uno de ellfos un orden preciso: figu-
na un elfemento como "primeno", ofrno como "segun
do", etce. Todas Las permutaciones estdn. forn--
madas pon Los n elementos del confjunto oniginal.
Una permutacidn difiene de otra "dnicamente en

el ornden de sus elementos".

Supongamos que Lenemos n personas Lgualmente hd

biles, n funciones que efectuar, y que debemos  NUMERO DE PER-

asignan una persona a cada funcibn. Nos pregun
tamos ;De cudntas formas diferentes se pueden
egectuarn esas asignaciones?

Tenemos n elementos y podemos elegirn cualquiehra
de ellos para efectuar La primera funcibn; pon

Lo tanto, hay n formas diferentes de asignar a

La primera pensona. Hecho esto nos quedan n-1

personas disponibles, pon Lo que habrd n-1 fon-
mas de asignar a La segunda persona; y adl su--
cesivamente.

Para La pendlftima funcibfn quedardn dos personas
disponibles, porn Lo que habr& dos formas de efec
Zuan La asignacibn. Finalmente, para La dlLtima
guncibn no quedard mds que una so0la persona no
asignada, por Lo cual habrd una dnica foama de
efectuarn La asignacidn.

Aplicamos el princdpio fundamental del conteo,
y e tiene que Las n funciones se pueden asig-
narn de n (n-1}) (n-2)....3.2.1 formas distintas.

Cada una de esas asignaciones es una permuta--
edidn de n elementos.

Exisien divensas notacdones para simbolizar -
Las permufaciones de n elementos. Aqul adopia
remos yPp por Lo tanto 5Pg5 simbolizard Las per

mutaciones de 5 elementos, Iﬂpjo Las de 10 --
elementos, efc.

Por oira parnte, utilizando La notacidn factorial
el producto n (n-1) (n-2) . ., . 3.2.7 3¢ - - -

PERMUTACTION

CALCULO DEL
MUTACTONES

NOTACTON
FACTORTAL
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simboliza mediante n! EL simbolo n! (n facto--
nial) nepresenta abreviadamente el producto de
n ndmernos naturales consecutlvos desde 1 hasta
n. :

1

1! se Lee uno factorial

2 X1 = 12! se Lee dos factorial
3 X2 X1 = 3! 5se Lee tres gactornial
4 X 3X2 X1 =4! se Lee cuatro gactorial
De acuendo con estos convenios, se simboliza La NPn
§6rnmula bdsica para el cdlculo del ndmero de - PERMUTACION DE
permutaciones de n elementos sin elementos nepe N OBJETOS EN
tidos, como sigue: n LUGARES
NPVL= VL!

Considernemos Los sigudlentes problemas:

- ¢De culntas maneras distintas se pueden -
colocarn thes pernsonas en thes asientos?

La nespuesta es: en el primen sitio se -
puede sentar cualquliera de Las tres pern--
sonas, en el segundo cualquiera de Las -
dos nestantes; y en el terncero La dLtima.
Por Lo tanto existen 3 X 2 X 1 = 6 formas
distintas de acomodar a esas Lthes pernso--
nas en Los tres asientos. Esto equivale,
aplicando La {§6rmula, a:

n! = 3X2X1=25¢6

- Asdignemos a cada persona una Letra dife--
rente: a,b,c

Las permutaciones posibles son:
a bec
a cb

b ac Espacio de eventos=é



En base a Los arreglos ordenados

obtenidos, podriamos preguntan:

1,

iCudl es La probabilidad de que Los ele
mentos a,c queden funtos en ese orden
(evento A)

- Puesto que P (A} = n(A], necesitamos

caleulan n(A) y N.

N -

n(A) -

es el ndmerno de pernmutaciones posi-
bles de Las tres pensonas, es decin
nl = 3! = ¢

es el nlmeno de maneras Ligualmente
probables en que Las dos personas
mencionadas puedan quedar juntas y

en el onden que se pide (a,c) = 2,
pon Lanto:
P (A} = n(A) _ 2
N [

Este ejemplo explica el caso de una on
denacidn de un confunto de n objetos
en un onden dado tomados todos a La -

vez.

NPn

Veamos ahora una ordenacibn de un ndmero r de

dichos objetos, n € n, en un ornden dado. A -
esto Le ELamaremos una peamutacidn 1 o una per
mutacién de Los n objetos Zfomados n a La vez.

Ejemplos:

1.

Considengmos el confunto de Las Letras
{?,b,a,d entonces:

a)

b)

c)

bdca, deba, y acdb son algunas per
mutaciones de Las 4 Letras tomadah
a La vez.

bad, adb, cbd, son algunas permuta
ciones de Las 4 Letras tomadas 3 a
La vez.

ad, cb, da, son algunas permuta---
ciones de Las 4 Letras tomadas 2 a
La vez.

EL ndmero de permutaciones de n objetos
tomados n a La vez b denotamos pon:

(permutaciones) PROBABILIDAD

DE LAS PERMU-
TACIONES

NPn

PERMUTACTONES
DE N OBJETOS
EN n LUGARES
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NPn

Hallarn el nlmero de permutacdiones de 6
objetos, a saber, a,b,c,d,e,§, tomados

3 a La vez., En otras palabras hallar eof
ndmero de "palabras de tres Letras dife-
nentes” que pueden formarse con Las 6 -
Letrnas mencionadas.

- Representemos Las palabras de 3 Letras
por 3 cajas.

Ahorna La primera Letra puede escogerse
de 6 formas diferentes. En seguida, La
segunda Letrna se puede escogen de 5 fonr
mas difenentes; y despubs de esta La 4T
tima Letra se puede escogern de 4 5onma4
diferentes.

- Escaibimos cada ndmero en su corres--
pondiente caja como sigue:

6 5 4

AsL pon el principio gundamental de con
teo, (principio multiplicativo), hay

6 X 5 X 4 = 120 posibles paﬂabnaé de -
Lhes Letrnas sin nepeticibn, o hay 120 -
permutaciones de 6 objetos tomados 3 a
La vez, esto es: P3 = 120

Aplicando La f6rmula general para permu
tacdiones de n en N obfetos:

NPr = N!
(N=-=T?!
Tenemos: ,P3 = 6! -
(6-3T!
6 X5X4X2 120
F4

HaAta aquz hemos visto dos casos de permuta---

permutaciones de N obfetos en N Lugares

(NPN -(N' ) también LLamada f§6rmula compacta.

N-T!

Existen otrnos casos de peamutacibn, que no se-
ndn objeto de estudio en este trabajo, tales -

OTROS CASOS DE
PERMUTACTON
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- Permutaciones de N objetos en N Lugares pero
se admite nepeticibn.

- Permutaciones de N objfetos en n Lugares pero
se admite nepeticibn.

- Permutaciones de N objetos en N Lugares pero
existen subgrupos de obfetfos Lguales.

- Peamutaciones circulates de N objetos en N -
Luganes.

Ya hemos visto que una permutacibn es el arre-
glo de N objetos en ciento ornden. Es conve---
niente necordar que eX orden es Limportante; por
ejemplo: a,b y b,a son dos permutaciones dis-
tintas.

Supongamos ahora que Zenemos N objetos, Una -
combinacifn de onden n de es0s N objetos es -
cualqulien subconjunto del conjunto de N obje--
tos, que fLenga 1 elementos. AsL por efemplo,
Las combinaciones de Los cuatro ndmenos 0,1,2,
3, (N=4) tomando 3 de ellos a La vez (n=3) son
(0,1,2), (0,2,3), (1,2,3) ¢ (0,1,3).

Todas Las combinaciones que pueden hacerse con
Las Letrnas a,e,Li,0 (N=4), tomando 3 a La vez -
(n=3) son: aei, aio, aeo,eio.

Conviene hacen notan que en una combinacidn no
es imporntante el orden de Los elementos, a di-
gernencia de Lo que sucede en Las peamutaciones,
en Las cuales un ornden diferente de Los mismos
elementos de una diferente permutacibn.

Por ejemplo, 84 Los elementos son a,b,c, (N=3)
La dndica combinacibn posible de orden 3 es abe
(el ornden)de Las Letras no Aimpornta), mientras
que fas permutaciones posibles son é6: abe, ach,
beca, .cab, cba.

Una combinacién de orden n es un subconjunto de
n elementos que perntenecen a un conjuntfo de N
elementos.

Se puede demostrar que el ndmero de combinacion

es posdibles de orden n es:

N1
t. (N-n]).

COMBINACTONES
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Porn ejemplo, 54 N = 4 y n = 2, el total de com-
binaciones que pueden hacense es:

4! _ 4 X3 x A
T {4-717 T TIT X 2!

4 X 3 _ 6
7 X1
SEN =10y r =7 s¢ pueden hacen:
10! - 10X 9 xsx N _ 720
77 (T0-771 3T X7 6

120 combinaciones

Considenemos el siguienfe problema: En un plan
tel de estudiantes hay 7 miembros distinguidos™
(N = 7), entre quienes se va a seleceionar, afl
azar, un comitf de fthres personas. Observe gque
cada ghrupo que se forme con Lhes personas es -
una combinacidn de onden 3 (n = 3) tomado de 7
elementos. EL total de grupos que pueden for--
marse es, entonces:

N! - 7! 27 X6 X5 XK _ PROCESO DE
T (N-2TT 3T (7-311 3T X AT SOLUCTON
210 = 85
7

Por Lo tanto podrdn formarnse 35 diferentes com-
binaciones de 3 pernsonas seleccionadas de 7.

Puesto que 35 es el ndmero posible de grupos de CALCULO DE LA

3 pensonas formadas de un total de 7, ;Cudl es PROBABILIDAD DE
La probabilidad de que Pedro, Juan y Rambn cons COMBINACTIONES
tituyan dicho comité (evento A)? (recuernde que

cada grupo estd formado por 3 personas)

P (A} = 1 ya que n {(A) =1 y N = 35
35

S4i se desea calecularn La probabilidad de que, -
Pedno. forme parte del comité (evento B), es ne-
cesario caleular el ndmero n (B), de grupos que
pueden gormarse en Los que se incluya a Pedhro.
Para hacer esto hay que considerar que en di---
chos grupos quedan 2 8itios vacantes para 2 de
Las 6 personas restantes, por Lo cual n(B) es



el ndmenc de combinaciones de onden 2 tomadas de
6 elementos; es decin:

n(B) = _ 6! .6 X5 XA _ 30 15
T (6-21T 7T X A~ 7T°

Continuando con el problema anteniorn ;Cudl es La
probabilidad de que, Pedno sea miembro def comi-
te evento B? (recuende que el Zotal de grupos
es 35) : ~

P(B) = 15 3 ya que N=35 y n(B)=15
35 = 7

Vedmos oftro problema:

En una caja se tienen rnevueltos 15 focos, 5 de
Los cuales estdn fundidos (no encienden) 54 se
sacan tres focos al azarn, ;Cudl es La probabi-
Lidad de que ninguno de ellos esté gundido (é-
vento K)?

Calculemos primeno el total de Las combinacion-
es N que se pueden hacer con 15 focos tomados
3 a La vez.

Si n=15 y rn = 3, entonces N = n! PROCESO DE
T (n-n]1 SOLUCION
por tanto:
151 - 15 X 14 X 13 X V£1=2730=455
3r, [15-3)!7 ~= 51 X }df 6

N = 455 (total de combinaciones de ornden 3)

Ahora es necesarndio encontrar n (K} que es el nd
meno de combinaciones posibles en donde tenemos
que tomar en cuenta que ninguno de Los 3 focos
estl fundido; (n = 3), es decin debemos selec--
cionanlos de entre Los diez que 4% encienden
(n=10) por tanto Ztenemos:

n(kK) = n! = 10! = 10X9X8X7!=120
,Lo tn-ﬂ.).. 3. (10-310 .X P

Por tanto habrd 120 combinaciones de orden, Lrnes

tomadas de 10 elementos sin que haya ninguno -

fund.ido.

Ahora bien s4i P (K) = n (K) tenemos: n(K)=120 y
N .

N = 455 entonces P(K) = 120
755
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Siguiendo con el problema antenion, calcule La
probabilidad de que 5680 uno de Los trnes focos
extratfdos esté fundido (evento L). Tome en -
cuenta que el foco fundido puede sern cualquiera
de Los 5 defectuosos (eventos) y que Los otnos
dos deben nesultar de Las combinaciones de on--
den 2 de Los 10 buenos (evento B}, por Lo cual

n (L) = n(A) X n(B) (principio multiplicativo).
n{A) = ol - 5
T 15-77T
n(B) = 10! = 45
Z 0-2
Por Ztanto:
n (L) = n (A) X n (B) = 5 X 45 = 225
P (L) = n (A) Xn (B)] = 5 X 45 = 225
N 455 455

DE DONDE TENEMOS QUE LA PROBABILIDAD DE QUE SO-
LO UNO DE LOS TRES FOCOS EXTRAIDOS ESTE FUNDIDO
(EVENTO L) RESULTE £225

Continuando con el mismo problLema calcularemos
Las siguientes probabilidades:

1. Que dos focos estén fundidos, o sea, de que
86€L0 haya uno bueno (evento M}. (Tome en -
cuenta que el foco bueno puede ser cualquie
na de Los diez y Los otros dos deben sern to
mados de 5 defectuosos). )

2., Que una o dos focos estén fundidos [(evento
Q).  (Principio aditivo).

Resolviendo el primen problema:

n (M) = 5! X 10! entonces:
Z2i(5-27]1 Ti{ro-1).
= 5x4x§: =20 = 10 y
: 4 “Z

10! = 10! = 1
T (70-T71 e )K= T

por Lo tanto n (M) = 10 X 10 = 100
de donde P (M)

"

P
=

"
-
o
=N

PROCESO DE
SOLUCTON

PROCESO DE
SOLUCION
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P (M) = 100
455

Resolviendo el segundo problema:

Obsenvemos que anteriormente habfdmos obtenido
n (L) y n (M) que s0n Los eventos que LLenan Los
nequisltos de este problema.

- Evento L (un 4oco fundido)

- Evento M (dos 4o0cos fundidos)

SL en el problema que nos ocupa se busca La pro
babilidad de que ocurra evento L o evento M, -

aplicamos el princdipio aditivo de La probabili-
dad y tendremos: ‘

P (Q) = 225 + 100 = 325

455 455 755

ya que @ = L UM Y
P (2} = P (L) + P (M)

En el desarnnollo de estos objetivos ha quedado % M. Bl
ampfiamente explicado en qué consisten Los even  gyeNTOS COMPLEMEN
tos complementarios y Los mutuamente exclusdivos TARTOS. EXCLUST-—
y el cdlculo de sus rnespectivas probabilidades, yos  TNDEPENDIEN-
por Lo que nos Limitaremos a introducir el con- 1Es’v CONDICTONA-
cepto de probabilidad condicional y el de even- [fo

tos independienies, )

La probabilidad que e calcula utilizando Linfor
macidn adicLonal a La que nos proporciona La 50
La descrnipceibn de un expenimento, se Le LLama —
PROBABILIDAD CONDICTIONAL.

Porn ejemplo, 54 Pedro Lanza un dado, y Le pre--
gunta a Juan por La probabilfidad de que caiga
el 6, La nespuesta send 1.

6
En cambio, 84 Pedro observa el ndmero que queds
hacia arniba y despuls Le informa que el ndmero
observado es mayor que Zres, La probabilidad de
que haya sido el 6 es 1/3, ya que el espacio de
eventos se reduce a {4,5,6}, es decirn a un espa
clo que TLene 3 eleméntos. N

Dicho de otra manera, fLa probabifidad condicion

al de un evento A es aquella que se caleula con
el previo conoeimiento de que al realizar el ex
penimento cornespondiente ocurnib el evento B.
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AL hacen nreferencia a una probabilidad condi--
clonal se dice simplLemente "La probabilidad de
A dado que ocunnié B",

Asl, La PROBABTLIDAD CONDICIONAL de que af ex-
trhaen al azgrn una carta_.de un juego de naipes

ocurra A =4 as trnévoles) dado que ocurrid --
B =( &: donde £ es tnébol}, es 1/13 (el espa--
cio de eventos se reduce precisamente a B). -
Recuende que en un juego de naipes hay 13 tré-
boles, uno de Los cuales es el as.

AL Lanzan un,dado, La probabifidad de que ocu-
rra A =§%2,62, dado que La observacibn fue ma-
yor de 3, debe calcularnse teniendo presente -
que el evento gue cogdiciona dicha probabili--
dad es el B =( 4,5,6) , por Lo que

(A/B) = 1
3

Obsenve que ef 1 del numerador corresponde a

n (AnB), y que A B = 6, y el 3 del denomina--
dorn es precisamente n (B). En efecto, 84 - -
n (B) 0, La probabitidad condicionat P (A/B)
se calecula con La g6rmula:

P (A/B) = n (A NB)
n (B8]

Sea el experimento consdistente en Lanzan dos -
dados de distinto color simulitdneamente. Si
en una tirada La suma es 6, calculemos La phro-
babilidad de que en alguno de Los dados aparez
ca el 5.

Las caras de Los dados suman 6 s4 ocurhe el e-
vento

e={1,5, (2,4, (53, (4,21, (5,11}
S{L F = {et 5 aparece en alguno de Los dado{},
entonces F E = (1,5) , (5,1) , porn Lo que:

P (F/E) = n _(FNE) _ 2

n (E) 5

Dos eventos A y B son independientes, s4 La ocu
nrnencia de A no afecta La ocurrencia de B.

Para eventos Lindependientes:

P (AnB) = P (A) X P (B)

EVENTOS CONDI-
CIONALES ¥V SU
PROBABILIDAD

EVENTOS INDE-
PENDIENTES VY

SU PROPABTLI-
DAD
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Es decin, La probabilidad de La internseccibn de
dos eventos independientes es Lgual al producto
de Las probabilidades de cada uno de e£504.

S{L A y B son eventos independientes, y se sabe
que P (A) = .5 y P (B) = .9, La probabilidad de
que ocurra La Linternseccidn de A y B serd:

P (AN B) =P (A) XP (B) = .5X .8 = .4

Se Lanzan simultdneamente un dado rofo y uno --
azGl. La probabilidad de que en el rofo quede

hacia arniba un ndmero par es P (R} = 3/6; La -
probabilidad de que en el azdl sea par es - -
P (A) = 3/6 y §inalmente, La probabilidad de -
que ambos cadlgan con un ndmero par hacia arriba
(evenfo RnA) = 9/36; es decir, que Las 36 pare
fas distintas de observaciones posibles, so0la--
mente 9 Xienen 2 ndmenos pares, por efemplo: el
(2,2), el (2,4), . . . . ete., o sea n(RnA)=9.

Para una mefor comprensibn de Las técnicas de

conteo (peamutaciones y combinaclones) plantea-
mos problLemas con su respectivo proceso de s0lu
eifn; porn Lo que consideramos ampliamenite trata
do este objetivo. -

Las aplicaciones de La probabilidad suelen nefe
ninse a varios eventos relacionados y no a uno
en particular. Para mayor sencillez considerne-
mos 2 de dichos eventos Ay, y Az. Este evento
combinado se nepresenta gon el sfmbolo (A1 y Ag)
y su probabitidad por P{A; y Az}.

Pon otra parte, puede uno estarn interesado en -
sabern 84 al nealizan el experimento ocurre por

Lo menos uno de Los 2 evenitos AL y A,. Este -
evento se designa mediante el simbolo_(Ay o Ay)
Yy su probabilidad mediante P Al o A . Ocu-
nnind por Lo menos uno de Los 2 euan% 5 A4 ocu-
nre Ay pero no Ag, o s4 ocurne Ay, pero no AI’

0 bien 4L ocurren ambos Ay y Ag. Segln esto, -
aqul La palabra "o" quiere decirn el uno, el --
otno o bien ambos. EL propfsito aqui es obite--
ner una g§6Amula para P{A; o Az}.

SL Los dos eventos Ay y Ay poseen La propiedad
de que La ocurrencia de uno, evita La ocurren--
cia del otrno, se Les LLama eventos mutuamente -

exclusivos. Por efemplo, sea Aj el evento de ob

Zenen un total de 7 al tinan 7 dados y A, La o0b-
tencibfn de un total de 11; entonces Ay y Ag son
eventos mutuamente exclusivos. Para este tipo

de eventos no hay resulitados que cornrespondan a

2.1.6.

PROCESO DE SOLU
CION SOBRE METO
D0S DE CONTEO ¥
PROBABILIDAD

2.1.7,

LEVES DE LA
PROBABILIDAD
ADITIVA VY MUL--
TIPLICATIVA
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La ocunnencdia Zanto de Ay como de Ag; por consd
guiente, Los dos QUQHIOA no poseen ningdn punto
en comdn en el espacio de muestreo:

Ap

(1,71 (2,1} (3,1) (4,1) (5,1
(1,2) [(2,2) (3,2) (4,2
(1,3) (z,3) (3,3

6,2)
5,3) [(6,3)
(1,4) (2,4 4,4) (5,4) (6,4

(5,5

(1,5 3,5) (4,5)

2,6) (3,6) [(4,6)

En este d&agnama Los puntos colocados dentro de
Las 2 negiones designadas con A1 y Az, represen
tan Los eventos simples que componen Los even--
10s compuestos Ay y A7 respectivamente. SL -~
nde Ay = é g8 decin {(1,6), (2,5), [3,4), &4,3],
(5,2). (6,1) y n (A7) = 2 es decin{ (5,6), -
(6,5) ), entdnces el ndmero de elfLemenlos asocia
dos can La ocurrencia ya sea de A7 o de A2 es
La suma de estos dos ndmenocs; consecuentemente
84 N indica el ndmenrno total de nesultados en el
espacio de muestreo (N = 36) se infierne que

P{A1 0 Ag}= n (A7) + n (Ag)

N
esto es ALgual a: n (A7) + n (Ag)

N N

Dado que estas GLIimas 2 fracciones son precisa  PRINCIPIO ADI-
mente_fos que habfamos antes definido como - - TIVO DE LA

P {A; y P {Az} este resultado da Lugar a £a  PROBABILIDAD
§6rmula de "adicidn" que buscabamos, Lo cual -

puede exphesarse como:

REGLA DE LA PROBABILIDAD DE LA ADICION:
Cuando A1 y Az son eventos muluamente exclusivos

P{A; u A2}= P{nd P{Az}

Pana més de dos eventos mutuamente exclusdivos -
basta aplicar esta §6rmula tantas veces como sea
necesanio.




Para eventos que no son mutfuamente exclusivos,
es decdn, que tdlenen elementos en comdn basta
restarn a La {6rmula anterniorn, Los elementos que
se nepdten en ambos y por tanto hanm sido doble-
mente considerados. Para tal caso:

Plagu ag )= p a3 « »{a}- P{a5na}

Si el resultado de un evento E es equivalente a
La combinacién de Los resultados de dos o mds -
eventos (LLamados Ep, E2 . . . . Ep), entonces
La probabilidad de E puede encontrarse como el
producto:

P(E}) =P (Er ) X PI(E2Z) .. .P (g )

"En donde cada una de Las probabilidades en es-
te producto estd calculada so0bre La suposicibn
de que Los eventos previos fueron todos satis--
gactonios™.

Sea el experdimento de sacar una carta de una ba
raja ordinarnia de 52 (evento E) y sean:

E; = EL evento de que La carta sacada sea una -
espada (13)

Ey = EL evento de que La carta sacada sea un as
(4)

encuentre:

Considénrese que La primera carta serd reempla--
zada antes de que fLa segunda sea escogida, el
nesultado que Ey tiene no afectard a La proba--
bitidad de Eg.

Porn tanto: P (E;y ) = 13
57
P(Ep ) = _ 4
52
Entonces el nresultado de E = (E7 y Ez) es equd

valente a La combinacidn de Los nresultados de
E; y Eg2 , por ello podemos usdarn el principio mul
tiplicativo:

P (E) = P (E]) X P (Eg )
Sustituyendo 13 X 4

2 52

PRINCIPIO MUL-
TIPLICATIVO DE
LA PROBABTLIDAD
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PRIMER ANO

Unidad 7 242515
Médulo 1 3e2.15
Lugares de MExico OBJETIVOS

ESPECIFICOS DE
1.4 Grnlficas de barrnas - ELaborar una grdgica  PRIMARTA REFE-
de barnas con £0s da  RIDOS A PROBA-
tos del negistro cZL  BILIDAD Y ES--
mitico efectuado en  TADISTICA
Los meses anterndlones.

- Complete Las ghdgicas.

SEGUNDO ANO

2.4.1. Realizarnd e Lnternpretard negistrnos sencd
LLos de condiciones climditicas.

3.5.1. Elaborard e interpretard negistros de La
asistencia diarda.

5.4.1. ELaborarnd e interpretard negistrnos gami-
Liares.

6.4.1. Elaborard e interpretarnd nregistros de -
salud.

7.4.1. ELaborand e interpretarf registrnos rela-
tivos a sus juegos.

TERCER ANO

1.6.1. Interpretarnd negistrnos relativos a sus -
fuegos.

2.6.1. Distinguinf Los {fenbmenos deterministas
de Los de azan.

3.6.1., Intenpretarnd Los nesultados de un fuego
de azaxr.

4.6.1, Ondenard datos necopilados en una inves-
tigacibn.

4.6.2. Interpretarnd un diagrama de barras ela--
bornada con Los datos nrecopilados en La -
Ainvestigacibn.

4.6.3. ELaborarnd grdficas Localizando punios en



5.

oL

6.

g'
80

1.

3.

4

6‘

6.1,

6.2.

6.1.

6.1.
6.12.

6.1.

6.1.

6.1,

6.1.

7.6.1.

7.6.2.

7.

7.

8.

6.3.

6.4.

6.1,

el plano cartesdiano.

EL alumno intuird La probabilidad de al-
gunos nesultados de un experimento de -
azan,

EL alumno determinard La mayor o menoir
probabilidad de algunos resultados de un
expenimento de azanr.

EL alumno Linterpretard ghdgicas elabora-
das en un plano cartesianc.

Intenpretard grdficas sobre preferencdias.

Intenpretard cornectamente una grdgica -
de barnas.

CUARTO ANO

Mediante prdcticas y experndimentos Lidenti
gicard Los genbmenos azarosos de Los de-
tenministas.

Determinand La mayor, menor o Lgual pro-
babilidad de un evento, en situaciones -
dadas.

ELaborand un diagrama de barras, con Los
datos de Las investigaciones,realizadas.

Determinarnd La mayor, menor o Lgual pro-
babitidad de un evento.

Obtendrd informacién del andlisis de Las
grecuencias que se nrepresenten en un dia
ghama de barnras.

Analizard un diagrama de barras en rela-
cibn con Los datos representados.’

Identificard digenentes eventos, estable
ciendo Los conjuntos cornrnespondientes,

Deteaminand La mayor, menor o Lgual pro-
babilidad de eventos dados, mediante el
recuento de frecuencias.

Determinand La Aintensecedlln de dos even-
tos dados utilizando el conectivo "y" en
su descrnipedidn,
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.2,

.3

.4.

~

2.6.1.

3.6.
4.6.

5.6.

1’
1.

1.

6.6.1.

§.6.

I &7,

1.

1.

3.7.1,

Seonthe

4.7.

2.

1.

Deteaminarf La unibn de dos eventos da--
dos, utilizando el conectivo "o" en su
descrnipedibn.

Analizard diagramas de barnas en rnelacibn
con Las grecuenclas representadas.

ELaborard diaghamas con figuras represen
tativas de agrupamientos.

Determinard La mayor, menor o Lgual pro-
babitlidad de un evento dado.

ITdentificard uniones, Linternsecciones y
complementos de eventos dados.
QUINTO ANO

Distinguind Los genbmenos determinisitas
de Los de azax.

Determinard La mayor o menon probabili--
dad de un evento de azaxr.

Dibujard diagramas de barras y grdficas.

Determinand La mayor, Lgual o menor pro-
babilidad de algunos sucesos.

Internpretand Los datos que hegisthe en -
un diagrama de banrras.

Determinarnf Las probabilfidades de un su-
ces0. .

Interpretard un diaghama de barras, des-
pués de elaborarto.

SEXTO ARO
Distinguind entre Los fenbmenocs determi-
nistas y Los azarosos, mediante experi--
mentos.

Representard numérnicamente La probabili-

dad def suceso {evento) que se Le indique.

Determinard La probabilidad de uniones,
Antensecciones y complementos de eventos.

Caleulard probabilidades, mediante La -
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4.

.7.2.

U oo

5.7.1.

6.7.1.

7.7.1

8.

7.1.

aplicacidn de Las gfracciones equivalen--
ZLes.

Caleuland probabilidades, al aplicarn La

propiedad de Las fracciones equivalentes.

Caleculand La probabilidad tebrica y empl
rica de eventos dados, mediante expend-
mentos.

Comprobard que el promedio realizado en
informaciones estadisticas, no siempre -
anrnoja una Lnformacidn positiva en rela-
cdfn con situaciones concretas.

Determinarnéf La mayor o menorn probabili--
dad de un evento, aplicando su conoci---
miento sobre Areas.

Realizarnd inferencias de Zipo estadisti-
co.

Comprendend La Lmportancia de Las matemd
ticas en La vida humana, mediante su and
Lisis de sltuacdlones concretas. :
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UNIDAD 111

ESTADISTICA

OBJETIVOS PARTICULARES:

3.1, Utilizard conceptos de La estadistica descriptiva
en La so0lucibn de problemas précticos.

3.2, Aplicard Zos conocimientos sobre estadistica en
el anflisis de Los Libros de Educacibn Primardia.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

3.

1.

1.

Identigicand instrumentos y téenicas en La recopilacibn
de datos en estadistica.

Teustrarnd mediante grdficas diferentes distrnibuciones
de frecuencias. == =

Aplicard Las medidas de tendencia central en La s0lucibn
de problemas.

EmpLeand medidas de dispensifn en La s0lucibfn de proble
mas .

Utilizand La curva normal en La so0flucidn de diversos -
problLemas.

Identificard £os objetivos especfficos de cada uno de -
Los grados de Educacibn Primaria que se nrefieren a es--
tadistica.

ELaborard secuencias dadas por Lo menos para cada uno -
de Los objetivos seleccionados en cada grado.



INTRODUCCION

La Estadistica o MEtodos Estadlsticos como a veces se LLama, eb
14 desempeiiando un papel ascendente en casdi todas Las facetas -
def quehacer humano.

Antenionmente 5620 erna aplicada a Los asuntos del estado, de -
donde viene su nombre; pero ahora La influencia de La estadlsti
ca se extiende a todos Los campos de La ciencia y tecnologia.

EL uso de Los métodos estadisticos se ha difundido notablemente
en Las diLtimas décadas, y han demostrado ser de gran utilidad -
en La toma, organizacibn, necopilacibn, presentacibn y andlisdis,
de Los datos que han de servir para obtenen conclusiones y adop
tan decisiones hazonables de acuerdo con tales anflisds. -

Debido a La gran vardiedad, y el peso de estos interneses, Los -
métodos estadlsticos se han desarrollado con rdpidez y han LLe-
gado a sen mucho mds complefos y diversificados; no obstante, -
muchas de Las téenicas mds importantes son simples e Ldénticas
en todas Las ramas de aplicacidn.

Cuando se neakliza un trabajo de investigacibn estadlstica, es -
frecuente adventin que el factor "poblacifn", "undivernso" o --
"fuente de Linformacidn" que ha de sen observado es tan extenso
que, casi resulta imposible LLevarn a cabo dicha investigacidn,

Para nesolver Los problemas que plantea una poblacibfn extensa,
es necesarnio seleccionar una parte del grupo que represente Los
divensos datos de La totalidad, esta parte del grupo se Le LLa-
ma "muestra.

La parte de Los métodos estadisticos concerniente a £a hecolec-
cibn y nesumen de Los datos se Le LLama ESTADISTICA DESCRIPTIVA
o ESTADISTICA DEDUCTIVA. La parte conceaniente a La obtencifn
de conclusiones nespecto a La fuente de Linformacifn de Los da--
tos necfbe el nombre de ESTADISTICA INDUCTTIVA o ESTADISTICA IN-
FERENCTAL.

EL objetivo dLtimo son Las inferencias, es decirn, La obtencidn
de conclusiones y La parte descrniptiva de La estadfstica, no es
sino preliminar de aquella que es La parte medulan.

En cumplimiento a Los objetivos del programa que nos proponemos

desarrnollar, analizaremos dnicamente Los principios generales de

La estadistica descniptiva.
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Recopilacibn de datos es La obtencibn de datos
ndmenicos, seleccionados de una "pobLacién",
"univenso" o "gfuente de Lnformacibn" que es re-
presentativa de La misma. A esta seleccdiln de
datos nepresentativos Le LLamaremos "muesira'.
Veamos el siguiente ejemplo:

- AL investigar un problema X entre 300 pernso-
nas de un estado de 350,000 habitantes:

La poblacibn sendn Los 350,000 habitantes

La muestra sendn Los 300 habitantes inves
tigados.

Es impontante sefialar que, en £a seleccibn de -
Los datos (muestra-s), se cumpla con La propie-
dad de sen La més nepresentativa o fiel del uni
vernso que se desea Linvesdtigar, con el gin de -
que en La obtencifn de nesultados se LLegue a
estimaciones vdlidas.

Ante el probfema de cémo ha de seleccionarse -
una muestra, en La pobfLacidn, de modo que pue--
dan sacarse conclusiones vdlidas nespecto a La

poblacibn, partiendo de La muestra, se presenia
nd y justificard un método de muestreo LLamado™
MUESTREQO ALEATORIO, el cual consiste en un pho-
cedimiento en donde todo miembro de una pobla--

cifn tiene La misma oportunidad de sern escogido.

Las téenicas usadas en Los fuegos de azar, se -
emplean g§recuentemente para obtenen una muesira
semejante.

Una de Las varias propiedades deseables de La -
muestra aleatonia, es su tendencia a rephresen--
tan {ielmente a La poblacibn de ordigen en minia
tura.

Es La obtencifn de una coleccifn de Los mismos
que no han sido ordenados numéricamente. Un -
efemplo es el de La siguiente tabla de datos en
La que se negistran Los pesos de 40 estudiantes
universitanios con aproximacifn de una Libra.
Construin una distrnibucibn de grecuencias:

138 164 150 132 144 125 149 157
146 158 140 147 136 148 152 144
168 126 138 176 163 119 154 165
146 173 142 147 135 153 140 135
161 145 135 142 150 156 145 128

3.1.1,
INSTRUMENTOS Y
TECNICAS EN LA
RECOPTLACION
DE DATOS

TOMA DE DATOS

DISTRIBUCTION
DE FRECUENCIAS
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Una vez tomados Los datos numéricos se ordenan
de mayor a menor o viceversa. La diferencia -
entre el mayor y menor de Los ndmernos se LLama
RANGO o RECORRIDO de Los datos. En La tabla -
antendior, porn efemplo, 54 el peso mayor de Loa
40 estudiantes es 176 Libras y el menorn es de
119 Libras, el nango es 176 - 119 Libras = 57

Libras. FIGURA No. 31

119 RANGO 176
ORIGINAL

Cuando se dispone de gran ndmenro de dafos, es -
atil el distrnibuirnlos en CLASES o CATEGORIAS y
deteaminar el ndmero de Lndividuos pertenecien-
tes a cada clase, que es La FRECUENCTA DE CLASE.
Una ordenacibn tabularn de Los datos en clases y
con Las grecuencias correspondientes a cada una
de eflas, se.conoce como una DISTRIBUCION DE -
FRECUENCTAS o TABLA DE FRECUENCTAS.

Para ello es necesario, una vez obtfenido el ran
go, (57) dividinto entre 2 o mds ndmernos (C) a
§in de escogen el coclente mds prdximo a 15, E5
te convencionalismo (de aceptar el cociente mls
préximo a 15} ha sido acordado en Los Congresos
Mundiales de Estadistica.

Rk * En el cociente K se
c pasa al mayor entenro,
para obtener el RAN-
en donde: GO NUEVO,
R = nrango
C = tamaio de La clase
K = ndmero de Lintervalos

Aplicando La f6rmula citada, en el caso que nos
ocupa, senfla:

57 .
= 19 (20 intervalos
3 : tamaiio 3)
57 - 11 (12 inteavalos
5 tamaniio 5)
57 _ .
—— - § (9 intervalos

tamaiio  7)

ORDENACTION
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De Lo anterndior se desprende que el dato mds ade
cuado es:
12 intenvalos - tamaio 5,
AsL LLegamos a La obtencibn de un rango nuevo:
12 x 5 = 60

Las 3 unidades agregadas serndn distribuidas en
partes Lguales a un Lado y otro del rango,

117.5 RANGDO NUEVDO 177.5

S - 1.5
7 . FIGURA No. 32

Para alaunos espvecialistas cuando el rango au--
menta en un ndmero par, ejemplo 4 undidades, La
distribucibn senia:

4’//,1.5
T~2.3

Un 8Zmbolo que define una clase tal como 176 -
172, del caso que nos ocupa, e conoce como --
INTERVALO DE CLASE. Los ndmeros extremos, 176
y 172, son Ros LIMITES DE CLASE; el ndmenro me-
non 172 es el ZImite infendiorn de La clase y el
mayon 176 es el ZimiXe superior.

Con gnrecuencia Los téaminos clase e Lntervalo -
se utilizan indistintamente, aunque el Linterva-
Lo de clase es nealmente un simbolo para La cla
52'0

Si Ros pesos de Los estudiantes se rnegistran -
con aproximacifn de Libra, el intervalo de cla-
de 176 - 172 de hecho incluye todos Los pesos
desde 171.500 . . . a 176.500 Zbs.

Estos ndmeros nepresentados brevemente por Los
nmenos exactos 171,5 o 176.5 Ae conocen como
LIMITES REALES DE CLASE o LIMITES VERDADEROS DE
CLASE: el menon de ellos, es el Limite neal in
genion y el mayor de ellos, es el Zimife real
dupernior.

Précticamente, 4Los Limites neales de clase se

obtienen sumando al Limite supernior de un Lnten
valo de clase, el Limite inferniorn del intervalo
de clase contiguo supenion y dividiendo entre 2,

RANGO NUEVO

INTERVALOS DE
CLASE VY LIMI-
TES DE CLASE

LIMITES REAL-
ES DE CLASE
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Los Zimites neales de clase pueden quedar detern
minados mediante La obftencifn del rango nuevo,
segldn el procedimiento seguido anteriormente.

EL tamaiio de un internvalo de clase, es La dife-
nencla entrne Los LImites nreales de clase que
Lo forman y se conoce como ANCHURA DE CLASE, -
TAMANO DE CLASE o LONGITUD DE CLASE.

S{ todos Los intervalos de clase de una distrni
bucibn de frecuencia, tienen igual anchura, es-
t4d anchura comdn se nrepresenta por C. En tal -
cas0o, C es Lgual a La diferencia entre dos su--
cesdivos Limites de clase inferiores o superior-
es, Para Los datos, del caso que nos ocupa, -
por ejemplo el intenvalo de clase C=177.5-172,5= 5
0 bien 172.5-167.5 = 5,

Se LLama manrca de clase al PUNTO MEDIO del in--
tenvalo de clase y se obtiene sumando Los Rimi-
tes supenior e Lnferion, de La clase y dividien
do entrne 2. Asl, La marca de clase delf Linten--
valo 177.5 - 172.5 es (177.5 + 172.5] _ ;173

_ 7 =

La MARCA DE CLASE se LLama tambi&n PUNTO MEDTO

DE CLASE. En Lo Aucesivo, todas Las observa---
ciones perntenecientes a un intervalo de clase -
dado se suponen coincidentes con La marca de -
clase.

AsL, todos Los pesos en el inftervalo de clase
177.5-172.5 2ibras se considerardn como 175 Li-
bras.

Resumiendo, Los pasos generales para una distnrt
bucibn de 5necuencLa4 son:

1. Encontrar el nango o recorrnddo,

2. Dividin el rango entre un ndmero conve-
niente de Lintervalos del mismo Zamaio,

3. Obtencibfn de un rango nuevo que nosd per
mitind LLegarn a Los Limites neales de
clase.

4. Deteaminarn el ndmeno de observaciones que

caen dentrno de cada intervalo de clase,
es decirn, encontran Las frecuenclas de
clase.

TAMANO DE UN
INTERVALO DE
CLASE

MARCA DE CLASE
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Como nesultado de La aplicacibn de Los pasos ya
cltados, de Los pesos de 40 estudiantes univen-
sitanios obtenemos La sigulente tabla:

FIGURA No. 33

MARCAS '
LIMITES REALES DE CONTEQ |FRECUENCTAS| FRECUENCTAS

CLASE RELATTVAS
177.5 - 172.5 175 !/ 2 2/40= 5 %
172.5 - 167.5 170 / 1 1/40= 2.5%
167.5 - 162,5 165 /1] 3 3/40= 7.5%
162,5 -~ 157.5 160 [/ 2 2/40= 5 %
157.5 - 152.5 155 [/ 4 4/40= 10 %
152.5 - 147.5 150 Y 5 5/40= 12.5%
147.5 - 142,5 | 145 | N7/ 8 §/40= 20 %
142.5 - 137.5 140 TR/ 6 6/40= 15 %
137.5 - 132.5 135 /117 4 4/40= 10% %
132.5 - 127.5 130 // 2 2/40= 5 %
127.5 - 122.5 125 // 2 2/40= 5 %
122.5 - 117.5 120 / 1 1/40= 2.5%

= n = 40 = {1 = 100%

Lla grnagicacidn de La dLAtnLhuaéén de frecuencias
puede hacerse por medio de un HISTOGRAMA o UN

POLTGONO DE FRECUENCTAS.

Para construin un histograma y un poligono de -
grecuencias se siguen Los silguientes pasos:

1. Se trazan Los ejes de X (horizonal) y el
Y (vertical).

2. EL eje de Las X se dividind en Zantas par
tes Aguales como puntos medlos o marcas
de clase haya en La tabla (en el caso que
nos ocupa son 12) defando como se acostum
bra, un espacio Libre igual a cada extre
mo del efe con el objeto de poden cennan

e el polfgono, en caso de que sea ésa La -
gorma en que se desea grdgicanr.

En cada uno de esfos puntos marcados se
anota La marca de clase que Le correspon
de (en forma creciente).

3, EL eje de Las Y Zambien se divide en par
tes fguales; en cada uno de Los puntos
marcados se anotardn Las frecuencias em-
pezando con 0 en La interseccdlbdn de Xy Y
y continuando hacLa arniba en fonma - -

HISTOGRAMA Y
POLIGONO DE
FRECUENCIAS
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ascendente.

En el presente caso tenemos § frecuencias
como mdximo y 1 como mlnimo.

Ya con Los dos efes marcados podemos gra
gicarn, con un histograma o con un polf-=
gono de frecuencias, Las nelaciones en--
trne Los puntos medios y Aus grecuencias
respectivas.

EL HISTOGRAMA consiste en una senie de -
hectdngulos que tienen sus bases sobre -
el eje horizontal (efe X) con centrnos en
Las marcas de clase y Longitud igual al
tamaiio de Los intervalos de clase, Las
altunas de Los rectdngulos (efe V) son
proporcionales a Las frecuencias de cla-
se.

EL POLIGONO DE FRECUENCIAS es un grdfico
de £fnea trazado sobre Las marncas de cla
se, Puede obtenense uniendo Los puntos™
med{os de Los techos de Los nectlngulos
en el histograma.

y

8-- ﬂ "'20

7--

g - / \\ T15

71 I\

s 1 / N 110

5 ] / \

7 & / &/\ . 5

1 4 ///r \/ }

£ N s e e e e LA X

Pl 238 -MmST ansenKw

FIGURA No. 34

N6tese que La suma de Las dreas de Las barras

es Lgual al drea bajo el polfgono y
bre el eje.
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La FRECUENCTA RELATIVA de una clase se obitiene
al dividin La grecuencia de La clase entre el -
total de frecuencias de todas Las clases y se -
expresa genernalmente como porcentaje. Por efem
plo La frecuencia relativa de La clase 177.5-172.5
de La tabla anternion es 2/40 = 5%. Légicamente
La suma de Las frecuencias relativas de todas -
Las clases es evidentemente 1 o0 100%.

Para gragican distribuciones de frecuencla rela
tiva, basta agregar una escala vertical a La de
recha def mismo histograma, anotando La frecuen
cia expresada en porcentaje, De esta manera -
Las gnlficas que resultan se LLaman HISTOGRAMAS
DE FRECUENCTAS RELATIVAS o HTSTOGRAMAS PORCEN--
TUALES o POLIGONOS DE FRECUENCTAS RELATIVAS o
POLIGONOS PORCENTUALES.

La frecuencia Lotal de Los valores que Aon meno
nes al Limite neal supeniorn de clase en un An-=
ternvalo de clase dado, Ae conoce como FRECUEN--
CTA ACUMULADA, hasta ese intenvalo de clase 4Ain-
clusive, Para ejemplificar Lo anterlior veamos
La siguiente tabla de distribucibn de grecuen--
cia de un problema dado:

INTERVA‘LOS Punto |[FRECUENCIAS
Limites Limites
de cfase| Reales Medio |De clase | Acumulada
63 - 65|62.5 - 65.5 64 6 25

60 - 62|59.5 - 62,5 61 5 19

57 - 59156.5 - 59.5 58 7 14

54 - 56 |53.5 - 56,5 55 3 7

51 - 53 150.5 - 53.5 52 4 4

25

Para obtenen La fgrecuencia acumulfada hasta el 4in
tervalo de clase 59.5 - 62.5 inclusive, sumaria-
mos La frecuencia de Lo0s valores que so0n menores
al LLmite rneal superniorn de clase de ese interva-
Lo (Lncluyéndolo) y La suma nos dard La frecuen-

cia acumulada:

4 + 3 +7 + 5 =19,

3.1.2.
DIFERENTES
DISTRIBUCTONES
DE FRECUENCIAS

FRECUENCTAS
RELATTVAS

FRECUENCTAS
ACUMULADAS
u 0J1VAS
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Lo cual sdignificaria 54 se thatara de La cali--
g§icacibn obtenida en una prueba por un grupo -
de estudiantes que 19 estudiantes sacaron una
puntuacifn menorn que 62.5

La tabla donde se nrepresenten Las fgrecuencias -

acumuladas recibe el nombre de "Disirnibucién de
frecuencias acumuladas, Tabla de frecuencias a-

cumuladas o simplemenie Disirnibucion acumufada!

F
noa s
e ¢
20
c u
15
wom
B 0 10
n 4 5
C a 1 L 4 I L
N N
a a wn (X2} 0
5 4 FIGURA No. 35
Ndmeno de
Puntuaciones estudiantes
Menor que 53.5 4
Menor que 56.5 7
Menor que 59.5 14
Menon que 62.5 19
Menor que 65.5 25

EL grdfico que muestra Las frecuencias acumula-
das menornes que cualquier Limite neal supenior
de cZase, trazado sobre Los Limites reales de -
clase (efe hornizontal) se LLama "POLIGONO DE -
FRECUENCTAS ACUMULADAS" u "OJTVA"™ como se mues-
tha en La figura antenion.
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Si como en este caso se consdderan Los valones
menornes a cada uno de Los Limites reales supe-
niornes, La distrnibucibn de grecuencias acumula
das se denomina: Distrnibucidn acumulada "menon
ue" o s4 porn el contrario consdideramos Los va
%oneé mayores o Liguales a cada LImite neal LAn-
fenion, La distrnibucibn se denomina: Distrlbu
cibn acumulada "a mds".

Siempre que nos refernimos a distribuciones acu
muladas u ofivas sin especificar, se entenderd
que son del tipo "menonr que'. '

La §recuencia relfativa acumulada, también LLa-
mada {recuencia porcentual acumulada, es La -
frecuencia acumulada dividida entre La frecuen
cia Zotal. Pongamos por ejemplo, obZener La
§recuencia relativa acumulada o porcentual de
puntuaciones mencres que 59.5 = 14/25 = 56%,
queriendo con elle decin que el 56% de Los a--

Lumnos obtuvieron puntfuaciones menches que 59.5,

Limiztes F R E C U E N C I A
Cﬂgje De clase|Acumulada Acdmuﬂada en %
62.5 - 65.5 6 25 100
59.5 - 62.5 5 19 76
56.5 - 59.5 /] 14 56
53,5 - 56.5 3 7 28
50.5 - 53.5 4 4 16

En La dltima columna de La Zabla anteriorn apa-

recen Las frecuencias acumuladas representadas
en porcentase por Lo que dicha ftabla se denomdi
na "Distnibucibn de frecuencias relativas acu-
Zuzﬁdaa 0 Distrnibuciones porcentuales acumula-
as".

Veamos ahora La grdfica que representa dicha -
distribucidn de frecuencias. .

(siguiente hojfa)

FRECUENCTIAS
RELATTVAS
ACUMULADAS.
0JIVAS POR-
CENTUALES
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Frecuencias acumuladas nelativas (%)

100

§0 L

60

40 A

20 +
v FIGURA No.
W e o o~
N wn 0 0

A esta grndgica se Le LLama polfgono de frecuen-
cias relativas acumuladas u ofivas porcentuales,

36
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Un promedio es un valor, que es Xilpico o nrepre
sentativo de un conjunto de datos. Como tales
valores tienden a situarnse en el centro del -
confunto de datos segdn su magnitud, Los prome
dios se conocen también como medidas de centra
Lizacibn. a

Existen difernentes medidas de centralizacdiln,
Las mds comunes son La MEDTA ARITMETICA o 44im
plLemente MEDIA, La MEDIANA y Za MODA.

Cada una de ellas tiene sus ventajas e Lnconve
nientes, dependiendo La aplicacibn de una u -
otrna de Los nesultados que se pretfendan sacanr
de Los datos.

La-media anitmética es una medida de tenden--
cia central, que ftiene pon objeto sacar un pho
medio aritmético de una senie de datos.

La media arnitmética o media de un confunto de
N ndmeros X1, X2, X3 . . . . . . , Xp 4e repre
senta por X (LEase "X barna") y se define co-
mo : N

=

(1) g Xp+Xz+Xs+....+X 4=1 % =x

N N N

Sean Los valores 6, 9, 5, 12, 10:

X = 6 + 9 + 55+ 12 + 10 i ig - 5.4

La media anitmética o media de es0s valores re-
sulta sen 8”4. En La {6rmula (1) se utilizté el
simbolo < X; para indicar La suma de todas -

=1
Las X;j deﬁﬁe {=1 a §=N, es decin, por deginicifn:

N

je1 Xj=X1 +Xg+Xg+ .. .+%

Cabe aclaran que el simbolo X; (LEase "X sub---
Lndice {") denota cualquiera de L£os N valores
X1, X9, X3 . « . Xn , que una vardiable puede Zo
mar. La Letra § en X; se LLama Lndice o sub---
Lndice, e indistintamente podrfa utilizarnse --
cualquiern otra Letra como £, kR, p, efe,

3.1.3.
MEDIDAS DE
TENDENCIA
CENTRAL

MEDIA
ARTTMETICA

X

METODO LAR

GO PARA
CASOS SIN
AGRUPAR
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Cuando el ndmeno de datos es muy grande, se -
agrupan Los datos en una tabla de frecuencias
en donde cada uno de Los datos originales se -
neemplazan por el punto medio del intervalo de
clase en que se encuentra.

Este punto medio es LEamado La marca de clase
del intervalo. Supongamos que se frate de Los
pesos de un grupo de estudiantes, Lfomemos de
La tabla de §recuencias uno de Los Lintervalos
118 - 126, fLa marca de clase de este intervalo
es 122; de modo que todos Los estudiantes cu--
yos pesos se encuentran en ese intenvalo de -
clase, tendndn asignado el peso de 122 Libras
que es el punto medio def intervalo.

Marca Frecuencia
PESOS de clase X, §.
X : ; § s i 79
I k]
118 - 126 122 3 366
127 - 135 131 5 655
136 - 144 140 9 1260
145 - 153 149 12 1788
154 - 162 158 5 790
163 - 171 167 4 668
172 - 180 176 2 ' 352

={; = 40 SXjfj=5879

Para calcular La media de Los datos agrupados
usande La §6rmula (1) sernd sugiciente suman -
Los valonres agrupados Zantas veces como ocurian.
Por efemplo: 44 X3 = 122 se sumard 3 veces;
asl X7 tendnla que sumarse 5 veces, efe. En -
general, como X] ocurre {1 veces se Linglene
que X7 debe sumarse f§7 veces, Lo que equivale
a muliiplicar X1 por §1. Lo mismo se puede de
cin de Las otras marcas de clase. La suma de™
todas estas medidas en una tabla de datos agru
pados serf por tanto La suma de todos Los pro-
ductos semejantes a X1 §7. La media para una
tabla talf toma entonces La forma:
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(20 o xp bt a2t . . .+ b
N

La §6rmula precedente puede escribinse en gonr-
ma abreviada 54 adoptamos el sZmbolo (sLgma

griegal: b
=
(3) 3 o =1 X 82

N

ApLicando La f6rmula (3) al problema anternionr:

k
by § 5879
x o L=l L7 22t 144,975
” 40

Hasta aquf hemos aplicado el método Larngo para
La obtencibfn de La media. Describiremos ahora
un método conto, tambi€n para casos agrupados.

Si A es cualquier media arniiméiica supuesta £o
mada del punto medio (marca de clase) de cual-
quien intenvalo y d=desviacibn es La diferen--
cia entrne La marca de clase y La media aritmé-
tica supuesta, entonces por el método cornto:

(4) X - A+ = {d
. =
Pesos P.M. 4 d § x d

118 - 126 122 3 -27 -§1

127 - 135 131 5 -18 -90

136 - 144 140 9 = g -81

A= 145 - 153 149 | 12 0 0

154 - 162 158 5 9 45

163 - 171 167 4 18 72

172 - 180 176 2 27 54

= 40 = = -§1

METODO LAR
GO PARA
CAS0S AGRU
PADOS -

METODO
CORTO

88



A parntin de La media supuesta (A = 149} escogi-
da arbitraniamente se obtiene La desviacién --
(d = X - A} nbtese que cuando La marca de clase
es menon que La media supuesta, La desviacibn -
resulta negativa; haciendo Lo mismo con cada -
uno de Los intervalos, obtuvimos La columna d,:
AL multiplicar La desviacifn de cada marca de

clase por su frecuencia nespectiva, habremos ob

tenido La columna § X d. Aplicando La §6rmula

(4):

X=A+ =4d = 149 + (_-81]
= 40

X

149 + (-2,025)

146,975

Si todos Los Aintervalos de clase tienen Lgual
tamaiio ¢, y observando que fodas Las desvia---
ciones nesultan madltiplos de c, se Lingierne que,

Las desviaciones dj= X; - A pueden expresarse
como cu;, donde u; puede sern ndmeros enteros -
po&itivéé 0 nega££u05 0 cero, es decdirn, - - -

0, +1, +2, +3 . . .. ¢ entonces La g6rmula
(4) 3¢ conviente en: :

(5) X = A+ (= 4u) ¢
N

Obsénrvese que La columna d def cuadro anterdion
send sustitulda por La columna u y La columna
§d pon La columna gu.

Pesos P.M. £ u § u

118 - 126 122 3 -3 -9

127 - 135 131 5 - 2 -10

136 - 144 140 9 -1 -9

A =|145 - 153 149 | 12 0 0
154 - 162 158 5 1 5

163 - 171 167 4 2 8

172 - 180 176 2 3 6

==40 Efu = -9

METODO
CLAVE
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Sustituyendo en La {6rmula:

A + (:E%g) c =

X =149 + (- 9) 9
40

X

149 + (-0.225) 9 =
149 + (-2.205) = 146.975
X = 146.975
CONCLUSTON:

Hemos obtenido La Media Anitméiica a
través de distintos mé€todos, encontrando el mis

mo resultado:
= . .
—ﬁi—ii— = 146,975

METODO LARGO = X = v
METODO CORTO = X = A + 8% = 144.975
=
METODO CLAVE = X = A + ‘ifr“’ o = 146.975

La mediana de una coleccifn de datos ordenados  MEDIANA
en ornden de magnitud, es el valor medio o La X
media anitmética de Los dos valores medios.

EJEMPLO 1: Sean Los ndmenos:

3,4,4,5,6,8,8,8,10 que tienen de media
na 6.

EJEMPLO 2: Sean Los ndmernos:
5,5,7,9,11,12,15,18; su mediana send

94‘]1=10
2
Para datos agrupados, La mediana se obtiene me- MEDIANA CON
diante La §6rmula: . DATOS
AGRUPADOS

o~

(6) X=1e+ ( § - =6
§

mediana
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donde:
Li = Limite real inferiorn de La clase me-
diana (es decin, La clase que con---
tiene La mediana).

N = Ndmeno total de datos (es decir, gre
cuencia totall.

( =4); = Suma de Las frecuencias de todas Las
clases por debajo de La clase media-
na.

§ mediana = frecuencia de fLa clase -

mediana.

tamaiio del intervalo de
La clase mediana.

o)
"

A continuacibn se presenta una tablfa de distri-
bucibn de g§recuencias sobre Las estaturas de un
grupo de estudiantes.

Estaturas | P.M. 4 L; Real
149 - 154 | 151.5 6
CLASE
155 - 160 [157.5 13 | MEDTANA [155+154 [154.5
Z

161 - 166 | 163.5 6
167 - 172 [ 169.5 6
173 - 178 |175.5 1

s4=32

Aplicando La f6rmula:

- N
X-1c+ (7 LSty
§ mediana
o~ 32"‘6
X =15%54,5 + ( 7 ) 6
13

154.5 + (16 - 6 ) 6
- 13
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154.5 + 4.61
X = 159.11

Geométnicamente, La mediana es el valor de X -
(abscisa) que coanebponde a La verntical que divi
%&ea.

de un histograma en dos partes de Lguakl

La moda de una senie de ndmernos es aquel valohr
que se presenta con L£a mayorn grecuencia, es de-
cin, es el valorn que mds se repite.

En La siguiente sernde de datos no agrupados:

n
0.732 0.729 0.732 X = 0.732

0.728 0.739 0.743 tEs el valor que
0.746 0.732 0.732 aparece con mayon
0.738 0.730 0.735 grecuencia.

0.732 0.738 0.738

En algunas ocasiones no hay moda:

2, 3, 4, 6, &, 11 no hay valor nepetido.
En otras ocasdiones el conjunto de datos es bimo
daf’ 4, 7,.7, 7, 8, &, 9, 9, 9 hay dos valores

Lgualmente nepetidos.

En una curva, La moda se neconoce como La abécx.
sa de La paaze m&s alta de La misma.

En un histograma La moda se neconoce porque es
un valorn de La barra mds alta.

De una distrnibucibn de grecuencias o un histo--
grama, La moda puede sacanse de La f6rmula:

A ,
NN

n
X = LL+ | e donde:

LL = Limite neal Ainfernior de clase de
La clase modal (es decin, La cla
se que contiene La moda).,
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A ; = Exceso de La frecuencia modal -
s0bre La frecuencia de La clase
contigua Lngernion.

A, = Exceso de La frecuencia modal s0-
bre La frecuencia de La clase con
tigua supenionr.

¢ = Tamaiio delf intenvalo de clase mo-

dat
Li Ls §
149 154 6
155 160 13 CLASE MODAL
161 166 6
167 172 6
173 17§ 1

Aplicando La g§6rmula:

1)
X =1 + [ D1 | e
A+ A,
Li = 154.5

;= 7 = 13 -6
g = 1 = 13 -6
c = 6

a

X= 154,54+ (1 )

7 + 7

1)

X = 154.5 + 3

11}

X = 157.5



S{ una senie de datos se colocan en ornden de - CUARTILES
magnitud, el valor medio (o La media aritmética DECILES Y
de Los dos valores medios) que divide al conjun PERCENTILES
to de datos en dos pantes iguales es La mediana.

Pon extensibn de esta idea, se puede pensar en

aquellos valornes que dividen a Los datos en --

cuatro partes Lguales. Estos valones, nrepresen

tados por Q1, Q2, 23, 4¢ LEaman 1°, 2° y 3en. -

cuarntil nespectivamente; el valor de Q2 es Lguak

a La mediana.

La siguiente nepresentacifn grdfica nos da una
didea clara def concepto.

_—

X FIGURA No. 37
Y T Y \ 3 2 NS \
Q
Q 5
2

EL cuantil infenion (Q1) abarca La cuarta parte
de Las medidas, el segundo cuartifl (Qg2) cornres-
ponde a La mediana, o sea La mitad de Los valo-
nes y el cuaritil supenior (Q3) nepresenta Las
3/4 pantes de Los valonres. ‘

Los valonres se obtienen mediante Las g6rmulas:

2SN Q7 => 2N Q3 => 3N

Una vez obtenidos dichos valores, se aplica La
siguiente f6rmula:
(= ¢y

Qy = Li +
N 52

en donde:

L{ = Limite neal ingenion de La clase cuan-
tilanr. Q;: sz 0 Qg

Suma de todas Las {recuencias de Las
clases inferniones a La clase que con--

tiene a 91, 292, 0 Q3.

{=4)y



6QN = Frecuencia de La clase que contiene a

21, 22 o0 Q3.

¢ = Tamaio def intervalo de La clase que
contiene a Q,, QZ' 0 Q3.

oy = 21, 22, o Q3.

Intervalos 4
149 - 154 6
155 - 160 13
161 - 166 6
167 - 172 6
173 - 178 1
== 32

37 _

2 = % -8
N

9, = Li+ 4 (= §l; ¢
6&1

2 =

2

154.5 + (8 - 6) 6 = 155,42
—z—

155.42

De La misma manera para

Q2

29

22

=

ZN
7

Le +

97, Lenemos:

= 64 - 14

N
3

]

- (85),

c

154.5

154.5

+

8o,

(16 - &)
N

4.615

6

159.115
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9, = 159.115

Siguiendo La gf6rmula para el Qz:

Q3 => ig_ - %g = 24
N

9; = Li+ 37- =1t

8

23
0; = 160.5 + (24 - 19)

—

Q; = 160.5+ 5 = 165.5
0; = 165.5

Es convendiente calcular este tipo de valores por
Las Linfenencias estadfsticas que de ellos pode-
mos obtenen; asi porn efemplo s4 La tabla ante--
rion se nefiniera a pesos de un grupo de perso-
nas, podriamos afirman que: el 25% de ellos pe-
san 155.42 Libras o menos. EL 50% pesan 159.115
Libras o menos y el 75% pesan 165.5 o menos.

Andlogamente Los valores que dividen Los datos
en 10 pantes iguales se LLaman deciles y se pre

senfan porn Dy, D9, D3. . . . Dg, mieniras que ~

Los valonres que 5ividen en 100 partes Lguales

%e LLaman percentiles y se presentan por P1, P2,
3 . . Pgg. '

EL confunto, cuarntiles, deciles, percentiles y
othos valones obtenidos porn divisiones andlogas
de L0s datos se LLaman cuantilfes.

EL propbsito de esta séceibn es el de introdu--
cin una cantidad que describa La medida en La
cual Los datos de un conjunto varfan alrededonr
de su media. AL grado en que Los datos numéri-
cos tienden a extenderse alrededorn de un valon
medio, se Le LLama variacidn o dispernsién de
Los datos.

Se utilizan distinatas medidas de dispernsibn o
variacibn:

a). Rango.
b). Desviacibn media.

3.1.4.
MEDIDAS DE
DISPERSION
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c). Rango semi intercuartilico.
d). Desviacibn tilpica o estdndanr.
e). Vanianza, etc.
EL nango es La mds sencilla de RLas medidas de - RANGO
dispensibn y consiste en La difenencia entrne el
ndmerno mayor y el menor de un conjunto de datos.
Sea el conjunto de ndmenos: |
2, 3,3, 5,5, 5, §, 10, 12
el rango send 12 - 2 = 10
A veces el rango ae da por La simple anotacibn

de Los ndmenos mayon y menor. En el ejemplo -
anteriorn senla 12 - 2.

La desviacibn media también LLamada promedio de DESVIACION

desviacibn de una senie de N ndmernos Xy, Xg,. . MEDIA
. Xy, viene degindida ponr:

Desviacibn media = D m =
lx.-Y

1 ——j-—l - =[x -X|-[x-X|
=X 2

N
s
i= N

donde:

X es La media arnitmética de Los ndmenoA,lx'-Y l
es el valorn absoluto de Las desviaciones dd 2as
difenentes X; de X (el valor absolfuto de un nd-
meno es el mismo s4in asociarnle sdigno alguno Yy
se indica porn dos barras venticales a ambos La-
dos del ndmero. AsL, |-4|= 4, |+3|= 3, ete.

EJEMPLO: Hallarn La desviacidn media de Los nld-
menos 2, 3, 6, §, 11,

Media anitmética = X = 2+ 3+ 6+ 8+ 11 - ¢
5

Desviacibn media:

oM=l2-6]+13-6l+l6-6l+]8-6]+ 11-6L
5

4 +3+0+2+5
r =

2.8
M

2.8
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SiXj, X9, « « + . , Xp, se presentan con gre--

cuenciasd 1, 42, o o « fp, nespectivamente, La
desviacibfn media puede escribirse como:

k
DM=7=161IX.{-X| =86 IX"XI:IX-«X[
N N
(2)

Esta forma es dtil para datos agrupados donde Las
diferentes X; nepresentan Las marcas de clase y
Las §;, Las éonnaépondienteé'5necuencia4 de cla
se. ipﬂicanemOA La §6amula (2) a La siguiente
tabla de distrnibucibn de frecuencias considernan
do que La X de estos datos obtenida de antemano
hesults sen 58.84.

Marca de frecuencias
s s Ix - x| § x-x|
cLase j 6j
64 5.16 6 30.96
61 2,16 5 10.8
5g .84 7 5.88
55 3.84 3 11.52
= 6. 34 4 27.36
N =25 86.52-=¢ |x-X|
DM ==§ X - X - 86.52 - 3.46
——g—" " o=

Ocasionalmente La desviacibn media se define como
desviaciones absolutas de La mediana u otro pro
ducto en Lugar de £a media. Cuando en Lugar =
de La media se utiliza La mediana, La desvia---
cidn media resulta minima.

Antenionmente se descrnibdid el procedimiento pa-
na obtenen Los valores de Los diferentes cuarti
Les de § eje X en un histograma.

Dichos cdlculos se hacen ahora necesarios panra
obtenen el nango semiintercuartilico o desvia--
eibn cuartilica que es una mds de Las medidas
de dispernsibn.

RANGO SEMT-
INTERCUARTI
L1co o
DESVIACION
CUARTILICA

4]
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EL nango semiintercuartllico de una serie de da-
tos se define por La f6rmula:

Q3 - Q3 en donde Q7 y Q3 4son el primen
Q = ——— 4 et tercek cuahtil nespectiva
Z mente.

Puesto que se ha elegido La media como medida OTRAS MEDI-
de La Localizacibn de un confunto de medidas, - DAS DE
una medida de vardiacién deberlfa indicarn qué tan DISPERSION
to se desvian de su media Las medidas de un con

funto. Para datos no clasificados correspon---

dientes a La f6rmula (1) Las desviaciones son

Xp - X, Xo - X, « . .., - X. Los valores de

X oniginan desviaciones po&&t&uaé y Los valonres
de X menores que X oniginan desviaciones negati
vas., Ya que 86Lo nos interesan distancias posi
fivas desde La media, es necesario usar Los va-
Lones absolutos de tales desviaciones o posible
mente sus cuadrados. (Ya que el cuadrado de
cualquier ndmero es sdiempre un ndmero positivoy.
Los valores absolutos presentan dificultades -
arnitméticas, pon Lo que se acostumbra toman Los
cuadrados de Las desviaciones y promediarkos.
AsL, una medida de La vaniacibn de un confunto
de medidas con respecto a su media estd dada -
por:

N
s

== 2
=1 (Xg = X

N

S{ un confunto de medidas ha sido clasigicado,
entonces el promedio de Los cuadrados de Las
desviaciones es:

k VARTIANZA
= X X )? 8"
g1 B X T ¢
N
La cantidad nesultante se demota con 42 Yy se
Leama varianza de muesira. AsL para H_toA no
aghupados:
N
(3) = (x, - X%?
=
s @ =




Y para datos clasificados:

(4) s (X, - X)" §

Puesto que La vardiacibn involucra Los cuadrados
de Las desviaciones, es un ndmero en unidades -
cuadradas. En algunos problemas resulta desea-
ble que Las cantidades que describen una disind
bucibn posean Las mismas unidades que el conjun
to de mediciones oniginales. La media satisfa-
ce este rnequisdito, perno La vandanza no; sdn -
embango, tomando La hafz cuadrada positiva de
La varianza, se obtiene el efecto deseado. La
cantidad nesultante que naturalmente esid repre
sentada por 5 se LELama desviacibn estdndarn. =
Luego, por degindicibn, La desviacidn esfandar
para datos no clasificados es:

N
s

(5) (x; - X)?
£=1

Y para datos agrupados:

(6)
= (X; - x)? $i

L=1

N

Efemplificaremos aquf La desviacibn estdndar, a
partin de una distrnibucibn de frecuencias.

DESVIACION
ESTANDAR
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Punto Medio Frecuencias Xi §4
X¢ 8.4

114.5 1 Il
124.5 4 498.0
134.5 17 2286.5
144.5 28 4046.0
1545 25 3862.5
164.5 18 2961.0
174.5 13 2268.5
184.5 6 1107.0
194.5 5 972.5
204.5 2 #05e
214.5 1 2l a5

120 18740.0

‘S(XJ 61) 18740
= = = 156.2
N 120

X = 156.2

0bsénvese que en La tabla sigudiente se Lncluyl
La media, dato necesario para La obtencidn de-
La desviacifn estdndar o desvdiaciln tipica.
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Pu.M:; Heddo F/Le%tfencxla X |xe-R | X, -2 |(xe-R 2,

1 A
114.5 1 -41.7 |1738.89 | 1735.89
124.5 4 -31.7 |1004.89 | 4019.56
134.5 17 -21.7 | 470.89 | 8005.13
144.5 28 11,7 | 136.89 | 3832.92
154,5 25 156,27 |~ 1.7 2.89 72,25
164.5 18 8.3 | 68.89 | 1240.02
174.5 13 15.3 | 334.89 | 4353.57
184.5 6 28.3 | 800.89 | 4805.34
194.5 5 38.3 |1466.89 | 7334,45
204.5 2 48.3 |2332.89 | 4665,78
214.5 1 5.3 |3398.89 | 3398.89

TOTALES = 120 43466.80
e (x; - X% 4;
N
43466.80
el 120
- \fsaz.zzs
5 = 19.03

EL método clave para La desviacibn esténdard es
m&s necomendable puesto que simplifica el mane-

jo de Ros datos.

DESVIACION
ESTANDAR
METODO LARGO
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Son necesarnios Los siguientes datos:

[%ci ij Fnecge}enu;a u.j-=Xi—A ujﬂi u?’ szﬂ
114.5 1 - 4 -4 |16 16
124.5 4 -3 -12 9 36
134.5 17 -2 -34 4 68
144.4 28 -1 -28 1 28
154.4 25 0 0 0 0
164.5 18 1 18 1 18
174.5 13 2 26 4 52
184.5 6 3 18 9 54
194.5 5 4 20 |16 §0
204.5 2 5 10 |25 50
214.5 1 6 6 |36 36
TOTALES =120 20 438

5 =¢ eujzgj- __sujﬁ.

i
N N

S10 \ [ 438 _(’zo 2
5 170 170,
<10 \[ 3.65 - .0277
=10 \ -3.6223
=10 (1.9032) = 19.03

DESVIACION
ESTANDARD
METODO CLAVE
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Una curva normal de grecuencias es aquellfa donde 3.1.5.
se cumple con: CURVA NORMAL

a). 68.27% de Los casos estdn comprendidos
entre X - 5 y X + 4
(Es decin, el valonr de La desviacidn --
tipica a ambos Lados de La media).

b). EL 95.45% de Los casos estdn comprendi-

dos entre
X - 25 y X + 25

(Es decirn, ef doble del valon de La des
viacibn tipica a ambos Lados de La media)

e). EL 99.73% de Los casos estdn comprendi-
dos entre X - 35 y X + 3.
(Es decin, el trniple del valor de La des
viacidn tlpdca a ambos Lados de La me--
dia)

X -2 X X+25
FIGURA No. 38 FIGURA No. 39

FIGURA No, 40



La siguiente tabla muestra el cociente de Lnie-
Ligencia (TQ) de 480 estudiantes de una escuela
primarnia. Se sabe que ef conjunZo de valores
se apega a una disdiribucidn noamal.

M area de
oot & |70(74| 78|82 (86|90| 94|98 (102 106|110 114|115 122 |126
Frecuencda | 4| 9l14|28(45|66|85|72| 54| 38| 27| 18| 11| 5| 2

(4)

Determinar el porcentaje de estudiantes cuyos
coclentes de inteligencia calgan dentrno del in-
tervalo:

al X + &

b) X + 24

c) X + 35

Para Lo cudl es necesario defeaminar:
a) La media ( X )
b) La desviacibn tipica ( & )

-S4 deseamos aplicarn Los mé€todos claves para La
obtencibn de Los valores anterniores (X y a), es
necesario onganizar el trabajo de La ALguAQnIQ
manena:

a) X = A + (( = fu)l o

o

o
n

)

G?%ﬁ%f

Para 5ac4£41an el tn%bajo obtenemos de antemano
datos como u, §uc, etec., ete. y Los concen-
tramos en una tabla como La que aparece a con--
tinuacdidn.
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X u § fu fu’
70 | - 6 4 -24 144
74 | -5 9 ~45 225
78 | - 4 16 -64 256
§2 | - 3 28 vy 252
6 | - 2 45 90 180
90 | - 1 66 -6 66
A=l 94 0 §5 0 0
98 1 72 72 72
102 2 54 108 216
106 3 35 | 114 342
110 4 27 108 432
114 5 18 90 450
118 6 11 66 396
122 7 5 35 245
126 8 2 16 128
Ne= §=480 sfu=236 | squ’=3404

a) X=A+e¢ (Egu) =94 + 4 (236) = 95,97
7350

5
[
L[}
o
-""\
S
S
s
U}
=
r~
]

4 [ 3404 - (236 Z

4 Veé.8499 = 10.47



Una vez obtenddas La X y &, podemos determinan
Los porcentajes de alumnos que caen en cada uno
de Los Antervalos requernidos:

al. X + &

(88-85.5) (45)+66 + 85 + 72 + 54 + (106.4-104)38 4 327.9

4

b). X + 24

95,97 + 10,47 da un intervalo de §5.5 a
106.4.,

EL ndmero de cocientes de inteligen
cela en este intenvalo es:

4

Expresado Lo anterion en %:

327.9
750 - [68.31%

Lo que significa que el 68.31% de
Los estudiantes tienen un cocdiente
de inteligencia dentro del interva-
Lo

§5.5 - 106.4
95.97 + 2(10,47) da et intervalo
75.0 - 116.9

EL ndmerno de cocientes de Lnteligen
cia en este intenvalo es:

V6-75) (9)+16+28+45+66+85+72+54+38+27+18+(116.9-116) 11
= ——

cl X + 35

= | 453,725

Expresado en %:

453.725 | 44 544
480

Esto sdignifica que el 94.52% de Los
estudiantes tienen un coeclente de
inteligencia del intervalo
75 - 116.9
95.97 + 3(10.47) da et intervalo
64.6 - 127.4

EL ndmero de cocientes de inteligen
cia es:
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"Los porcentafes de (al,

480 -
4

Expresado en %:

479.7

= 99.93%
480

(128-127.4)

(prhcticamente el 100%)

2

= 479.7

Esto sdignifica que el 99.93% de Los
coclentes intelectuales de dichos -

afumnos estdn dentro del intenvalo

64.6 -

127.4

(b}, y (c]) estdn de

acuerdo con aquellos que cabrfa esperarse de
una disirnibucibn nonmal, es decin, 68.27%, -
95.45%, y 99.73%, respectivamente.

Porn tanto, podemos afirmarn que La curva de dis-

inibucibn del problema anternior, corresponde a

una CURVA NORMAL.
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FIGURA No. 41
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Una caractertfstica md&s de una CURVA NORMAL es -
que en ella deben coincidin MEDTA, MEDIANA y -
MODA; calculando dichas medidas en nelacibn al
problema anternion del polfgono de frecuencias -
de coclentes intelectuales de Los alumnos de -
una escuela, Ltenemos:

X = A+ (= fu) o = 94+ (236), = 95,97
N 480
X-1i+ (8. = ¢
7 - 1
§ med.
(480 - 168)
1.5+ ~ 7 4 =| 94,85
§5
X = L+ | 1 1o =
1t 2
91.5 + (__19 ) , = |93.87
T9 + 713

Obsénrvese que en el pollfgono de frecuencias co-
nrnespondiente han sido Localizados dichos valo-
res y que Los tres codlncidan en el mismo Anter-
valo.
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