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INTRODUCCION

El uso de los mifmeros asi como las ideas de exten
sién, de situacién y de forma son tam amtiguas como el hom-
bre mismo.

Y, sin duda la Matemdtica tieme sus origenes en -
las recesidades de éste, Pero, una vez em marcha, bajo la -
presidéa de las aplicaciomes necesarias, dicho desarrollo gz
va impulsce em sf mismo y trasciemde los confines de uma uti
lidad immediata.

Hay quiem piemsa que la Matemdtica es uma cieamcia
a2 la cual peeo queda per investigar y que solo debem busear
se aplicaciomes, pero mada mds lejos de la verdad., E1 hem-
bre mecesita cada dfa méde de la Matemdtiea, pues gracias 2
slla ha poedido realizsr gramdes proezas, como el llegar a -
la luma, pemer satélites em 4rbita, etc.; ha lograde tam—
bién que el hombre disfrute mejar su existencia preporeio——
pfndele satisfactores tales come el teléfomo, la televisiém,
el avién, ete.; ha eemstruido mdquimas que le facilitem el-
trabajo (computadoras, lavadoras) y ha logrado superar mi-
chas enfermedades; as{ desde el momento misme en que a la -
rams. del comecimiento se imtroduce el empleo de los mimeros,
mo tarde la Matemftica em hacer ver su utilidad. Pero como-
toda ciemcia, em el precese de su gradual desemvelvimiento-—
y formaciém, desde que fija las primeras y mfs simples no—-
ciones hasta que se comstituye em un sistema de verdades In
timamente relaciomadas y demostradas por la experieacia, a-
traviesa por uma diversidad de fases que si se estudian de-
tenidamente pueden servir de gufa Ytil al maestro para su -
aplicacién a la diddctica. Ello me ha hecho tratar de easbo-
zar ua desarrello histérico del proceso en que la Ciemcia -
Matemdtica fue comformdmdese a través del tiempo, con las -
apertaciones de gus inveatigadores. Em algunos casos se sa-—
crificard la secuencia cromolégica de los conceptos con el
fin de facilitar la compremsién de los mismos. Sim embargo,
los campes de la Matemdtica a que hago referemcia er el --



desarrollo del tema, no representan la totalided de ellosy-
todos sabemos que actualmente el mndo estd envuelto en un
torbellino de nmeros, prueba de ello som los pueblos mfs—
adelantados de la Tierra, en los que predomina el conocli—
riento matemdtico en todas sus fases.

Creo sinceramente que todo profesor que tenga un
conocimients lo mds completo posible de la Matemdtica, sa-
brd transmitirla mds fdecilmente y he elegido este tema pre
cisamente para tratar de ampliar y afirmar mis conocimien-
tos, deseando a su vez que este trabajo sirvae para consul-
ta y aclaracién de posibles dudas; ya que considero gue en
la medida en que nos superemos los profesores, se supera——

rdn los alumnos.



CAPITULO 1
PLANTEAMIENTO GENERAL

Segin Pugh, la imvestigacidém es "uma imquisicidm
seria y diligemte, con um prepésito clare: averiguar les -
heches, formlar uma hipétesis, probar uma teeria existem—
te, arrejar mueva luz sebre um punto de vista estabiecido,
gemar perspectiva histérica, establecer estadisticas vita-
les, compremder urn feadmeme f{sico, o imterpretar los re-
sultades de etres per medie de la orgamizaciém y la simte-
gis del material para apeyar uma cemclusidéa".

Para tode trabajo de investigaciém se requiere -
del plamtesmiento de un problema, seguide de uma o varias
hipétesis.

Problema es um amtecedemte para la elaboraciém —
de un trabaje de investigaciém, que sirve como medie para
deseribir los ebjetivos, el eentemide y el precedimiemto —
& seguir. Y, come problema es uma pregunta que nes hacemes
sobre alge que descemecemes, me he plamteade la siguiente
interrogante:

»;HA PERMANECIDO ESTATICO EL OBJETO DE ESTUDIO -

DE LA MATEMATICA, EN EL TRANSCURSO DE SU HISTO--

RIA?®

He elegide este preblema perque eormsidere que al
resolverse, se logrard la umificacién de la emssfiamza de -
la Ciemcia Matemdtica.

Segin el dicciomario de la Lengua Espafiola, la -
hipétesis es "la suposiciém de una cesa, sea posible o im-
pesible, para ebtemer de ella uma cemsecuencia”.

Podemos decir tambiém que hipétesis es una res——
puesta teatativa a2 um problema prepueste, sia saber ain si
es cierta o meo.

Para reselver el anterior problema, he formlado
la siguiernte hipétesis:

"LA CIENCIA MATEMATICA HA EVOLUCIONADO"

Surge dicha hipétesis debide a que el moetor de -
las imvestigaciomes de los matemdtices ha varizdo en el -
correr del tiempo,



Considero que para el desarrollo del presente

trabajo, los objetivos a alcanzar son los siguientes:

1l.- Analizar el proeeso en que la Ciencia Matems
tica fue forjdndose a través del tiempo, com
les aportaciones de sus investigadores.

2,- Describir la evolucién del pensamiento cien—
tifico y las necesidades 1e las distintas so
ciedades o pueblos, que hacen posible el de-
sarrollo de la Matemdtica.

3.~ Comprobar que la Giencia Matemdtica ha ido—
avanzando con el paso del tiempo.



CAPITULO 2
NUMEROS, NRUMERALES Y SUS OPE
RACIONES

2.1 CONCEPTO DE NUMERO

El idiera y el nimere somn des creaciomes maravi-
llosas del hembre y tan importamtes que puede decirse, sin
temor a equivocarse, que la medida del desarrolle de su -
uso, marca la medida del desarrelle de la eivilizaciéna,

Ademds de su aspecto légice, el mimero tiene wun
aspecto mistico que se perpetia entre buen afmere de nues-
tros comtempordneos.

El concepto de nimero fue una de las cosas que -
nds trabajo costé al hombre defimir, debido a que es uma -
abatraccién, Para llegar a €1 es necesario deaprender de -
los objetos sus caracterfsticas inheremtes para poder cem—
pararlos cem otros, quedamdo em esemoia uma idea que los -
una, por ejemple: emtre comnjuntos de amimales, piedras, —
frutos, etc., parece mo existir mimguma caracter{stica co-
mie que los relaciome, pere si observamos detenidamente —-—
nos emcomtrames eon que el hombre pudo hacerlo desde 12 an
tigtiedad a través de la comparacidm cuantitativa (aparean—
do los comjuntos, pudo distimguir si um conjunto temfa mds
0 memos elemeatos).

El apareamiento que comsiste em hacer correaspomr-
der a cada elemento de un conjumto, un elemento del otro -
oonjunto, es uma de las dos técmicas bdsicas de la Matemd-
tica y es la que llevé al comcepto de cardinalidad o de nd
mere natural, es decir del mimere que utilizé para comtar.

La segunda técnica elemental de la Matemdtica es
el cemso, por medio del cual el hombre soluciens el proble
ma de dar un ordem a las coses.

Se dice que el apareamiento solo es incapaz de -
fundamentar a la Aritmética; sl no se supiera ordemar a -
los objetos, es decir, disponerlos segin la sucesién natu-
ral, auestra mentalidad serfa la de las tribus salvajes. -
Ag{ macié el comcepto de mimero ordimal.

Come comsecuencia de hacer corresponder los de-

= =

41891



dos- (0 partes del cuerpo) en un orden invariable, con los-—
elementos del conjunto que se trata de contar, la memoria-—
fija el resultado, lo liga con la palabra que designa el -
dedo (o parte del cuerpo) y acaba, esta palabra, por signi
ficar un mimero.

Una vez que el hombre hizo uso del mimero, tuvo-—
necesidad de representarlo y para ello se valié de infini-
dad de simbologias(numerales,)El tratar de operar con di—
chos numerales dio origen a diferentes sistemas de numera-
cién.

2.2 SISTEMAS DE NUMERACION

Muchos hen sido los sistemas de numeracién que =~
ha empleado el hombre. Cuando y donde el dominio del hom—
bre sobre el medio es débil, su sistema de mumeracién re—-
fleja su ineptitud.

El hablar y el contar fueron simultdneos; junto-—
a los primeros sistemas de escritura conocidos (sumerio ¥y
egipcio, siglo IV a.C.), aparecieron también los primeros-
sistemas de numeracién, los cuales tienen por base el n¥me
ro diez o un n¥mero relacionado con é1: 5, 20, 60 .... 1lo
que nos hace pensar que los dedos de las manos son el re--
curso auxiliar mds antiguo. EBjemplos de dichos sistemas —-
sons

Ia pumeracién en la Mesopotamia que era sexagesi
mal, sistema que todavia hoy utilizamos en la medida de —-
los 4ngulos y del tiempo,

Ia numeracidén de los egipcios fue por medio de -
jeroglificos. (IN9 & feoN.

Los principales problemas al crear un buen siste
ma de numeracién son dos: los simbolos que se usarén para-
la escritura de cualquier mimero y la difieultad o faeili-
dad de operar con ellos.

Respecto al primer problema, es necesario un mi-
mero limitado de simbolos para poder conocerlos todos, no-
importa cuan grande o pequefia sea la cantlidad que haya de
representarse.

Los nombres y los_s{mbolos para los mimeros se =
llaman “numerales”, es decir, los numerales son los que -~



escribimos o promunciamos cuando nos referimos a los mime-=
ros.

El segundo problema es que la simbologia elegida
nos permita operar con facilidad, por ejemplo, el sistema-
de numeracién maya tiene un ndmero limitado de gimbolos —-
(0'—:=E¢), pero a pesar de lo limitado de su simbologia
no es fdcil realizar operaciones con ellos.

Los sistemas de numeracién pueden ser posiciona-—
les y no posicionales; en los primeros, se toma en cuenta-
el lugar o posiclién que ocupae una cifra dentro del numeral
y cada aimbolo adquiere dos valores: uno abesoluto (dado —-
por el simbolo en si) y otro relativo (de acuerdo con el =
lugar que ocupae en el numeral). Los no posicionales no te-
man en cuenta el valor relativo (por ejemplo el sistema —~
egipcio). Analizando estos sistemas vemos que los poasicio-—
nales son los "mejores® sélo que para estructurarlos fue =
necesarlio que el hombre llegara al concepto del cero para-
poder indioar carencia de unidades de un cierto ordemn. Por
ello su descubrimiento propicid un gran avance en la Mate-
mdtica y corresponde a los mayas y a los inddes tal proeza.

Hoy en die un sistema de numeracién posicional =
podemos crearlo con dos o mds elementos, siempre y cuando-
uno de ellos sea cero. El mimero de elementos tomado da lo
que llamamos base del sistema y asi podemos hablar de un -
sistema binario (dos elementos), quinario (cinco elementos)
decimal (diez elementoé), etc. Este Wltimo es el aceptado-
mindialmente, aunque el binario ha sido de.gran utilidad -
en las Yltimes décadas, aplicado al diseflo de computadoras
electrénicas,

Por Yltimo, el hombre llegd al concepto de nuime-
ro, definido a través de axiomas.

Ya Buclides (siglo IV - III a.0.), maestro de Ma
temdtica en la escuela de Alejandria, habfa construfdo su-
geometria utilizando un método axiomdtico, es decir, comen
z6 por emunciar una serie de verdades que le parecfan evi-
dentes por si mismas y que aceptaba sin demostracién pre--

via.



A partir de ellas, las reglas del razonamiento -
por si solas proporciondbanle todo lo demds. A estas verda
des evidentes las llamamos "axiomas".

El italiano Giuseppe Peano (1858-1932), utilizan
do este método (mds perfecto y acabado) definié al mémero-
natural; es decir, con una serie de axiomas aclaré qué se-
entiende por mfimero natural y qué reglas estdn permitidas-—
en el conjunto de los ndmeros naturales, y con una teorfa-
formalizada opuso frente a una teorfa intuitiva,

Los cinco axiomas de Peano:

Axioma 1: 1 es un ndmero natural.,

Axioma 2: Todo n¥mero natural n tiene asociado -

en ung forma unica otro nvmero n' lla-
mado sucesor de n.

Axioma 3: El mimero 1 no es sucesor de ningin ny
mero natural.

Axiome 4: Si dos mimeros naturales tienen suceso
res iguales entonces, asimismo, son —
iguales.- Esto es, si n' = m', enton—
ces n = m.

Axioma 5: Supéngase que M es una coleccidn o un-
conjunto de mimeros naturales con las-
propiedades:

(1) 1 estd en M
(ii) n' estd en M siempre que n esté =
en M.
Entonces, la coleccién M consiste de =
todos los numeros naturales.

2,3 OPERACIONES CON NUMEROS NATURALES

Los pueblos de la antigfiedad, aun con sus siste—
mas de nmumeracién primitivos, lograron efectuar las opera-—
ciones fundamentales y todavia mds, los sumerios por ejem-
plo, tenfan tablas de multiplicar, de dividir, de poten—-
cias cuadradas y cdbicas, as{ como extracciones de rafces—
cuadradas y cubicas.

Llamamos a la adicién, sustraccién, multiplica—-
cién, divisidén, potenciacién y radicacién de mimeroa natu-



rales "operaciones",
2+3e1 ADICION Y SUSTRACCION

La adicidén es una operacién que combina un pri--
mer nimero con un segundo mimero para dar un n¥mero. Llams
mos 8 los dos primeros sumandos y al resultado suma. Ejem—
plos

3 + 2 = 5

sumando sumando suma

Por ello se dice que es una operacién binaria ——
(una operacién binaria es aquélla que asocia un solo ele-—-
mento por cada dos elementos cualesquiera de un conjunto -
dado).

La adicién surgié de la necesidad de resolver --
problemas como: 5 + 2 = ? y tiene las siguientes propieda
des:

la, Cerradura: Para todo mimero a,b,c, elementos

de los naturales, a + b = ¢,

2a., Conmitativa: Para todo mimero natural a,b, =

elementos de los naturales, -—
a+b=D>o+ a.
3a. Asociativa: Para todo ndmero a,b,c, elemen—
tos de los ndmeros naturales --
(a+b)+c = a+(b+c),
48, Elemento Neutro o Idénticce: Para todo ndmero
a, elemento de los mimeros naturales, existe
0, que también pertenece al conjuntc de los-
naturales, tal que a + 0 = a.

La sustraccién es una operacién binaria que com-
bina un primer mfmero con un segundo mfmero para dar un nd
mero. El primer mimero es la suma de los otros dos. Ejem—-—
plo:

5 - 3 2

suma sumando sumando

Esta operacién le sirvié a2l hombre para solucio-
nar problemas de la forma 7 + ? = 15, en la cual se desco-
nooe un sumendo y para encontrarlo debemos cambiar a la -
forma:

> 9 =



15 - 7 = ?
minvendo sustraendo . diferencia
por ello, a la sustraccién se le conmsidera como une opera-—
cién inversa a la adicidn y sélo tiene solucién con mfimez—
ros naturales cuando la suma (minuendo) es mayor o igual -
al sumando conocido (sustraendo).

La sustraccidén en el conjunto de los mimeros ns-
turales no presenta las propiedades de cerradura (8-15= un
mimerc no natural); conmutativa (8=5 ¥ 5-8); ni asociativa
(3 -1 46- (1)),

2¢3.2 MULTIPLICACION Y DIVISION

La mltiplicacidén y la divisién también son ope-
raciones binarias, es decir, operaciones que combinan un -
primer mimero con un segundo mimero para dar un mimero, En
la mltiplicacién llamamos a los dos primeros, factores y
al resultado, producto. Ejemplo:

5 x 7 = 35

factor factor producto

En la divisién, el primer mimero es el producto-
de los otros dos:

15 H 3 = 5
producto factor factor
Esta operacién soluciona prodlemas de la forma:

3 x ? = 15

en la que se desconoce un factor y para encontrarlo cambia
mos a la forma:
15 $ 3 ?

dividendo divisor cociente

La divisidén es pues una operacién inversa a la —
miltiplicacidn y sélo tiene solucidén dentro del conjunto -
de los mimeros naturales cuamdo el dividendo es mfltiplo -
del divisor: 8 : 2 = 4 porque 2 x 4 = 8,

La mltiplicacién puede interpretarse también co
mo una adicidn abreviada, cuyos sumandos son iguales: -
3x4 =4+ 4+ 4.

Las propiedades que presenta la maltiplicacidn -

s0n:

-8 =



la. Cerradura: Si a,b,c, pertenece al conjunto -
de los mimeros naturales, enton--
ces a . b=c.
2a, Conmtativa: Si a,b, pertenece al conjunto -
de los mimeros naturales, enton
cesa.b=D>b, a,
3a, Asociativa: Si a,b,c, pertenece a2l conjunto-
de los nimeros naturales, enton-
ces a(be) = (ab)ce.
4a, Elemento Neutro
a Idéntico: 8i a pertenece al conjunto -
de los mimeros naturales =
existe 1 que pertenece al —-
conjunto de los mimeros natu
rales, tal que a . 1 = a,
5a, Distributivas Si a,b,c, pertenece al conjun-—
(con respecto to de los mimeros naturales, -
a la adicién) entonces a(b + ¢) = ab + ac.
2¢3¢3 POTENCIACION Y RADICACION
Cuando tenemos una miltiplicacién en la que to--
dos los facteres son iguales, por ejemplo: 2 x 2 x 2, pode
mos sustituir esta expresién por 2” en domnde el factor que
se repite se llama base y el nuUmero de veces gque dicho fag
tor se repite se denomina exponente, Asi at=s .2 .a. s,
Bsta operacién llamada potenciacién, desempefia -
con relacién a la mltiplicacién un papel comparable al =——
que ésta desempefia con relacién a la adicién. Ley de forma
cién de las potencias de n:

n2 =n (n) _n3+1 = n3 (n) = n4
ntl - n? (n.-)=n3 n4*l o 4 (n) = n’?
na+1 = na (n) = nad-l

Una observacidén miy importante es gque todo mime-
ro elevado a la potencia uno nos da como resultado el mis-
mo mimero al = a y todo nimero elevado a la potencia cero-
nos da como respuesta la unidad: a® = 1. Hediante 1a obser
vacién de la ley de formacién de las potencias de n pode-—

-9 =



mos llegar a establecer que:

a =8 y a =1
La ley dice: aR*l o g0 (a)
Paran =1 Paran =0
al'l-l L al (a) &0+l e aO (B)
a2 = al (a) al = ao ()
(2) (a) = et (a) a=al (a)
1, , 0
(a) (a) = (&) (a) a=a (a)
a a a a
o. e & = a.l .. . 1 = ao

Si analizamos veremos que una de las operaciones
inversas de la potenciaecién es la radicacidén (la otra es -
la logaritmacidn), la cual resuelve problemas de la forma:

2exponente
? = 9 segunda potencia de ?
base
Pars encontrar la base transformamos a:
El 2 en la rafiz fndice

cuadrada, no se i/ E] = ? relz

acostumbra es—— SIS e,

cribir,

Esta operacién sélo tieme solucién dentro del -
conjunto de los mimeros naturales cuando el subradical es-
cuadrado de un mimero natural si el Indice es 2, cubo de =

un ndmero natural si el fndice es 3, etec. Ejemplos —
Vie = 4 porque 4 x 4 = 16
3

\/27 = 3 porque 3 x 3x 3 =27



2.4 UPERACIONES CON NUNMEROS ENTEROS

Hemoe definido las operacicones de adicidén, sus——
traceién, multiplicacidn y divisién dentro del conjunto de
los mimeros naturalee y podemos darnos cuenta que mediante
el uso de sus propiedades resolvemos ecuaciones tales como:

6 (a+4)="54; 3a+2=14;

(26 :(a-2))8=32;x+10=20;

X+1l=4;x+1=33x+1=2;x+1=1;-
etc.

Pero hay michas ecuaciones que aunque sean mds -
sencillas que algunas de las anotadas, no pueden resolver-
se si solo se conoce el conjunto de los mimeros naturales;
por ejemplo: X +1=0;3x+2=0;x+ 3=0; etc.

En el conjunto de los mimeros naturales, no exis
te ningdn ndmero que sumado a 1 dé O; que sumado a 2 dé 0;
etc.

Cuando el hombre tuvo necesidad de resolver ta--
les ecuaciones, surgié el nmimero negativo y con 61, el con
junto de los nmeros enteros.

Entre el tiempo en que se inventaron los ndmeros
naturales y aquél en que se inventaron los mimeros enteros
padaron mds de 10 000 afios, y aunque cronoldgicamente el -
hombre no llegé primero al concepto de mimero negativo, lo
trataremos antes que a los racionales.

Si el hombre inventa nuevos mimeros, indica qué-
propiedades tienem, cémo se van a llamar y cémo se van a -
representar y asf cémo cada ndmero natural satisface una y
s80lo una de estas ecuaciones:

X=0=20;x=-1=0;x-2=0 ...

Para resolver las ecuaciones:

xX+1=0;x+2=0;x+3=0.,.utiliza-
mos a los mimeros -1 , =2 , =3 . . . ¥ estos mevos nime--
ros junto con los mimeros naturales, forman el conjunto de
los ndmeros enteros,

Z = [0, 1, -l, 2, —2, 3, -3, 4" -4 . . o}

= 11 =



Liamamos a -1, -2, -3, .... enteros negativos, -
¥y a2 los nimercs 1, 2, 3, .... enteros positivos. Cero es -
un entero; peroc no es ni positivo ni negativo.

El conjunto de los mfmeros enteros puede repre—-—
sentarse al igual que el conjunto de los naturales sobre -
una recta a la que se da el nombre de "recta numérica" o -
“eje mumérico”.

Recta Numérica: cada punto representa un entero,

= =2 = 0 1 2 3
y, para cada nimero entero a, existe un mimero entero ——
(-a), tal que a + (=a) = 0. Este mimero se llama el "inver
so aditivo de a", a y -a también se llaman siméiricos.

a s = P

Al iguel que con los mimeros naturales, una vez-
inventados y representados los mimeros emteros, podemes =
operar con ellos.

2.4.,1 ADICION Y SUSTRACCION

La adicidén de mimeros enteros tiene las mismas -
propiedades que la adicién de n¥meros natursles, mds la —
propiedad nueva gque enunciamos anteriormente, es decir:

Si a,b,c, son nimeros enteros, entonces:

a+b=c Cerradura

a+b=Db+a8a Conmatativs

(a+b)+c = a+(b+e) Asociativa

a+0=a Elemento Idéntico-
o Neutro

a+ (-a) =0 Elemento Inverso o

Inverso Aditivo

Estas propiedades son las gque nos permiten efec-
tuar adiciones y sustracciones con numeros enteros. Por —
ejemplo:

Ya que (-3) + 3=0 y 7 =4+ 3, entonces:

T+ (=3) = (4+3) + (=-3)
=4+ (3+ (—3)]
=4 + 0
= 4



Si definimos a las operaciones de adicién y sus+
traccidn de enteros semejantes a como las definimos con na
turales, tendremos:

Ia adicién de enteros es una operacidén que combi
na dos enteros llamados sumandos, para dar un entero, su -
sums.

La sustraccidén de enteros es una operacién que -
combina dos enteros, la suma y un sumando, pars dar un en-
tero, el otro sumando.

Si: 8 + (=5) = 3

=> 3-8=-5

y 3-(5)=28

Como puede observarse, restamos un n¥mero de —
otro para encontrar el sumando gue falta. Restar 4 de 10
es encontrar qué mimero debe sumarse a 4 pars tener 10 y
ya ques

4 +6=10 => 10 -4 =6

Restar (-4) de 10 es eéncontrar qué mimero debe
sumarse a (—4) para tener 10 y ya que:

(=4) + 24 = 10 => 10 - (-4) = 14

2 o4.2 MULTIPLICACION Y DIVISION
La multiplicacidén con mimeros enteros presenta
las mismas propiedades mencionadas con anteriorided para
los mimeros naturales, es decir:
Si a,b y ¢ son mimeros enteros, entonces:

ab = ¢ Cerradura

ab = ba Conmtativa

(ad)e = a(be) Asociativa

a (1) =8 Elemento Idéntico
a (b+c) = ab + ac Distributiva

Para entender la multiplicacién y la divisién de

enteros, debemos recordar que:
1o. El1 productc de cualquier entero y cero es -

g0 ax0=0 a = ndmero enteroc
20. St sumamos un entero con su inverso aditivo,
1a suma sexrd cero a + (-a) =0

- 13 -
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Asf, para resolver: 3 x (-5)

Pensamos: 3x (~5) = -15
Si probamos que: (3 x.(-5)j~+ 15 = 0
Entonces: (3x(-5)] +15= [31(-5)] +(3x5)
= 3(=5 +5)
= 3 (0)
=0

Como ciertamente [3x(-5)] +15 = 0 =>3x(-5)=-15

S1 definimos a la mltiplicacidén de enteros como
una operacién que combina dos enteros llamados factores pa
ra dar un enteroc llamado producto, entonces la divisidén de
enteros es una operacién que combina dos enteros, el pro—
ducto y un factor para dar un entero, el otro factor, es =
deeir:

st (-3} (-4) =212

entonces: 12 ¢ (=3) = -4

y 12 s (~4) = =3

£5{ pues, dividir 12 : (-3) es encontrar qué nd-

mero debe multiplicarse con (-3) para obtener 12.
2.4.3 POTENCIACION Y RADICACION

La potenciacién y la radicacidn de enteros siguen
las mismas leyes gue con los naturales y pdlo observaremos

que:
a) Todo ndmero entero elevado a una potencia par

serd siempre un entero positivo.
(-2)% = (-2) (-2) = 4 (-2)*=(-2)(-2)(-2)(-2)=26
2 =33 =9 3*=(3)3)(3) (3 =B
b) Todo mimero entero elevado a una potencis im-
par, tomard el signo del mismo mimero,
(-2)% = (=2)(=2)(-2)(-2)(-2) = -32

33 = (3) (3) (3) =27
¢) Ia rafz de cualquier entero positivo con indi
ce par, tiene dos soluciones, una positiva y otra negativa.

Vo =1t 3 Vs - e

- 14 -



d) La rafz de un mimero negativo no tiene signi-
ficado en este conjunto, cuando el Indice del radical es -
par, ya quet” V-9 = No existe ningin mimero entero que-

miltiplicado por si mismo nos de -
-9  (3) (3) # -9
(=3)(-3) # -9

2,5 OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Cuando el hombre tuvo necesidad de resolver pro-
blemas de la forma 15 : 4 = ? se dio cuenta gue el resul-
tado no podia representarlo con un mimero entero. Si a —
ello agregamos la necesidad de conseguir una mayor preci~-
sién en la medida que la que se tieme si 80lo se manejan -
némeros enteros, se comprenderd fdcilmente la extensién de
los sistemas numéricos a algo mAs que el mero contar, y --
surgen los ndmeros racionales, frecuentemente llamadoe —
fracciones comunes.

Los babilonios, egipcios y griegos, dejaron prue
bas de que conocfan las fracciones. Cuando Juan de Iuna —-—
tradujo al latin, en el siglo XII, la Aritmética de Al-Jua
rizmi, emple$ fractio para traducir la palebra drabe  -—-
al-kase, que significaguebrar, romper.

Asi, el conjunto de mimeros racionales quedd$ for-
ma2do por mimeros de la forma _a donde a,b nimeros enteros

con b # 0, es decir, los mimeros racionales son el cocien-
te de dos ndmeros enteros, o bien, pueden representarse co
mo razones de numeros enteros.

Las seis operaciones y sus propiededes definidas
con mfimeros enteros, se cumplen con los mimeros racionéles,
asi como otras mmevas.

Propiedades de la Adicién y Multiplicacién de Fd

meros Racionales.
PROPIEDAD OPERACIOR

Dedos los racionales

a e e Adicién Multiplicaciék
O T

-15 -
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La propiedad de la deasidad sefiala que; “emtre -
dos mmeros racionales cualeaquiera siempre existe um ter-

cero®, esta propiedad impide gque un mimero raciomal sea sm
cesor de otro.

=0 iE 5 3 :
ic 8 4 2

Las propiedades de ordea mos marcan:

1) Para dos raciomales cualesquiera a y b, es —-
verdadera una y sélo uma de las afirmaciomes a>b, a = b,-
a<b., (ley de Tricotomfa).

2) DeaLbyb<gc se tiene a € ¢. En forma se-
mejante, a < b y b§c implica que a < ¢. (la desigualdad e
es tramsitiva),

Las reglas para la resolucidén de las operaciones
con fracciores datam de la época de Arybhata, siglo VI y -
Bramagupta, siglo VII; aumque un estudio mds amplio y sis-
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temdtico lc hicieron Mahavira, siglo IX y Bhdskara, siglor
XII. Diches reglas son las mismas que se emplean actualmen
te y que no damos por razones de espacio.

2.6 NUMEROS IRRACIONALES

Al medir, el hombre descubrié que los segmentos-—
AB y CD, que son miltiplos de uma misma unidad, son conmen
surables entre si,

Ejemplo: Consideremos los segmentos AB y CD de 3
Y 4 unidades, respectivamente. La medida de AB serd 3/4 —-
cuando CD se tome como unidad; pero la medide de CD sers -
4/3 cuando AB se tome como unidad:

A L '} [ i— I i i I

2 B c D

En general, si dos segmentos AB y CP miden m y n
unidades respectivamente, si AB se toma como unidad, la me
dida de CD serd n/m; pero sl la unidad es CD, la medida de
AB viene a ser m/n,

Una vez escogida la unided, los segmentos conmen
surables con ella tiemen por medida una fraccién o ndmero-
racional; pero encontramos que también existen segmentos -
inconmensurables con la unidad., Por ejemplo, los Piltagdri-
cos descubrieron que la diagonal de un cuadrado es incon—
mensurable con el lado del cuadrado. Si el lado del cuadra
do se toma como unidad su diegonal mide: V2 = 1.41421.35623
«eey Al que se le llama nfimero irracional porgque se escri-
be con una infinidad de cifras a le derecha del punto, que
se suceden irregularmente, sin que se presente jamds un P8
rfodo que se repita a partir de cierto rango.

'3

-
Asi pues, a los segmentos inconmensursbles con -
la unidad corresponden nuestros modernos mimeros irraciona
les, definidos en forma de frﬁgcidn decimal no periddiea,
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En lenguaje moderno : “si un ndmero no es el cuz
rado de un mimero racional, su rafz cuadrada es un ndmero
irracional®.

Y, en particular, scn irracionales las rafces --
cuadradas de mimeros irracionales, porque éstos no son el-
cuadrado de ningin nimero racional (ya que los cuadrados -
de nimeros racionales deben ser racionales).

También son irracionales las raices cuadradas de
los numeros racionales que no son cuadrados perfectos (eug
drados de otros mimeros racionales).

RonaUEREty \/E__ fuera racional, tendriamos:

. 2 2
\/i"= n . DB (2) - m
q n q n n2

Lo que contradice la hipétesis de que p no es el

cuadrado de otro mimero racional o la razdén de dgs ndmeros
cuadrados.

En general: "si x no es la potencia enésima de -
un mfimero racional, entonces \e/§_— es irracional" (m, en

tero > 2).

Y, en particular, son irraecionales las raices e-
nésimas de nmdmeros irracionales,

Hay, por supuesto otros mimeros irracionales:

_ G
1l = 3.14159... 4 = 1.57079...

e = 2,71828...

A los nmimeros irracionales que no son raices de-
una expresidén algebraica, por ejemplo 7 , se les llama -——
trascendentales y los que son rafices reciben el nombre de-
algebraicos, ejemplo: la ralz de la ecuacidén x2 = 2.

Si observamos una recta numérica, no es may difi
cil demostrar que existe un nimero infinito de puntos que-
no corrésponden a mimero racional alguno, estos puntos -—-—
corresponden a los irracionales.

- 18 -



5/ |

0 1\VZ- 2

Para explicar mejor estos mimeros irracionales -
se estructuré la Teoria de las Cortaduras, cuyo autor_es -
Dedekind (1831-1916).
Dedekind, llama cortadura en el campo de los ni-
meros racionales a cualquier clasificacién de éstos en dos
clases ¢ y ¢', que verifiquen las siguientes condiciones:-
1) Existen mimeros racionales en ambas clases ——
(clases no wvacias).

2) Un ndmero racional estd inclufdo solamente en
una de las clases y no existe racional alguno
perteneciente simultdneamente a las dos cla—-

ses (clames completas).

3) Cualquier mimero de la clase ¢ es menor que -
cualquiera de la clase ¢' (clases ordenadas).

En toda cortadura puede ocurrir uno y solo uno =-

de los tres casos sigunientes:

a) Existe un elemento méximo en la clase infe——-
rior (c) que pertenece al conjunto, Este ele-
mento mdximo seria mayor que cualquier otro ~
elemento de la clase inferior (c).

b) Bxiste un elemento minimec en la clase superior
(¢') que pertenece al conjunto. Este elemento
minino serfa menor que cualquier otro elemen-—
to de la clase superior (c').

¢) Fo existe en el conjunto un elemento miximo -
de la seccién inferior, ni un elemento mfnimo
de la superior.

En este Ultimo caso la cortadura se identifica -

con el mimero irracional.

2.7 NUMEROS REALES
El sistema de los nuUmeros naturales es un subcon

- 19 -
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junto del conjunto de los ndmeros enteros, éstos a la vezy
se encuentran incluidos en el conjunto de los mimeros ra--—
cionales y éstos con los irracionales forman el conjunto -
de los NUMEROS HEALES.,

Gréficamente los podemos representar con un dia-
grama de Venn-Euler.

I 3

REALES
El conjunto de los ndmeros reales satura la rec-—

ta numérica,

En cierto sentido, hemos completadc el desarro—-
1lo de nuestro sistema de ndmeros, porque tenemos shora un
conjunto de mimeros que estd en correspondencia biunivoca-
con el conjunto de todos los puntos de una recta numérica.
Lo mimeros estén ordenados de acuerdo con su posicién en—
el eje mumérico. Podemos sumarlos, restarlos, maltiplicar-
los o dividirlos (excepto con Q) y los mimeros resultantes
estdn en la recta numérica. Hallamos que todas las propie-
dades anotadas para los demds conjuntos se verifican para-
los reales.

2,8 NUMEROS COMPLEJOS

Si queremos resolver la ecuacidén de segundc gra-
do: x2 + 8 = 4x, nos encontramos con que no existe ningin-
ndmero real que la satisfaga y por lo tanto tendremos que-
definir una nueva clase de mimeros: los complejos o imagi-
narios.

Un mimero del tipo a + bi, en donde a y b son —
reales € i = \/:i_ , Se llama mimero complejo.

Si ay b son diferentes de cero, el mimero a +bi
se llama mfmero imaginario. Si a = 0y b # 0, entonces —
a + bi se llama n¥mero imaginario puro, si a # 0y b = 0,-
entonces a + bi es un mimerc real. Por tanto el conjynto -
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de todos los mimeros complejos comprende como caso espe-—-
cial a todos los numeros reales.
Los némeros imaginarios 6 + 3i, %__% i el ndne-
?

ro imaginario puro 3i y el ndmero real 5, son ejemplos de—
mimeros complejos. ‘
Ia letra a se llama parte real de a + bi y bi se
denomina parte imaginaria.
Dos mimeros complejos & + bi y ¢ + di son igua—
les, solamente si a =¢ y b = d. Ejemplo:

8i x -2 + 4yi =_3 + 121

a + bi c + dai
entonces$ x -2 = 3 5 4y = 12
o seas x =5 y=3

2.8.1 OPERACIONES FUNDAMENTALES

En general, la suma, la reetg, el producto y la-
divisién de dos mimeros complejos & + bi y ¢ + di, se ex—
presan en las férmilast

la.(a + bi) + (c + d1) = (& + ¢) + 1 (b + d)

2a.(a + bi) = (¢ + di) = (a = ¢) + i (b~ &)

32.(a + bi) (c + di) = (ac = bpd) + 1 (ad + be)
4a, a + bi = (a + bi) (c = di) = (ac+bd)+i(bewed)
c+adi (c + di) (¢ - 4i) e® - a°
Con objeto de despojar a los mimeros complejos -
de su aspecto "irreal® o "complejo" con el que se fueron -
abriendo paso en la matemética, a través de la historia, -
se analizard su aspecto geométrico,

2.8.2 REPRESENTACION GEOMETRICA
Gauss (1777-1855) definidé el ndmero complejo co-
mo todo par de mfmeros (a,b) y represents el plano de los-
complejos por medio de dos ejes coordenados, siendo el eje
horizontal el que corresponde a la parte real y el eje ver
tical a la parte imsginaria.
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\/9 + 16 Va5 = 5

arc tan y _ arc tan 4
x - 3

As{ pues, los numeros complejos son los elemen—
tos del conjunto de los puntos del plano real y por lo tan
to no es posible definir una relacidén de orden.

2,9 ESTAUCTURAS ALGEBRAICAS

Entendemos por Algebra, la parte de la Matemdti-
ca que trata en sentido generalizado les propiedades y re-
laciones de los mimeros, es decir es una generalizacién de
la Aritmética.

Como el Algebra trabaja con mimeros, bien en for
ma ndmerica o representados por letras, definiremos a las—
estructuras muméricas o estructuras algebraices.

Las
la.
2a.,

Ja.

4a,

5a,

estructuras numéricas fundamentales son:

Los mimeros naturales N = ll, 25 3 e % s

El anillo de los mimeros enteros % = [. cey=2,

S 0 L ¢ e e

El campo de los mimeros racionsles Q =[E
a

€z, b # 0]
El campo de los mimeros reales R cuyos ele--
mentos sen log numeros decimales,

El campo de los mimeros complejos C = [a+bil

a,b € R, i = -1

a,b

Las operaciones de suma y producto en estas es-——
tructuras setisfacen las siguientes prepiedades:

Para todo a,b,c:

1) La suma es conmutativa: a + b=Db 4+ a

= 23 =



2) La suma es amoeiativa: (a+b)+c = a+(b+c)
3) Vale la ley de la cancelacidén para la suma:
a+c¢c=5b+ ¢ implica a =D>
4) El1 producto es conmutativo: ab = ba
5) El producto ees asociativo: (ab)e = a{be)
6) Vale la ley de la cancelacién para el produc*
toz ac = be y ¢ # O implican a = Db
7) Existe un elemento neutro para el producto, -
el 1, tal que la = a
8) E1 producto distribuye la suma a(b+c) = ab+ac
Excepcién hecha de los nimeros naturales, para -
las restantes estructuras se cumplen ademda:
9) Existe un elemento neutro para la suma, el ce
ro; tal que O + a = a
10) Para cada a existe un inverso aditivo, -a, —-—
tal que -2 + a = 0
La propiedad 11, se cumple sélo para Q, Ry C.
11) Para cada a existe un inverso multiplicativo,

a'l,tal que at .a=1

Ias propiedades 12 a 15, se cumplen en todas las
estructuras, excepto en la de los nimeros complejos en don
de no existe una relacién de orden £ , que satisface:

12) El1 orden es tramsitivo a b, b < c, implican
a<c.

13) Vale la tricotomfa para el orden: Dados a y b
se satisface una y s0lo una de las condicio=--
nest a<b; a=b; b<a

14) El orden es compatible con la suma: a < b im-
plica a + ¢ < b+ c.

15) E1 orden es compatible con el producto: a< b
y 0< ¢ implican ac < be

Una estructura algebraica con dos operaciones —-
que satisfacen las propiedades 1 a 10, es llamada ANILIO -
CONMUTATIVO CON UNITARIO. Si ademds se satisface la propie
dad 11, entonces la estructura es llamada CAMPO. Estructu-
ras como las anteriores en las que ademfs existe un orden-—

que satisface las propiedades 12 a 15, se denominsm ANILLO
ORDENADO Y CAMPO ORDENADO.
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CAPITULO 3
GEOMETRIA

La Geometrfa es, corn la Aritmética uma de las —
primeras ciemcias que ha estudiade el hombre. Em efecto, -
desde los comienzos de la civilizacién, los objetos que ro
dearon al hombre, los hechos que acompafiaron su vida, fue
ron formindole el concepto de rectas, curvas, figuras pla-
nas, cuerpos, formas y volumenes diferentes. También se -
fueron descubriendo propiedades geométricas, y una de las-
primeras que llegé a establecer, fue gque el camino mds cor
to para llegar de un punto a otro, es la lfnea recta.

Por supuesto, en un comienzo fueron simples ob-
gervaclones aisladas, de formas, de tamafio y de propiedades
comprobadas précticamente, y tuvieron que transcurrir si-
glos pars que esos conocimientos empezaran & ordenarse bas
ta constituir la Geometria.

Se considera que en el pueblo egipcio estd la cu
na de la Geometrfa, pues debido al desbordamiento anual -
del rfo Nilo debfan medirse constantemente las tierras de
cultivo para calcular los tributos que sus duefios debfan -
pagar al rey.

Se cree que de ahi viene el nombre de Geometria,
gque etimoldgicamente significa medir la tierra Lgeo:tierra
metria=medir).

Pero, fue el pueblo griego el que tuvo la gloria
de dar a la Geometrfa un cardcter netamente cientf{fico, -
reuniendo todos los conocimlientos diseminados y adgquiridos
en forma empirica a través de los siglos, indyciendo las =
leyes, demostrando razonadamente y en forma general 1las -
propiedades ya conocidas y deduciendo otras nuevas.

Entre los primeros geémetras griegog, se desta-
can Theles de Mileto (uno de los siete sabios de Grecia),-
Pitdgoras, Fuclides, Arquimides y Apolonio.

Hacia fines del siglo IV, sale a luz el libro —
que debia inmortalizar a Euclides (gizlo IV-III 2.C), de =
quien dice un historiador moderno que es el matemftico mds

femoso de todos los tiempos entre todas las naciones; pues



toda persona que estudia Geometria, tiene como maestro a -
Euclides. De este libro se han hecho tantas ediciones que-
sélo lo aventaja la Biblia.

Los Elementos constan de 13 libros en donde Eu--
clides transmite a la humanidad todo lo que hasta emtonces
se sabla de esa materia.

Cabe destacar que los matemiticos griegos utili-
zaron sélo dos instrumentos geométricos: laregla y el com-

péss
Después de la Cafida del Imperio Romeno hasta la-

época del Renacimiento, los conocimientos en Matendtica su
fren umn notable estancamiento, hasta que a fines del siglo
XVI, se abre una nueva era de progresos importantes en la-
ciencia de la Geometria.

En efecto con la negacidn del postulado de Eueli
des que dice: “"por un punto dado fuera de uma recta, s6lo-—
es posible trazar una paralela a la recta dada y sélo una®,
Surgen las geometrias mo Fuclidianas, cuyos principales au
tores aon Riemam, Lobatchewaky y Bolyai.

También Pescartes (1596-1650), rompiendo las tra
diclionea, dio las bases de la Geometria Cartesiana (Geome-
tria Analfitica) y as{ aunque la Geometria es una de las ra
mas mds antiguas de la Matemdtica, en la actualidad ha en-
contrado nuevas dreas de aplicacién en campos tan diversos
como la exploracidéa del espacio y el disefio de proyectiles.

3.1 GEOMETRIA CARTESTANA

La Geometria Cartesiana (Geometrf{a Ansalitica) —
fundamentada por Renato Descartes en el siglo XVII fue una
admirable conjuncién del 4lgebra y de la geometria.

El dnico escrito matemdtico publicado por Descar
tes, es la "“Gedmétrie", tercero y dltimo de loa ensayos —
que figuran como apéndicee de su célebre "Discurso del Mé-
todo".

Una diferencia esencial entre los elementos geo—
métricos (segmentos) y los elementos algebraicos (letras),
que impedia su comparacién es que mientras que com las le-—
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tras pueden realizarse las operaciones aritméticas en mime
ro ilimitado obteniéndose nuevas combinaciones de letras,-
corn los segmentos tales combinaciones quedan limitadas a -
las lineas, superficies y sélidos, es decir, a casos emn —-—
que la "dimensiém® del resultado no supera al nimero tres,
pues en los demds casos ese resultado, por no poderse ex—-
presar mediante figuras geométricas, deja de ser inteligl-
ble. Para eliminar tal limitaciém, Descartes utiliza un re
curso técnico de uma simplicidad asombrosa: el segmento u-
nitario. Operando convenientemente con él permite que toda
combinacién de segmemtos, cualquiera que sea su dimensidén,
se redugca a un segmento uUmico. Esa unidad ird sobreenten-
dida, y de hecho ni ellas ni sus operaciones aparecerdn, =—-
pues, y esta es la segunda etapa del genial proceso de Des
cartes, bastard indicar con una letra & cada umo de los da
tog e indicar el resultado con las respectivaze combinacio-
nes de las letras, de acuerdo con las letras del #lgebra,

De ahf{ que a cada problema geoméirico correspon-
derd una ecuacidn y la resoluciém de ella dard lugar a la-
solucién o andlisis del problems geométrico.

El método de las coordenadas, fundamento de la =
ulterior geometria amalftica, no tuve difusién inmediata,-
ya que el escrito de Descartes mélo figuraba como apéndice
de una obra no exclusivamente matemdtica, editada en Helam
da y en francés; a mediados del siglo aparecid la versiém-
latina y eu método se difundié g perfeccioné rdpidamente,-
La aplicacidén del &lgebra a la geometria tratada por Des--
cartes se hizo sobre problemas de gecometris plana; pero en
1679 aparece la primera idea de las coordenadas en el espa
cio logrando su desarrollo a mediados del siguiente siglo.

Asf pues los métodos algebraicos pueden usarse -
en la resolucién de problemas geométricos, y reciprocamen—
te los métodos de la geometria anal{tica pueden usarse pa-
Ta obtener una representacidén geométrica de las ecuaciones
y de las relaciones funcionales.

Ejemplo: Una funciém £ : R—» R con f£(x) = + X,
Se puede representar grdficamente:

- 27 =



x £(x) (x,¥)
-3 | (=3)% + (=3) | €-3,6)
-2 | (<2)% + (-2) | (-2,2)
-1 | (<1)2 + (-1) | (-1,0)
(00%2+ 0 ( 0,0)
(12+ 1 | (1,2
(2)%+ 2 ( 2,6)

+

: + + + L $ —p X
-4 -3 =2 -1 p 1 2 3 4
Como puede observarse, en geometria es necesario
aplicar un método especial o un artificio, a la solucidn -
de cadz problema; en geometria analftica por el contrario-
unsa gran variedad de problemas se pueden resolver fé.eilme_g
te por medio de un procedimiento uniforme asociado con el-

uso de un sistema coordenado,
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CAPITULO 4
LOGICA Y CONJUNTOS

4.1 LOGICA

ILa teoria general del razonamiento exacto consta
de dos partes: légica inductiva y légica deductiva.

Aristételes, gran fildsofo griego, fue el prime-
ro en sistematizar la légica deductiva. Leibniz, fildsofo-
y matemdtico alem#n, fue quien primero exploré el empleo -
de los simbolos en légica. George Boole, matemdtico inglés
desarrolld md€s ampliamente la légica simbélica, en el si-
glo XI¥X. Bertrand Russelly Alfred Noth Whitehead, dieron-
ung de las contribuciones mds valiosas a2l sistema formal -
de la 1lé8gica, a principios del siglo XX; su tratado "Prin-
cipia Mathematica® conduce a los fundamentos de la Matemd-
tica pura.

En este capitulo analizaremos las nociones del =
razonamiento inductivo y del deductivo y, se .presentardn -
sfmbolos y reglas para poder desarrollar la 1l6gica simbéli
ca.

El razonamiento que basdndose en un nimero limi-
tado de ejemplos, lleva a la conclusién de que algo es —
cierto siempre, se denomina 1églca inductiva, ésta se ca=-
racteriza por el razonamiento que a2 partir de observacio——
nes especificas conduce a conclusiones generales.

La 1légica deductiva es el proceso de llegar a —
una conclusidn v4lida a partir de suposiclones o premisas
que se aceptan como parte del andlisis. En la 1légica deduc
tiva no nos preocupamos por la verdad de la conclusién si-
no, en lugar de ello, lo que nos interesa es si la conclu-
sién se desprende o no de las premisas. Si la conclusién -
gse desprendc de las premisas, decimos que nuestro razona--
miento es vdlido; de otro modo, decimos que nuestro razona
miento no es v4lido,

Ia 1égica en general, y la légica simbélica en -
particular, es el estudio sistemdtico del proceso de razo-
namientc preciso, Manipular sfmbolos, que es uno de los —
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peocedimientos de la 1ldgica, ro es la misma cosa que pen—=
sar. Lo que los métodos de 1la idgica pueden hacer por noso
tros es clarificar nuestros tipos de pensamiento, guiarnos
en la correccidn de nuestros procesos de razonamiento y a-
yudarnos a evitar errores.

La finalidad de la légica simbdlica es la de re-
ducir procedimientos verbales complicados en simples dispo
sitivos de letras y simbolos.

De igual forma que los mimeros son los elementos
bdsicos de la Aritmética, las provposiciones simples son ——
los elementos de la Légica.

En la légica aprendemos las reglas para la mani-
pulacién de las sentencias,

PROPCSICICHES

Una proposicidén es un enunciado declarativo que~-
esa verdadero o falso; pero que no puede ser ambas cosas a-
la vez,

Las proposiciones pueden ser simples 0 compues=e
tas; las proposiciones compuestas estédn formadas por dos -
proposiciones simples relacionadas por medio de un término
llamado comectivo légico,

Los conectivos légicos sont

"or, Pigyuncién ( V )

vy#, conjuncién (A )

"gi entonces", implicacién o condicional (—>)

* 8i y solo 8i", equivalencia o bicondicionals-

(<)

" no%, negacién (7] ~)

A partir de ellos podemos formar nuevas proposi-
ciones y calificarlas:eon su valor de verdad ( P o V ). Lo
cual efectuamos mediante una tabla de verdad y as{ tenemos
tablas de verdad de la conjuncidén, disyuncidén, negaciém, -
implicacidén y equivalencia.

Una conjuncidén es una proposicidén que se obtiene
mediante la colocacién de la palabra "y" entre dos proposi
ciones dadas. La siguiente tabla, es una tabla de verdad -
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que nos muestra cémo se asignan valores verdaderos a la —-
conjuncidén p A q.

Pla | PA A
T|T T
T|F P
P|IT B
F|F F

La disyuncidén se forma por medio de la colocacidn
de la palabra "o" entre dos proposiciomnes dadas y podemos -
escribirlo p VV 2. Una disyuncién es verdadera, siempre gque-—
al menos una de las proposiciones sea cierta. En la tabla -
que sigue se observe una tabla de verdad que define los va-
lores de verdad de una disyuncidn,

Pla |PVa
TIT T
TP T
FP|T T
PI|F F

Cuando tenemos las palabras "es falso que® ante -
una proposicidén dada, obtenemos su negacién. Si una proposi
cién es cierta decimos que su negacién es falsa, y si la ——
proposicién es falsa, decimos que su negaclén es verdadera.
Se muestra en la tabla siguiente.

~Dp
P
F| T :
La implicacidn expresada mediante p—»q es una —-—
declaracién condicional en la gque p representa la hipétesis

mientras q sigmifica la conclusidén. En estz tabla se define
el procedimiento para aplicar la calificacidén de verdadera-—
o falsa a una implicacidn.

-3 -



P|a | P—>q
T|T T
T|F T
F|IT T
FP|F T

1@ equiv@lencia es una proposicién pe>q que sig
nifica que p—»q ¥y a—p. En la tabla siguiente definimos-
pe>q, como verdadera, siempre que p y 4 tengan el mismo =
valor de verded; de lo comtravio, pe«—q serd falsa.

P|a | Ppe>d
T|T T
TP F
F|T F
P|P T

Siempre que pueda demostrarse que una proposi—-
ciéa formada por medio de conectivas es cierta en todos —
1los .valores verdederos posibles, decimos que la proposi---
cién es una TAUTOLOGIA. Emn la tabla que sigue se demiestra
que ps«—»~(~p) es una tantologia.

p |~{(~Dp) pe>~(~Dp)
? b T
F T P T

4 .2 CONJUNTOS

Las cuestiones concernientes a los fundamentos -
de la Matemdtica que nacieron en el siglo XIX, aunque madu
raron en el sigle XX, son: la Teoris de los Conjuntos, la-
Légica Matemdtica y la Axiomdtica.

La Peorfa de los Conjuntos es obra de Georg Can-—
tor (1845-1918), quien llegd a ella a través de cuestiones
técnicas. Sus investigaciones sobre los coajuntos culmina-
ron en 1897 con la "teoria de los conjuntos transfinitos".
En estas investigaciones aparecen conceptos importantes, -
algunos fundamentales para la Matemdtica. Ciertas paradozs
jas nacidas de esa teorfs, fueron uno de los puntos de par
tida acerca de los fundamentos de la Matemdtica que agité-
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el primer tercio del giglo XX.

Los conjuntos se han usado durante muchos aflos -
al enseflar a los nifios a contar y resolver preguntas que -
implicen la noeidén de cantidad. EL uso de conjuntos de ob-
jetos concretos es de valor para comprender el concepto de
mimero.

E1l concepto de conjuntos es fundamental en todas
1as ramas de la Matemdtica. Intuitivamente, un conjunto es
una lista o coleccidén de objetos bien definidos, y estos -
objetos se llaman elementos o miembros del conjunto.

Usualmente para denotar conjuntos se utilizan le
tras maydsculas y sus elementos ae representan con letras-
minfsculas.
A= Ia,b,c}

Los conjuntos pueden definirse por enumeracién o
por comprensidn.

Por enumerzcidn: A 1,3,5,7]

Por comprensidn: B |x es par

Si un objeto x es elemento de un conjunto A, se-
escribe X€ A y se lee x pertenece a A, Si un objeto m no -
es elemento de A, entonces se escribe mg A.

Igualdad de Conjuntos: El conjunto M es igual al
conjunto K, si ambos tienen los mismos elementos, es decir
si cada elemento que pertenece a M pertenece también a B ¥
si cada elemento que pertenece a B pertenece también a A,-
lo cual podemos simbolizar como: M=N.

Subconjuntos: M es un gubconjunto de N 8i x€M -
implica xeN, lo cusl lo denotamos: MCN, que se lee M —-
subconjunto de N o M estd contenido en N.

Con esta definiciém, podemos decir que A = B si-
y 86lo 81 ACB y BCA.

¥l conjunto vacfo {(conjunto que carece de elemen
tos) se comnsidera subconjunto de cualquier conjunto y se -

denota: @CA. '
Todo conjunto A es un subconjunto de si mismo: -

AC A,
B es un subconjunto propio de A si: BCA Y B % A,
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Conjunto Universal (U): Si U # @ es un cierto —
conjunto cuyos subconjuntos estdn em consideracién, suele—
decirse que el conjunto dedo es un conjunto umiversal, —
Eiemplo: En geometria plana, el conjunto universal es el -
de todos los puntos del plano.

4.2.1 CPERACIONES FUNDAMENTALES

Unién: La uniém de los conjuntos 4 y B es el con
junto de todos los elementos que pertenecem a A 0 2 B o a-
ambos, y se denota: AUB, Ee decir, AUB =).x | xeA o xeB
Ejemplo:
A= a,b,c,d,e]
B= le,f,g
AUB = a,b,c,d,e,f,g]
Interseccién: Sean A y B los conjuntos dados, —
El conjunto de todos los elementos Jque pertenecen tamto a-
A como 2 B se llama interseccidén de A y B denotdndose: -
AN B,
Asi pues: ANB = {x |xed v xeB]

Ejemplo:
A= 1!2!3!4}
B= {2,3,5,8
ANB = 2,3}

Dos conjuntos A y B se llaman disjuntos o ajenos
3i no tiemen ningyn elemento comin, ds decir, si ANB =g

Ejemplo:
A= il,s,s]
B = 214]
ANB =
Por 1o tanto A y B son conjuntos disjun-—
toa.,

Diferencia: La diferencia A - B, en ese ordenmn, -
de dos conjuntos A y B es el conjunto de todos los elemen-
tos de A que no pertenecen a B, esto es:

A -B= {xl X €A, xeB] .

Ejemplo:

s={a,b,c,d]
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T = [f,b,d,g}
s-1T={a,¢
Complemento: Sea U el conjunto universal en el -
cual los conjuntos A y B son subconjuntos de U,
ACTU, BCU entonces
Al B (A complememto
B! A (B complemento
At =tx I xeU, XEA

It

B)
4)

Leyes de Operacicnes con Conjuntos

(1.1) (A1)t = A

(l.2) @+ =1 (1.2') G =6
(1.3) A-A =g, A-f =4, A-B=ANPW
(1.4) AV Z=A (1.4') ANT = A
(1.5 4AVUUTU=T (1.5') AnU =g
(L.6) AUVA=A (1.6') ANA = A
(L.7) AV A'=T (1.7*) ANA‘'= g
Leyes Asociativas
(1.8) (auB)UC = AVU(BUC) (1.8') (ANB)NC=
AN(BNC)
Leyes Commtativas
(1.9) AUB = BUA (1.9') ANB = BAA
Leyes Distributivas
(1.10) Av (BNC) = (AVUB) N (AUC) (1.10') An(BUG)=

(AnB) V (anc)
Leydas de De Morgaa

(1.11) (AUB)* = A'N B! (1.11*) (ANB)' =
A'U B!

(1.12) A - (BUC) = (A<B)N (A-C) (1.12') A-(BnC) =
(A-B) V (a-C)

Diagramss de Venn-Euler

Mediante los diagramas de Venn, se pueden ilus—
trar de manera sencilla las relaciones entre conjumtos, -

Ellos representan a un conjunto con un drea plana.
Ejemplos:
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AVE =

Il

AUB

Il

©
i
o

/- 77
/ 7/ 1//1/;&/1, //,,. 7

(AUB)VC %’/

U
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S8i comparamos la unién de conjuntos con la ta—-

bla de la disyuncidn, la interseccidén de conjuntos con la-
conjunciém y el conjunto complemento con la negacién, ob—-—
servamos que se comportan de la misma manera,

conjuntos

conjuntos

L unién de conjuntos y la disyuncidn:
Sea F el conjunto de flores y sean A y B los sub

siguientes:
A= ‘rosas] B = [claveles}

AVUB = {x Ix es una rosa o un clavel
Conaidérense ahora las propiedades p y q de los-—
A ¥y B, respectivamente,

p = "ser rosa"

qQ = "ser clavel®

La disyuncién de las propiedades p,q, es:

PV q = "ser roea o ser clavel"

Entonces:

AUB= {x Ix tiene la propiedad p v q}

P

rosas laveles

Tosas O claveles

tiemen la pro-
piedad
pvaq

SRGTa



X EA xEB xXE€AUB
T i T
T F T
P T 1
F 7 ®
x tieme la - x tiene la - | x tien la -

prooiedad p propiedad gq | propiedad pva

T T T
T F T
b T T
F by z

La intersecciér de conjuntos y la conjumcidm:

En el conjunto P de todas las personas considé-——
rense los subconjuntos siguientes:

A= americanos]y B = [catdlicos}

A NB = lamericanos gue son catblicos

Sea p la propiedad "ser americano” y q la propie
dad "ser catélico®,

Por tanto:

P A Q = "ser americano y ser catdélico"

Por eso:

AN B = [x l x tiene la propiedad p A q]




XEA XeB XE4ANB
T T s
i P F
P T F

| F F P

X tiene la| x tiene la| x tiene la
propiedad | propiedad propiedad
P q PAQ
T T T
T F P
r T F
P P ®
El Conjunto Complemento y la Negacidn:
En el conjunto E = {espafiocles| consideremos el -
subconjunto A = {espaficles que tienen tTelevisor ."Los es~

paficles gue no tienen televisor" forman el conjunto comple
mento de A respecto de E.

Se represeantsa: A’

Se lee:

Complemento del cemjunto A
A' = {espafioles que no tienen televisor}

= S i



Propiedad caracteristica de A = "temer televisor™

Propiedad caracteristica de A' = "no temer tele-
visor",

Es decir, la negacién de la propiedad del conjum
to A es la propiedad que define al conjurto complemento de
A,

7

spaficles
que tiemen te-
levisor

Vi

@'complemento del comn-
| junto A.

t'_ie'ne.;la' progiedad ~p -

—]N'= tener la propie-
.|dad ~p
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Lonjunto Producto:
© Si A= {a,b] v B= {b,c,d] , entonces -
el conjunto de pares ordenados distintos:

c = {(a’b)’ (a,¢), (a,d), (b,Db), (v,c), (brd)} =
en el cual el primer componente de cada par es un elemento
de A, en tanto que el segundo es un elemento de B, se lla-
ma conjunto producto de los conjuntos dados. C = A x B (en
ese orden). Es decir, A X B = f(x,y) | X€A, ¥y y &€ B] .-
Se lee A cruz B, igual a (x,y) tel que x pertenezca a A e-

y pertenezca a B.
Si el conjunto A tiene n elementos y el conjunto

B tiene m elementos, entonces A x B tiene nm elementos., Si
uno de los conjuntos es vacfo, emtonces A x B es vacfo. -
Ademds, el producto cartesiano A x B no es conmutativo —-
A xXB#BzxA.

Bl comjunto producto A x B se llama también pro-
ducto cartesiano de A y B, por el matemdtico Descartes, —
quien en el siglo XVII fue el primero en investigar el con
junto R x R. Tembién por la misma rezdén, se llama plaro —
cartegiano a lg representacién de R x R,

Diagramas de Coordenadas: En el plano cartesiano
R x R siguiente, cada punto P representa un par ordenado -
(a,b) de mimeros reales. Una recta vertical por P corta al
eje horizontal en a y une recta horizontal por P corta al-

eje vertical en b, como puede observarse:
&
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Fl producto cartesianc de dos comjuntos que no =
tengan michos elementos, se puede representar en un diagra
ma de coordenadas en forma semejante. Por ejemplo, Si —
A= {a,b,c,d} Yy B = {x,y,z] , entonces el diagrama -

de coordenadas A X B serd:
B

z

y

X

A

a P ¢ d
Agui los elementos de A se representan sobre el-

eje horizontal y los de B sobre el eje vertical. Las lineas
verticales que pasan por los elementos de A y las horizon-
tales que pasan por los elementos de B se cortan en doce —
puntos, que representan, como es claro, el producto A x B,

El punto Q es el par ordenado (c,y).

4,2,2 CONCEPTC DE FUNCION

El concepto de funcidn es muy antiguo en nuestra
cultura y en nuestra ciencia, pero a pesar de ello, no fue
sino hasta hace muy poco tiempo que se tuvo una definicidém
clara y precisa,

Frecuentemente decimos que algo cambia en fun-—
cién de otra cosa, o que una magnitud, como el peso, es -—
una funcién de otra, como el volumen. Durante muchos afios,
ésta fue la Unica interpretacién que se le dié al concepto
de funciém; actualmente decimos:

Definicién: Una funcidén es una terra formada por:

&) Un primer conjunto llamado dominio de la fun-

cién.

b) Un segundo conjunto llamado codominio de la -

funcidén.

c) Una regla de correspondencia que tenga las si

guientes propiedades:

la, A cualquier elemento del dominio se le puede
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asociar un elemento del codominio.

2a . Ningin elemento del dominio ha de guedarse —

sin su asociado en el codominio.

3a,Ningin elemento del dominio puede tener mds -

de un asociado en el codominio.

Es decir, 8i A y B son dos conjuntos y £ es una-
regla que cumple con las propiedades a,b,c; entonces la.—-
terna (A,B,f) es una funcién y lo denotamoss

f s A—F
(f es una funcién de A en B

Ejemplo de funcidn:

‘a,b,c,d}

Sean A
B XyYs2

yf:A—>3B 1la definida por el -
disgrams.

s o0 o e
< M

Dominio Codominio

Otro ejemplo:
8i X = conjunto de todos los miime-

ros Reales
Y = Conjunto de los mimeros Rea
lee
¥y ¥ = a cads mimero real se le —-
asocia su cuadrado
entonces la terma (X,Y,k) es una funcidén que se denotas

k: XY
Ademds si x € X, entonces podemos denotar por -
k(x) al ¥nico mimero real que la regla le asocia a xy que-

es su cuadrado x2, es decir: %k (x) = x°.
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Dada la funcién £ : A—>»B podemos \eneontra.r su -
gréfica G de £, la cual tiene las siguientes propiedades:
} 1) ¢ (£ C A x B.
2) ¢ (f) = [(x,y) € AXE I X€E A, § = f(x)]
3) Si x€ A entonces E:,f(x)] € &(f).
4) 81 (x,77) ¥ (x, Yp) som elementos de G(f) em

tonces = g
Ejemplo:

b

/_

Gréfica de uma funciém

fh i
|
Al
1
|
B
/ [
|
Cc

—s X

No es grdfica de una fumcién (pog
que la perpendicular al eje x cor
ta a 1a curva em mds de um punto).
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CAPITULO 5
PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Fermat (1601-1665), matemftico francés, fue uno
de los iniciadores en el llamado cdlculo de las probabili-
dades, cuyos primeros problemas, que se resuelven en el si
glo XVII se refieren a los juegos de azar, El primero de -
esos problemas es el problema de los dados, nacidoe de la -
siguiente “observacién", realizada por un jugador: si se -
tira un dado cuatro veces consecutivas, la probabilidad de
que aparezca un 6 es mayor que la de que no aparezca; mien
tras que si se tiran 24 veces consecutivas dos dados simul
tdneamente, 1la probabilidad de que salga un doble 6 es me-
nor que la de que no salga un doble 6., E1 otro problema es
el problema de las partidas, que consiste en averiguar cé-
mo debe dividirse la apuesta entre dos jugadores de igual
habilidad, si se suspende la partida antes ‘de finalizar, -
conociendo el mimero de puntos due cada jugador habia con=-
quistado antes de suspenderse el juego,

En forma distinta aunque con resultados concor—
dantes Fermat y Pasecal resolvieron la cuestidn.

Aungque el cdlculo de probabilidades comenzé con
los juegos de azar, la teorfa de le probabilidad ha ido ga
nando cada vez mayor importancia hasta que en le actuali—
dad, contribuye de manera esencial a facilitar los estu—
dios de las Ciencias Naturales y Sociales y muchos de los
problemas prdcticos del mundo de los negocios, la indus—
tria y el gobierno.

El célculo de probabilidades es la parte de la -
Matemftica que se dedica al estudio de los resultados posi
bles de experimentos aleatorios.

Experimento aleatorio es un experimento cuyo re-
sultado no se puede predecir con exactitud. Ejemplo: Tirar
una moneda al aire y ver si cae dguila o sol,

Experimento determinista es aquél cuyo resultado
se puede predecir con exactitud. Ejemplo: De una caja que
86lo contiene bolas blancas extraer una y observar su co-
lor.



La probabilidad ayuda al hombre a predecir log =
acontecimientos utilizando los datos aportados por la este
digtica.

La Estadf{stica tieme como cbjetivos:

A) Establecer las comdiciones bajo las cuales de
ben hacerse log experimentos aleatorios para-
obtener loa datos necesarios para un estudio.

B) Analizar los datos obtenidos.

G) Obtener conclusiones que sirvan de base 2 los
estudios,

A través de examinar y solucionar multitud de —-
problemas similares, ha s8ido posible encontrar leyes que -
permitan abstraer los elememtos particulares de cada pro-—
biema naciendo de esta manera una dlgebra de eventos.

Evento es algo que puede ocurrir o no ocurrir em
un fenémeno aleatorio y aceptamos gque ocurre o no ocurre,-—
seain cea el resultado que se presenta en un fendémeno de -
azar, Loe eventos se anotan con letras maydsculas y operan
do con ellos encontramos que forman una dlgebra. Si demota
mos por E (universo) a toda la familia de eventoe conside-
rados, podemos relacionar la terminolog{e de eventos con -
la de conjuntos y con la de la légica.

a) E1 evento seguro es el conjunto E de todos —
los resultados que ofrece el fendmeno en cues
tidém,

b) Un evento es un subconjunto A de E,

¢) E1 contrario de un evento A es el complemento
A' de A en E (A' es el conjunto de todos los
elementos de E, que no estédn en A),

d) La notacién A C B indica que cuando ocurre A
necesariamente ocurre B, en conjuntos la usa-
mos para decir que A C B.

e) La notacién A N B indica el evento que ocu~—
rre sf y 86lo si, A y B (ambos) ocurren, en -
conjuntos la usamos para la interseccidn A y-
B.
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f) Ia notacién AU B indica el evento que ocurrs
s{ 'y 88lo si ocurre 4 u ocurre B (ocurre si y
8610 s{ al menos umo de los dos ocurre). Ea -
comrjuntos la usamos para la uniém de A y B.

g) El evento imposible es el conjurto vacio (dee
notado por %).

h) La notaciém AN B = demota que A y B son —
incompatibles; en conjumtos A y B son ajenos.

También se aprecia que cumple com las dos opera—

ciones del Algebra Booleama; para cualquier evento A,B,C:-

lo.
20.
30.
4o.

50.

UNIOK - INTERSECCION
AU A=A ANA =&
AUBR=BUA ANB = BNA
AV (BUC) = (AUB)VC AN(BNC) = (ANB)NC
AU (BNC) = (AUB)N(AUC) AN(BUC) = (AnBU(ANC)
AV (ANB) = A AN(AUB) = A



CAPITULO 6
ANALISTIS Y APROBACION DE
¢ LA HIPOTESTIS

El hombre desde su aparicién, ha sido curioso; y
de la observacién del cielo y de los objetos que lo rodean
as!{ como de su vida misma, surgieron multitud de preguntas;
¢por qué llueve?, ;a gqué distancia se encuentra el Sol?, -
cen qué época del afio se debe sembrar?, etc, Estas pregun-—
tas necesitaban respuestas no sélo para satisfacer su cu-
riogidad, sino para mejorar su forma de vivir. Los mayas,
por ejemplo, lograron un calendario perfecto, gracias a —
las observaciones que del cielo hicieron para lograr bue-
nas cosechas; los egipcios adelantaron en geometria, debi-
do a2l desbordamiento anual del rfo Nilo que les creaba la
necesidad de medir sus tierras cada vez aque ello ocurria,
En un principio al hombre le basté el concepto de “pocos"”,
"rmichos™, para resolver sus problemas matemdticos, pero, a
través de una larga evolucidén que ha durado siglos, ha te~
nido que ampliar esos conceptos, se ha visto obligado a de
finir qué es "uno", qué es "dos", qué es "mds de dos", lo-
grando crear mimeros cada vez mds grandes y también mds pe
queflos, hasta llegar poco a poco al concepto de infinito,
y aun mds, hablar del transfinito.

La breve descripcién del avance de la Matemdtica
que se ha sintetizado en este trabajo, nos hace ver gue el
campo de dicha ciencia ha sufrido cambios, ha crecido de -
tal manera que para poder entenderlo se han tenido que ge-
neralizar sus conceptos y llevarlos 2 un nivel mds alto de
abstraccién.

El contenido de la Matemfdtica actual es tan am—
plio, que no es posible que alguien lo abarque por comple-
to; se dice que el Yltimo hombre que conocié toda la Mate-~
ndtica de su tiempo fue Henri Poncairé, que murid en 1912,

Sin embargo, hacia 1935, un grupo de matemdticos
franceses, utilizando el seudénimo de Nicolds Bourbaki, de
cidieron hacer investigaciones rompiendo los moldes que la
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tradiciém mentenia a la ciencia en su pais. En 1939 empeza
ron a aparecer los Elementos de matemgticas, obra que ha -
alcanzado resonancia mundial. Actualmente se sabe que sus-
iniciadores fuerom André Weil, Henri Cartam, Jean Dieudon-
né, Claude Chevalley, Laurent Schwarz y otros.

Pero la Matemdtica no habrfa alcanzado los pro-—-
gresos que tiene en la actualidad, sin haber atravesado —
las etapas rudimentarias que dieron base a su desenvolvi—
miento. Esto, nos lleva a concluir que el objeto de estu—
dio de la Matemdtica a través de la historia, nunca ha per
manecido estdtico, por lo tanto se aprueba la hipdtesis:

"LA CIENCIA BEATEMATICA HA EVOLUCIONADO",'
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CCNCLUBIONES

Una de las caracteristicas mds extraordimaria
de la Matemdtica es que establece relaciones-
profundas entre conceptos aparentemente dis—
tantes entre si.

La geometria sufrié un retraso de siglos por—
aceptar como dogmdticas las limitaciomes im—-
puestas por los griegos.

La teoria de conjuntos y la ldégica matemdtica
abrieromn muevos rumbos e infundieron un mmevo
espiritu.

La llamada matemdtica moderma, no es una cien
cia que ignore los principios de la matemdti-
ca aatigua, sino que lo moderno consiste em -
el enriguecimiento, mltivalencia y actualiza
cién de los antiguos conrceptos.

La Matemdtica siempre avanza al ritmo de la -
cultura general de um puedblo.

La Metemdtica no se ha desarrollado en su to-
talidad, actualmente vive una de sus fames.

La ensefianza de la Matemdtica debe responder—
a2l espiritu y necesidades de nuestra época.

Mientras mejor conozca el maestro la evolu——
cidn de la Matemdtica, mds fécil serd su mi—
sién de transmitirla.



PROPOSICIONES

El1 profesor de educacién primaria debe situar-
a la ensefianza de la Matemdtica en el nivel -
del pensamiento pedagégico actual.

E1l profesor de grupo de escuela primaria debe
tomar en cuenta que la ensefianza de la Vatemd~
tica debe ser semsible & las grandes tranforma
ciones de nmuestra época y preveer las necesida
des del futuro.

El profesor de enseflanza primaria debe tener -
presente la aplicacién de la Matemdtica en los
problemas de la vida diaria.

Es necesario que los profesores de educacién -
primaria , conozcan la evolucién de la Matemi-
tica, para que puedan tener un concepto mds ——
claro de lo que significa la matemdtica moder=-
na,

s necesario que btodos los profesores se actua
licen para que estén a tono con las necesida——
des de nuestro tiempo.
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