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INTRODUCCION

En esta tesis se aborda el razonamiento algebraico que desarrollan estudiantes en
desventaja de escuelas secundarias publicas en el Distrito Federal, cuando se les
presentan problemas matematicos relacionados con la generalizacion de patrones
de figuras. Se destaca de modo preponderante que durante la resolucién de tales
problemas se utiliz6 plantillas visuales y medios ambientes virtuales de
aprendizaje. Tales ambientes dotan de un potencial extraordinario a los
estudiantes desaventajados en matematicas a través de la manipulaciéon material
de los objetos en juego, para que experimenten lo que significa comprender un
problema y avancen hacia la generalizacion de la situaciéon y la formulacion
simbdlica de la misma.

El objetivo de esta tesis es utilizar tecnologias digitales para que
estudiantes desaventajados puedan acceder a nociones matematicas poderosas
como la de generalizacion algebraica a través de la identificacion de plantillas
visuales, para que experimenten procesos matematicos complejos, como los de
abduccion e induccion.

Uno de los principios pedagdgicos de interés en esta investigacion es el de
usar materiales educativos para favorecer el aprendizaje y generar ambientes de
aprendizaje, entendiéndolos como espacios en donde es posible desarrollar
comunicacion e interacciones que posibiliten el aprendizaje. En particular en los
ambientes de aprendizaje de nuestro interés media la actuacion del docente para
construirlos y emplearlos como tales.

En el primer capitulo se revisan los antecedentes de investigacion. Se
hacen sefialamientos en aspectos que tienen que ver con el pensamiento
matematico y su desarrollo en medios ambientes virtuales de aprendizaje, en
donde el papel de la tecnologia es el de potenciar la capacidad del estudiante que
se inicia en el estudio del algebra. También se revisan trabajos que buscan
promover el razonamiento inductivo ya que este es fundamental para conducir a
los estudiantes a la generalizacion, siendo esta ultima un catalizador hacia la

abstraccion matematica, y se ha encontrado que la mejor forma de desarrollarla es



a través de la exploracion de patrones. En sintesis, la generalizacion y el
razonamiento inductivo se funden en una misma categoria que ocupa un lugar
privilegiado en el estudio del algebra. En esta seccion se plantean las hipotesis de
investigacion.

Mas adelante se da pauta a las concepciones de lo que significa el
razonamiento algebraico y la generalizaciébn, conceptos que reunimos para
desarrollar tal razonamiento en estudiantes que exploran la generalizacién a
través de patrones. Son tres los fundamentos tedricos en los cuales se apoya la
presente investigacion: el Ciclo de la Generalizacion propuesto por Mason (1985);
las Plantillas Visuales en la generalizacion de patrones de figuras (Rivera, 2010); y
el constructo Trayectoria Hipotética del Aprendizaje desarrollado por Simon
(1995), dicho constructo es la parte medular de lo que él establece como el Ciclo
de Enseflanza de las Matematicas que se fortalece con las continuas
modificaciones al plan anticipado o hipotético de ensefianza, que resulta de la
toma de decisiones de profesor. Tal constructo es el eje vertebral que direcciona
las exploraciones que se llevaron a cabo en la investigacion que aqui se reporta.

En el segundo capitulo se describe de manera detallada el trabajo de
campo que se realizd en escuelas secundarias técnicas del Distrito Federal. Este
se desarrolla en cuatro fases, las dos primeras se conciben como exploraciones
piloto y las dos ultimas como formales, cada una con un objetivo y caracteristicas
distintas. En este capitulo se presentan de manera breve avances preliminares de
las primeras dos fases y las respectivas modificaciones que sufrieron las hojas de
trabajo para ser instrumentadas en las fases tres y cuatro del trabajo de campo.
Vale la pena hacer notar que el andlisis de los datos recolectados en las fases tres
y cuatro son los que proporcionan el sustento empirico (y teérico) de la presente
tesis.

En el tercer capitulo se expone el andlisis de los datos obtenidos en las
fases tres y cuatro del trabajo de campo. En particular se hace una descripcion
detallada de la resolucién de los estudiantes a los problemas sobre generalizacion
de patrones, instrumentada en ambientes de aprendizaje diferenciados: Lapiz y

papel y/o Virtual. El analisis se conduce bajo el fundamento tedrico de las plantillas



visuales, categorizadas como aditivas, multiplicativas y pragméticas. También se
hace una identificacion del ciclo de la generalizacion por el cual atraviesan los
estudiantes desaventajados al resolver problemas del tipo mencionado.

En el cuarto capitulo se dan a conocer de manera detallada las
conclusiones del presente trabajo de investigacion. Por ejemplo, en el trabajo de
campo que se llevé a cabo en esta tesis se pudo constatar que en ambiente de
lapiz y papel los estudiantes aventajados generaron conocimiento significativo
representado por procedimientos o estrategias de resolucibn en problemas
matematicos relacionados con la generalizaciébn de patrones de figuras. Estas
estrategias sirvieron para el disefio de guias pedagdgicas que condujeron a
estudiantes en desventaja hacia la comprension y resolucion de los problemas
antes mencionados. En este contexto y utilizando mediadores (plantillas visuales y
manipulativos virtuales) los estudiantes en desventaja llegan a expresar la
generalizacion del patron no sélo con un lenguaje natural sino simbdlico, aun con
sus limitados conocimientos algebraicos.

Finalmente, al término del texto se encuentran una serie de anexos que
recopilan los documentos y/o instrumentos que dan cuenta del trabajo de campo

realizado en esta investigacion.



CAPITULO I
ANTECEDENTES Y MARCO TEORICO

1.1 ANTECEDENTES

En el trabajo que aqui se presenta interesa hacer énfasis en la utilizacién de la
tecnologia en el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas en la educacion
basica. De acuerdo con Guerrero et al. (2004), “cuando la tecnologia esta bien
usada en [la ensefianza y el aprendizaje de] las mateméaticas del 6to. al 8avo.
grados', se pueden tener entonces efectos positivos sobre los logros de los
estudiantes y su comprension conceptual. Este potencial se materializa
dependiendo de la habilidad del maestro en integrar la tecnologia en el curriculo

matematico de acuerdo a principios pedagogicos solidos”.

1.1.1. La generalizaciéon en el aprendizaje del algebra

¢, Como se introduce el algebra en la escuela secundaria? Habra una variedad de
respuestas. Las ecuaciones suelen ser consideradas como prioritarias o base para
introducir el trabajo algebraico y entonces la labor de los estudiantes es traducir un
problema verbal a una expresibn matematica a la cual hay que despejar la
incognita con el procedimiento aprendido en clase. Lo que se considera entonces,
bajo esta mirada, es que para entrar al campo del algebra se requiere aprender las
técnicas para despejar la incognita en una ecuacion lineal con una variable, sin
embargo para ejecutar éstas se necesita realizar distintas transformaciones que
lleven a expresar la ecuacion a la forma ax+b=c y dichas transformaciones
requieren ser vislumbradas por los estudiantes pero su comprension en esta etapa
introductoria del algebra resulta carente de elementos para llegar a su
conocimiento pleno. Para muchos estudiantes, las ecuaciones son “cosas que se
despejan” y saber hacerlo incurre en un compendio de dificultades para ellos. Sin

embargo, las ecuaciones son objetos matematicos complejos que requieren otro

! Del 6° al 8° grados su equivalente es el Gltimo grado de educacion primaria y los dos primeros de nivel
secundaria en México.



tratamiento en el aula e introducirlas de esta manera provoca la pérdida de su
naturaleza convirtiéndolas en objetos matematicos descontextualizados, es decir,
sin sentido. Otras alternativas para entrar en el terreno algebraico son: por un
lado, explorar el concepto de funcion y por otro, hacerlo a través de la
generalizacion ésta Ultima es la via que se explora en este trabajo de
investigacion. De manera simple se puede decir que generalizar es encontrar
caracteristicas que unifican, reconocer tipos de objetos y de problemas.

Cuando se descontextualiza la labor para resolver un problema y se
discuten las matematicas puestas en juego se entra a un proceso de
generalizacion lo que permite utilizar o adaptar lo que se hizo en la resolucion de
ese problema para otros del mismo tipo. Esta actividad es cotidiana en el aula, el
profesor plantea un problema para poder trabajar aspectos generales ya sea a
través de €l o a partir de éste.

La investigacion que aqui se reporta no tiene interés en la discusion a
profundidad acerca de como se introduce el algebra en la secundaria, pero se toca
el tema debido a que la investigacion se centro en la generalizacion de patrones.
Una ventaja de introducir el algebra a través de actividades relacionadas con la
generalizacion es que se abre la posibilidad de llegar al concepto de ecuacién con
un mayor dominio técnico, lo ideal seria introducir el algebra desde dos terrenos:
el funcional (variable) o la generalizacion (formula o namero general), lo cual le
brindaria elementos al estudiante para apropiarse del sentido de ese concepto
matematico.

Como se dijo, la investigacion se limitd a la exploracion en el campo de la
generalizacidon en concreto a problemas matematicos que se refieren a patrones o
secuencias de figuras dado que son el preambulo necesario para el estudio del
algebra. La parte medular de este tipo de problemas es encontrar una férmula(s)
para el enésimo término de un patron o secuencia de figuras cuya composicion
guarda una regularidad definida de manera explicita y es justo la produccion de la
férmula el punto de apoyo para arribar a cuestiones constitutivas del lenguaje

algebraico.



La generalizacion tiene un papel destacado dentro del algebra como lo
enuncian las diferentes concepciones, dimensiones y enfoques. En adelante se
mostraran algunas de esas concepciones. Autores como Mason (1996) y Mason et
al., (2005), consideran la generalizacion como una ruta hacia el algebra, incluso
como la esencia del algebra. Esta es la razén de su importancia la cual ha sido
reconocida en investigaciones primarias como lo sefial6 Davidov (1972/1990):
“‘desarrollar las generalizaciones de los estudiantes se ve como uno de los
principales propdsitos de la instruccion escolar” (p. 10).

Por otro lado, Krutetskii (1976) catalog6 a la generalizacion como una de las
habilidades cognitivas mas substanciales que puede desarrollar un estudiante. En
relacion a esto, Sriraman (2004) establece que debido al pensamiento de orden
superior implicado en la generalizacion como la abstraccion, el pensamiento
holistico, la visualizacion, la flexibilidad de razonamiento, la habilidad de
generalizar es algo que caracteriza a los estudiantes competentes. Por esta razon
Mason la llama el latido de las matematicas, desde esta perspectiva, Vogel (2005)
menciona que el analisis de patrones matematicos y la descripcion de sus
regularidades y propiedades, es uno de los objetivos de esta ciencia. Con respecto
a lo dicho antes, Kaput (1999) define a la generalizacion como:

Extender deliberadamente el rango de razonamiento o0 comunicacion

mas alla del caso o casos considerados, identificando explicitamente y

exponiendo similitud entre casos, o aumentando el razonamiento o

comunicacion a un nivel donde el foco no son los casos o situacion en

si mismos, sino los patrones, procedimientos, estructuras, y las

relaciones a lo largo y entre ellos (p. 136.).

Otros autores como Amit y Neria (2008) la definen como un proceso
sofisticado y poderoso, el cual involucra reflexion y una habil reconstruccion de los
propios esquemas existentes y como el proceso de aplicar un argumento dado en
un contexto mas amplio.

En relacién a las actividades o etapas en el proceso de generalizacion
distintos autores establecen este proceso bajo su perspectiva. Por ejemplo,
Lobato, Ellis, & Mufioz, (2003) indican que la etapa inicial en la generalizacion
exige “enfocarse” o “prestar atencién” a una posible propiedad invariante o

relacion. Mason et al. (2005) resaltan que para llegar a la generalizacién se
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necesitan actos de “prestar cuidadosa atencion” a detalles, especialmente a
aquellos aspectos que cambian y/o a los que se mantienen iguales. Esto se puede
resumir en la frase de Mason: “ver lo general a través de lo particular y ver lo
particular en lo general” (p. 310). Es decir, el estudiante debe enfocar su atencion
a exploran patrones, dedicarse a detectar similitudes y diferencias, clasificar,
etiquetar, buscar algoritmos, conjeturar, argumentar, establecer relaciones
numéricas entre componentes o bien, a generalizar los datos y relaciones
mateméaticas lo que sin duda lo llevara a desarrollar habilidades que son
fundamentales para el aprendizaje del algebra.

En este mismo tenor, Mason al analizar el proceso de generalizacion en las
matematicas escolares, identifica conductas que conforman el ciclo de
generalizacion: percibir la generalidad, expresar la generalidad, elaborar una regla
general, verbal o numérica para generar una secuencia, expresar simbolicamente
la generalidad, y manipular la generalidad. Desde la perspectiva de Kaput (1999),
la generalizacion requiere emprender al menos tres actividades: 1) identificar
similitudes a lo largo de casos, 2) extender el razonamiento propio mas alla de
donde se originog, y 3) proveer resultados mas amplios de casos particulares.

Por otro lado, Cafadas y Castro (2004) habiendo analizado el razonamiento
inductivo en alumnos de secundaria, definen un sistema de categorias que
responde a las acciones seguidas por los alumnos para llegar a la generalizacion:
1) la comprension del enunciado del problema, 2) trabajar con casos particulares,
3) formular conjeturas, 4) validar las conjeturas y 5) justificar la conjetura general.
Sin embargo, reconocido que el pensamiento inductivo se dirige a la
generalizacion resulta que éste no es considerado del todo en los programas de

estudio de matematicas.
1.1.2. La generalizacidén de patrones
Se entiende por patron matematico como “algo” que se repite con regularidad

tanto en el plano aritmético como geométrico (Castro, 1995 y Stacey, 1989).

Algunos autores como Zazkis y Lilledahl (2002) plantean que los patrones



matematicos son el alma y corazén de las matematicas y que a diferencia de la
resolucion de ecuaciones o la manipulacion de niumeros enteros, no siempre estan
como un topico o actividad curricular.

El reconocimiento de patrones es esencial en el desarrollo de la habilidad
para generalizar, ya que a partir de una regularidad observada, se busca un patrén
gue sea valido para mas casos. Steen (1990) y Schoenfeld (1992) se refieren a las

mateméaticas como la ciencia de los patrones. Schoenfeld explica esta afirmacion:

Las mateméaticas son una actividad inherentemente social, en la que

una comunidad de practicantes entrenados (cientificos mateméticos) se

ocupan de la ciencia de los patrones —intentos sistematicos basados en

la observacion, estudio, y experimentacion, para determinar la

naturaleza de los principios de las regularidades en los sistemas

definidos axiomaticamente o tedricamente (matematica pura) o modelos

de sistemas abstraidos de objetos del mundo real (matematica

aplicada). Las herramientas de las matematicas son la abstraccion, la

representacion simbolica y la manipulacion simbdlica (p. 335).

La descripcidon y representacion de patrones geométricos y numericos aparecen
asociadas a la generalizacién y al lenguaje algebraico y verbal como formas de
expresar las generalizaciones (Cahadas, 2007).

La aportacion de Radford (2008) para el cual el punto crucial en una
justificacion de generalizacion es explicar la forma en la que se percibe lo que es
igual y lo que es diferente. Argumenta que las generalizaciones de patrones
algebraicos no estan caracterizadas por el uso de notaciones sino por la forma
general en la que se tratan. Sugiere que la generalizacion de patrones algebraicos
supone tres momentos, primero la captacion de una similitud, segundo la
generalizacion de esta similitud a todos los términos de la secuencia que se esta
considerando y dultimo, la formacion de una regla o esquema que permite
determinar cualquier término de la secuencia directamente (es este caso el autor

se esta refiriendo a la generalizacidn que se realiza a partir de una secuencia).



1.1.3. Patrones geométricos

Los patrones de crecimiento pictérico también llamados patrones geométricos son
una secuencia de figuras en la cual los objetos en la figura cambian de un término
al siguiente, usualmente en una forma predecible. Un patron de crecimiento
pictorico tipicamente involucra dos variables: algun aspecto cuantificable de este
patrén pictérico de objetos (la variable dependiente) es coordinado con un indice o
sistema de conteo (la variable independiente) que provee una identificacion de la
posicién de la figura en el patron.

Los patrones de crecimiento geométrico son un rico contexto para explorar
la generalizacion, un mayor componente de pensamiento algebraico (Kaput 1999).
Los maestros analizan, describen y extienden patrones de crecimiento pictérico
con el objetivo final de generalizar interrelaciones en esos patrones. Los maestros
pueden usar muchas herramientas diferentes para formar generalizaciones,
incluyendo las construcciones fisicas de un patron, simbolos algebraicos y un

analisis explicito de cambio.

1.1.4. Aritmética generalizada y algebra

La generalizacion de la aritmética es considerada una componente fundamental
del algebra escolar que es utilizada tradicionalmente para la introduccion del
algebra en el nivel educativo basico. Centrandose en esta componente, Mason
(1996) concluye que la diferencia entre aritmética y algebra es que “la aritmética
procede directamente de lo conocido a lo desconocido utilizando célculos
conocidos; el algebra procede indirectamente de lo desconocido via lo conocido a
ecuaciones y desigualdades que pueden ser resueltas utilizando técnicas
establecidas”.

Es decir, la aritmética se enfoca en la manipulacion de nameros fijos, en la
generalizacién de situaciones relativas a nimeros concretos, los simbolos son
utilizados como etiquetas de medidas o abreviaciones de un objeto. Por el

contrario, el foco en el algebra esta en la generalizacion de las relaciones entre



nameros, la reduccion a la uniformidad, la manipulacion de variables, los simbolos
son variables o incognitas y las expresiones simbdlicas son consideradas como
productos y procesos.

Debido a esta diferencia de enfoques se produce una separacién del
algebra y la aritmética en el aprendizaje de las mateméticas escolares lo cual
enfatiza y alarga las dificultades de los alumnos en cuestiones algebraicas. De
aqui que varios autores propongan diferentes formas de trabajo para integrar
ambos campos de estudio y asi facilitar la transicion entre la aritmética y el
algebra.

Segun Hewitt (1998) la aritmética se centra en la obtencién del resultado,
siendo el algebra lo que permite encontrar una forma sistematizada de obtener tal
resultado. La vision del algebra como una aritmética generalizada, es seguida por
otros autores, como Kieran (2006, 2007), ademas de los mencionados, que
apuestan por la generalizacion como una via de introduccion al algebra en la
escuela. Drijvers y Hendrikus (2003) argumentan que el algebra tiene sus raices
en la aritmética y depende fuertemente de su fundamentacion aritmética y a su
vez la aritmética tiene muchas oportunidades para simbolizar, generalizar y
razonar algebraicamente. A este respecto Mason (1996) declara que cuando la
estructura de la aritmética es expresada, produce algebra como una aritmética
generalizada.

También Schliemann et al. (2003) enfocan el algebra como una aritmética
generalizada de numeros y cantidades. Este enfoque resalta el cambio de pensar
sobre relaciones entre numeros particulares y medidas a pensar sobre relaciones
entre conjuntos de numeros y medidas; y de calcular respuestas numéricas a
describir y representar relaciones entre variables. Para dicho cambio se requiere
gue los estudiantes emprendan actividades especialmente disefiadas, para que
puedan empezar a notar, articular, y representar los patrones numéricos que
observan entre variables. Bajo esta concepcion del algebra, Usiskin (1999) afirma
que las instrucciones clave para el estudiante en esta concepcion son “traducir” y
“‘generalizar”, y afirma que éstas son habilidades importantes no soélo para el

algebra sino también para la aritmética.



De esta forma, para entender la generalizacion de relaciones y procesos se
requiere que éstos sean anteriormente asimilados en la aritmética, ya que es
necesario que los alumnos internalicen generalidades que se encuentran
implicitas dentro de ésta y que son determinantes para el aprendizaje del algebra.
Kieran (1989) afirma que la experiencia previa de los alumnos con la estructura de
las matematicas, y especialmente con la estructura de expresiones aritméticas,
debe tener un efecto importante en la capacidad de los alumnos en dar sentido al
algebra. De manera que, lo ideal es que los docentes promuevan el pensamiento
algebraico a partir de situaciones aritméticas con el objetivo de facilitar el
aprendizaje del algebra. Es decir, proveer de actividades aritméticas que inciten a
la observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas, en las cuales
los alumnos exploren, modelen, hagan predicciones, discutan, argumenten,
comprueben ideas a la vez que practiquen habilidades de calculo (Blanton y
Kaput, 2004, 2005).

1.1.5. Instrumentos psicoldgicos en el aprendizaje de las matematicas

Los procesos psicologicos de las matematicas, abstraccidon, generalizacion e
inferencia, por ejemplo, pueden verse afectados por el entorno sociocultural
predominante y también por las herramientas usadas en dicho entorno, siendo
éste un mediador en la accidn cognoscitiva. En una situacion o escenario con
determinadas caracteristicas, se van a producir significados particulares del objeto
matematico en cuestion, es decir, la expresién o representacion de significados
matematicos que se desprendan del escenario estaran en directa correspondencia
con éste, entablaran un mismo lenguaje por decirlo de alguna manera. Moreno y
Waldegg (2004) afirman que:

Ahi [en el escenario] el alumno puede expresar la generalidad
matematica en dependencia del medio, aunque sus expresiones
apunten mas all4, hacia las descripciones abstractas de las
estructuras matematicas. [Esto es] Se hace posible [que el estudiante]
explore ideas dentro de ambitos particulares, concretos vy
manipulables, pero que tienen la semilla de lo general, lo abstracto y
lo virtual (p. 97).



Como acabamos de leer el escenario es el soporte instrumental, es decir,
es el intermediario para realizar la conexién entre los conocimientos informales y
el conocimiento matematico. Actualmente, las teorias de la cognicién reconocen el
principio de mediacion instrumental que puede expresarse de la siguiente manera:
todo acto cognoscitivo esta mediado por un instrumento que puede ser material o
simbdlico. Desde un punto de vista sociocultural, funciones como la atencién, la
memoria o la resolucion de problemas experimentan una transformacion radical
cuando intervienen en actividades mediadas por instrumentos psicolégicos (ver
Kozulin, 2000). El instrumento brinda una perspectiva diferente de la realidad y
permite acceder a otros niveles de conocimiento imposibles de adquirir sin éste.
En otras palabras, toda actividad cognoscitiva lleva consigo una actividad
representacional. No hay manera de que una sea fructifera sin la otra, ambas son
constitutivas.

Las herramientas como la computadora son sistemas de representacion
ejecutables que pueden realizar funciones “cognoscitivas” en forma virtual, que
facilitan exponencialmente el trabajo de las personas, por las caracteristicas del
software en el que se trabaje. Sin embargo, la persona tendra que saber
interpretar lo que aparece en su pantalla y esto no es de ninguna manera facil ya
gue le demanda al individuo una accidon cognoscitiva de otro nivel lo que crea
nuevos significados. Por tanto, la complejidad entre la herramienta computacional
y el pensamiento del individuo hace que ambas herramientas formen una dualidad
promotora del desarrollo en potencia. Cabe decir que la herramienta no remplaza
la capacidad de razonamiento de la mente sino que la amplifica. De manera que el
uso de la herramienta tecnoldgica en este sentido se convierte en un elemento
netamente pedagaogico (Moreno y Waldegg, 2004).

Si al estudiante se le pudiera proveer de distintos sistemas de
representacion y en ellos se estudiara un mismo fenbmeno u objeto matematico, el
estudiante tendria mas oportunidades de comprender el fenbmeno y ademas en
forma integral. Es decir, lo que quizd en un sistema de representacién no se
pudiera apreciar directamente en otro sistema tal vez se pueda mostrar

claramente. Abordar otros sistemas de representacion ademas del o los que el



profesor proporciona, accediendo a la utilizacibn de medios ambientes
computacionales, marcaria un cambio en términos cognoscitivos en la formacion
matematica del alumno y sin lugar a dudas, también en otras asignaturas. Del
acercamiento con jévenes de secundaria se aprecia que ellos realizan
constantemente abstracciones de la realidad. La introduccion de la tecnologia en
la escuela se hace con el propésito de desarrollar en los estudiantes un
pensamiento matematico mas sélido, mediado por la tecnologia. En el caso de las
computadoras, su valor reside en que ofrece distintos medios de expresion
matematica y ademas formas nuevas en las que se puede manipular el objeto
matematico bajo estudio.

El concepto de instrumento psicoloégico es fundamental en la teoria
psicologica de Vigotsky, quién argumenta que “los instrumentos psicologicos son
los recursos simbdlicos — signos, simbolos, textos, férmulas, medios graficos-
simbolicos — que ayudan al individuo a dominar sus propias funciones psicologicas
<naturales> (percepcién, memoria, atencién, etcétera) Los instrumentos
psicologicos actian como un puente entre los actos individuales de cognicién y los
requisitos simbdlicos socioculturales de estos actos” (Kozulin, p.15). Un ejemplo
de instrumento psicoldgico basico es el lenguaje.

Para Vigotsky existen tres principales mediadores en la cognicion humana:
los instrumentos materiales, los instrumentos psicologicos y los mediadores
humanos. De estos, los instrumentos psicologicos simbdlicos son preponderantes.
Segun Kozulin (2000) debido a que:

Ocupan una posicidn estratégica “entre” los estimulos del mundo y los
procesos psicoldgicos internos del individuo. Por tanto, los
instrumentos psicolégicos transforman la interaccion no mediada del
ser humano con el mundo en una interaccidon mediada. [De tal manera
que las] funciones psicolégicas ‘“naturales” como la percepcion, a
memoria y la atenciébn se transforman bajo la influencia de los
instrumentos psicoldgicos y generan nuevas formas culturales de las
funciones psicolégicas. La calidad de estas transformaciones depende
de la calidad de los instrumentos simbdlicos disponibles en una cultura
dada y de las condiciones en las que los individuos se apropian de
estos instrumentos (p. 18).

10



El mismo autor afirma que el razonamiento hipotético, los experimentos
tedricos, el empleo de modelos, la resolucién generalizada de problemas y otras
actividades académicas no se pueden lograr sin una forma de representacion
simbdlica basada en el empleo de instrumentos psicologicos. Pero adquirir estos
instrumentos requiere de un paradigma de aprendizaje diferente del de adquisicion
de contenidos. Es decir, éste paradigma debe tener una intencionalidad por parte
del ensefiante-mediador, si no, no habra apropiacibn de los instrumentos
psicoldgicos o éstos se adquiriran como un contenido, y para apropiarse de éstos,
la mediacion de significados es un momento esencial porque sélo obtendran sus
significado a partir de los convencionalismos culturales que los engendraron. Asi
también, los instrumentos deben ser generalizados para que sean capaces de
organizar los procesos cognitivos y de aprendizaje del individuo en contextos y
tareas diferentes. A este respecto Kozulin (2000) sostiene que:

El concepto de instrumento psicolégico ofrece una nueva perspectiva
para el estudio comparativo del desarrollo cognitivo, el aprendizaje en
las aulas, las diferencias intelectuales en la cognicion y las posibles
maneras de hacer que la educacion se ajuste mas a las necesidades
gue plantea ensefiar a pensar y a resolver problemas de manera
creativa (p. 15).

1.1.6. Latecnologia en la ensefianzay el aprendizaje de las matematicas

Una ensefianza significativa va mas alla del simple uso de conceptos y técnicas de
céalculo para resolver problemas, propone incentivar en el alumno la intuicion, es
decir, que permita al estudiante descubrir propiedades y caracteristicas de los
objetos de estudio a partir del andlisis de diversas situaciones. Sin embargo, en
muchos de los casos, conseguir esto bajo un modelo de ensefianza tradicional (sin
el uso de nuevas herramientas tecnolégicas) se tienen que realizar muchos
célculos para llegar a generalizar a partir de observaciones o0 casos particulares y
poseer una capacidad de razonamiento para contrastar la certeza de las
intuiciones. Tales actividades tienen una desventaja en el hecho de que requieren
tiempo suficiente para que el estudiante madure los conceptos involucrados vy

asimile las caracteristicas o propiedades de los objetos matematicos.
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El tiempo es un factor que los profesores valoran cuando se trata de
planificar sus clases para llevar a buen término el programa de matematicas. Una
posible alternativa seria el uso de herramientas tecnolégicas, el cual es sugerido
en los distintos proyectos o programas de educacion bésica de la Secretaria de
Educacion Pdblica (SEP, 201l1a) para recrear ambientes de simulacion que
faciliten la experimentacion y el estudio de diferentes situaciones en menos
tiempo.

Ciertas herramientas tecnoldgicas permiten experimentar reiteradamente
distintas situaciones, probar hipotesis, variar las ya establecidas, cambiar valores,
modificar condiciones, etcétera. Con estas acciones se puede conseguir, por
ejemplo comprender a mas profundidad un concepto, teorema o algoritmo,
explotando el potencial de cada uno. En primera instancia, una ventaja de su uso
es que se reduciria en cierta medida el tiempo para realizar las acciones
mencionadas, que si se hicieran con lapiz y papel. Al dejar de ser un obstaculo la
realizacion de operaciones rutinarias cabe la posibilidad de enfocar la atencion del
estudiante a la reflexion y el analisis de los resultados.

En segundo lugar, la visualizacion (Rivera, 2010) a través de un medio
virtual como apoyo grafico seria otro aliciente en la comprension de muchos
conceptos, propiedades, nociones matematicas, por decir algo. Esta comprension
le permite al alumno establecer conexiones entre ramas de las matematicas y
verlas como un todo conectado.

Por otro lado, la incorporacion y uso potenciado de las herramientas
tecnoldgicas va mas alla del campo académico, se extiende hacia lo profesional, el
hogar, lugares de esparcimiento, etcétera, de modo que lo extrafio seria ignorar la
realidad de estas nuevas herramientas. El uso de la tecnologia en la escuela, se
aclara, no es percibir a la computadora como objeto central para conseguir
aprender sino el pensamiento matematico que se puede obtener del uso de ésta
ya que lo importante de esta herramienta y de otras, es precisamente la capacidad
gue tienen de proporcionarnos medios alternativos de expresion y diversas formas
en las que se pueda manipular el objeto de estudio posibilitando nuevas formas de

argumentacion, que no por ser diferentes serdn menos validas.
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En otras palabras, la pertinencia pedagogica del uso de la tecnologia radica
en que nos permite centrar la idea de que lo realmente ventajoso en la accion
educativa virtual, mas alla del simple uso de software y/o conectividad a la red,
consiste en estimar las multiples perspectivas formativas que abre la interaccion
con herramientas tecnolégicas educativas apropiadas (Olive y Makar, 2009).

Las revisiones de trabajos antecedentes que se hacen en esta seccion
estan dirigidas por las respuestas que dan los autores a la pregunta de como las
emplean de manera creativa y eficaz en el &mbito educativo. Se vera que las
diferentes respuestas que se obtienen obedecen a la perspectiva de aprendizaje
gue se tenga, es decir, lo que se piense del aprendizaje determinara la manera de
reconocerlo y ejecutar acciones al respecto, sefialara a qué prestar atencion, quée
problemas identificar y por lo tanto qué soluciones dar con nuevas herramientas
tecnologicas.

Una de las revisiones mas importantes en esta seccion de antecedentes es
la que se refiere a la teoria sociocultural de Lev Vigotsky que considera al
aprendizaje como una experiencia esencialmente social (en términos muy
generales). Se enfoca en el papel de la mediacion instrumental en el desarrollo de
la cognicion y es justamente esta funcion lo que le confiere valia en los procesos
educativos en ambientes virtuales en los que el aprendizaje no se desentiende de
concebirse como una extension en y a partir de la interaccion social. Resta decir
gue la ensefianza puede lograr mejores resultados en el aprendizaje en funcion
del uso gue se haga de los medios intelectuales, técnicos, econémicos, culturales,
fisicos, etcétera, que estén a disposicion y esto dependera en ultimo momento del
profesor y los alumnos.

En sintesis, la tecnologia esta transformando los escenarios educativos y
promoviendo la aparicion de otros nuevos. Por esto, se puede afirmar que ésta
puede modificar las practicas educativas, siempre y cuando su uso sea el mas
pertinente (Olive, 2010).
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1.1.7. Ideas mateméticas significativas y tecnologia

La investigacion realizada por Rojano (2002) sobre el aprendizaje de las
mateméticas en la escuela secundaria abarca cuatro diferentes perspectivas. La
primera esta relacionada con los procesos cognitivos que tienen lugar en
conceptualizaciones importantes; la segunda perspectiva tiene que ver con el
concepto de la escuela secundaria, es decir, con el papel que desempeia este
nivel escolar en la preparaciéon de sus estudiantes, por un lado para ingresar al
nivel educativo subsecuente y por otro, como el nivel que concluye la educacién
bésica; la tercera perspectiva se encamina hacia la influencia que ejerce la
incorporacion de nuevas tecnologias en la enseflanza de las matematicas y la
organizacion del aula; y la dltima aborda la reformulacion de qué ensefiar, cOmo
ensefar y por qué ensefar en tiempos actuales.

Sin embargo, el énfasis de tal investigacion estuvo puesto en la influencia
de nuevas herramientas de aprendizaje en la educacion matematica y en los
procesos cognitivos generados que puedan conducir al conocimiento de factores
clave que favorezcan u obstaculicen el acceso a estudiantes a ideas matematicas
poderosas.

La autora aclara que las ideas significativas en matematicas no son
necesariamente nociones matematicas avanzadas Sino que son nociones clave
gue proveen un acceso real a ideas matematicas poderosas. Una idea
matematicamente significativa es relativa, es decir, depende de su poder para
llevar el pensamiento matematico del estudiante a un nivel mas abstracto, formal y
complejo.

Centrando la atencion en la generalizacion de patrones, la autora hace
mencion de la transicibn de pensamiento de los estudiantes en tareas
matematicas, es decir, ir de lo especifico a lo general (procesos de
generalizacién). En la escuela secundaria los estudiantes son capaces de acceder
a representaciones simbdlicas que les permiten alcanzar el nivel de manipulacién
de la generalidad, dicho nivel es el dltimo del ciclo de la generalizacion propuesto

por Mason (1995). Sin embargo, existe una tendencia por abreviar los dos
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primeros niveles lo que evita producir una expresion algebraicamente apropiada
para el problema en cuestion. Hace notar que los estudiantes tienen dificultad para
traducir el problema planteado en lenguaje comin a una expresion simbdlica o
algebraica, ademas de las dificultades para la resolucion de dicha expresion.

El trabajo que realiza la autora con estudiantes® muestra como el uso del
soporte tecnologico (Excel) actia como un facilitador (o intermediario). Es decir,
los ayudd a expresar de una manera general la existencia de relaciones entre los
datos y las cantidades desconocidas con la posibilidad de cambiar el valor de
éstas Ultimas para representar distintos casos del mismo problema. Ademas los
ayudoé a representar y probar relaciones mateméaticas sin tener que manejar un
lenguaje simbolico como tal. Aun asi, ellos pudieron observar éstas relaciones
representadas simbolicamente en las formulas de la hoja de calculo. En otras
palabras, las formulas de Excel constituyeron un lenguaje intermediario entre
lenguaje natural y algebraico (Rojano, 1996 b). Asume que las relaciones
algebraicas estan vinculadas a un dominio numeérico y en este sentido la hoja de
célculo provee un contexto para generalizar desde lo aritmético y sistematizar
estrategias de los estudiantes.

Los resultados del proyecto de investigacion sugieren que la hoja de calculo
puede jugar un papel importante cuando se consideran los métodos intuitivos de
los estudiantes como base para ensenarles métodos “mas algebraicos” para la
resolucién de problemas. Sin embargo, la cuestion no respondida es saber como
ayudar a los estudiantes a transitar de sus propias estrategias a métodos
algebraicos formales.

Por ultimo, sefiala a la hoja de calculo como un ambiente computacional,
entre otros como SimCalc Math Worlds, Cabri-Geométre, Logo, etc. que permiten
el acceso a distintos sistemas de representacion haciendo posible un
acercamiento con el fendbmeno o modelo matematico en cuestién. Afirma que el

uso de ciertos ambientes computacionales interactivos puede transformar

2 El estudio fue parte del Proyecto Anglo-Mexicano. Fue conducido por dos equipos de trabajo, uno en
Inglaterra y otro en Meéxico. El proyecto se denomind: Modelacion Matematica con Hojas de célculo. Se
abordaron campos de ciencia y educacion matematica. El proyecto se avocd, por un lado, acerca de las
préacticas matematicas escolares de alumnos de 16 a 18 afios y por otro lado, la influencia cultural de dichas
préacticas en ambos paises.
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profundamente la forma en la cual las mateméaticas son entendidas y aprendidas
en la escuela secundaria. Es decir, conectar las mateméticas con el mundo real
usando diferentes sistemas de representacion. Est4 claro que la incorporacion de
las TIC's en la enseflanza y aprendizaje de las mateméaticas podrian facilitar o
posibilitar el acceso a ideas matematicas significativas.

1.1.8. Equidad y uso de tecnologia educativa en matematicas

En México, el acceso al conocimiento no es reconocido como un problema publico
trascendental aunque es obvia la exclusion de aquellos que permanecen al
margen de los procesos educativos en cualquier nivel escolar. Nuestra realidad
requiere una reorientacion paulatina de las practicas escolares y sus concepciones
epistemologicas y cognitivas para encaminar al estudiante a ideas matematicas
significativas a través de la adquisicion de habilidades fundamentales como por
ejemplo, la exploracion, la experimentacion, la modelacion, el manejo de
informacion y la habilidad para sistematizacion, por decir algo. Bajo un enfoque de
ensefanza tradicional esto no seria posible (Moreno & Block, 2002).

El trabajo que aqui se presenta explora el uso de los manipulativos virtuales
como medio de experimentaciéon de acciones de abduccion e induccion, o de
razonamiento visual (Giaquinto, 2007; Rivera, 2008-2013). La utilizacion de los
manipulativos virtuales se destaca como un medio para que estudiantes en
desventaja accedan a ideas matematicas significativas (Chiappini & Cozzani,
2014; Dunham & Hennessy, 2008; Rojano, 2002). Estos estudiantes se pueden
caracterizar por encontrarse normalmente en situaciones de desventaja en la
escuela, ya sea por falta de desarrollo de habilidades, o por carencia de recursos
adecuados para la resolucion de tareas o problemas matematicos en la escuela.
Se busca promover el desarrollo de razonamiento algebraico en los estudiantes
desaventajados especificamente desencadenando acciones de abduccién e
induccion (base en los procesos de generalizacion algebraica) durante la

resolucién de tareas de generalizacidon de patrones de figuras.
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En este sentido es que la utilizacion de la tecnologia en el aprendizaje y la
ensefianza de las matematicas en la educacién bésica se puede enmarcar en una
linea de investigacién del uso de la tecnologia para la nivelacion del campo de
accion de los escolares (Dunham & Hennessy, 2008). En particular, este tipo de
utilizacion fortalece los argumentos que hasta ahora se han dado en torno del uso
de la tecnologia para que grupos en desventaja estén en igualdad de condiciones
al término de determinada instruccion escolar (idem, p.388; Chiappini, 2013-2014).
El potencial de las herramientas tecnoldgicas se materializa dependiendo de la
habilidad del maestro en integrar la tecnologia en el curriculo mateméatico de

acuerdo a principios pedagdégicos solidos.

1.1.9. Manipulativos Virtuales como alternativa de nivelacion del aprendizaje

En los ultimos afios se han desarrollado lo que se conoce como manipulativos
virtuales, programas disefiados especificamente para favorecer el aprendizaje de
las matematicas escolares. Estas y otras herramientas fueron sugeridas para una
ensefanza significativa en temas matematicos y resolucion de problemas desde
hace mas de una década (ver NCTM, 2000). Por ser muy reciente el desarrollo y
uso de estas herramientas hay poca literatura que reporte evidencia de resultados
en cuanto a su uso en ambientes educativos. Esta investigacion de campo es un
esfuerzo por dar cuenta de las bondades de tales herramientas que tienen por
objetivo desarrollar y/o ampliar habilidades y conocimientos matematicos.

Para aprender y comprender las matematicas en todos los niveles, el
estudiante necesita involucrarse. Como se dice, las matematicas no son un
deporte para espectadores, muchas de las estrategias de ensefianza omiten
involucrarlos activamente. Por lo tanto, se requiere crear estrategias de ensefianza
atractivas para ellos, dado que la nueva tecnologia esta absorbiendo su atencion,
es prioridad actuar con teson para atender la inquietud y hacer de la tecnologia
una aliada para esta labor. Una alternativa conveniente es utilizar manipulativos
virtuales, los cuales resaltan como una excelente estrategia de ensefanza.

Sus principales caracteristicas son:
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- Tienden a ser mas que la réplica exacta de los manipulativos “concretos” o
“fisicos”

- En general, incluyen opciones adicionales propias de un ambiente digital (copiar
y colorear piezas, seleccionar y mover multiples objetos).

- La mayoria ofrece simulaciones de conceptos y operaciones que no pueden ser
facilmente representadas por los manipulativos tradicionales

- Algunos combinan representaciones iconicas y simbdlicas de conceptos y
operaciones en un mismo ambiente.

- Son flexibles, independientes y dindmicos; pueden ser controlados enteramente
por el maestro/a y los estudiantes, ademas, ser usados en diferentes lecciones,
niveles y edades.

- Algunos ofrecen registrar las acciones o0 resultados para proveer de
retroalimentacion al estudiante.

- Estan disponibles sin limite, en cualquier lugar, las 24 horas del dia via Internet.
Profesores, padres y nifios pueden acceder a ellos gratis.

(Ver Matus, C. y Miranda, H. ,2010).

Es importante resaltar que los jévenes tienen la oportunidad de generar su
propio conocimiento debido a la facilidad de manipulacion de los objetos en la
computadora porque les brinda un aprendizaje que recurre a la experiencia y la
intuicion. Por ejemplo, hay conceptos que expresados verbalmente son dificiles de
transmitir y podrian ser asimilados con rapidez a través de la manipulacion de las
imagenes.

Si vamos mas alla, en cuanto a la resolucion de problemas por parte del
alumno la dificultad inicia en la comprension del problema que puede estar ligada
a la comprensién del sentido del texto, dificultades en destacar lo principal de lo
accesorio, pérdida del sentido del problema durante la ejecucion de operaciones
intermedias, dificultades de orientacion espacial durante las operaciones
aritméticas, como por ejemplo, alinear mal los nUmeros en operaciones de sumas
o divisiones, defectos de planificacion y eleccion del orden de las operaciones
intermedias, falta de confrontacion de los resultados con los datos del problema,

etcétera. Para contrarrestar estos limitantes se tiene como ventaja el uso de
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recursos multimedia como los manipulativos virtuales, con ellos el tiempo invertido
en las actividades se minimiza si se compara la ejecucion a lapiz y papel en donde
se consume mas tiempo en lugar de ocuparse propiamente del problema
planteado. Si tomamos como ejemplo el trabajo con fracciones, si el estudiante ha
de trazar el dibujo de lo que haya de tomarse como unidad a fraccionar, perdera
mas tiempo en dibujar y colorear, que en representarse mentalmente la fraccion
de que se trate. Para la ensefianza de las nociones matematicas la manipulacion
es importante porque a partir de la propia experiencia es el estudiante el que
acaba descubriendo el concepto.

1.1.10. Qué es un Manipulativo Virtual

Se denomina manipulativos por que los “objetos pueden ser tocados y movidos
por los estudiantes para introducir o reforzar una idea o concepto matematico”
(Hartshorn & Boren, 1990, p.1) y virtuales por la naturaleza de su creacion y son
ejecutados en una computadora que simula su existencia. En palabras mas
técnicas o cotidianas son pequefios programas hechos en lenguaje Java
instalados en paginas HTLM o paginas Web. Es decir, son objetos visuales que
ayudan a ilustrar las relaciones matematicas y sus aplicaciones. Estos
manipulativos permiten a los estudiantes examinar visualmente, explorar y
desarrollar conceptos. Moyer, Bolyard y Spikell (2002) definen un manipulativo
virtual como “una presentacién visual de un objeto dinamico e interactivo, basado
en la Web, que representa oportunidades para la construccion del aprendizaje
matematico” (p.373).

Un manipulable para matematicas puede entrar en dos categorias: la
primera, los Fisicos, que se definen como cualquier material u objeto fisico del
mundo real que los estudiantes pueden “palpar” para ver y experimentar
conceptos matematicos. La otra categoria, son los Virtuales, que se definen como
representaciones digitales de la realidad posibilitadas por las computadoras, y que

el estudiante puede también manipular con el mismo objetivo de los primeros.
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Qué le ofrece un manipulativo virtual matemético al estudiante:

La facilidad de manipulacién de los objetos en la computadora le brinda un
aprendizaje basado en la experiencia y la intuicion.

Lo ayuda a construir, fortalecer y conectar varias representaciones de ideas
matematicas al tiempo que aumentan la variedad de problemas sobre los que
pueden pensar y resolver.

Le presenta objetos para reflexionar y hablar. Le suministran un lenguaje
adicional para comunicar ideas matematicas sobre sus percepciones visuales,
tactiles y espaciales.

Interviene en el transito del nivel concreto al abstracto e incrementa su
capacidad para adquirir habilidades y conceptos al ofrecer una representacion
fisica, tangible, moévil, armable y dado que es armable, le permite visualizar

conceptos matematicos de manera concreta.

Beneficios Matematicos que le aporta:

Hacer conscientes ideas y procesos matematicos.

Permitirle razonar mientras manipula en la computadora graficas o figuras
dinamicas y las expresiones matematicas relacionadas con éstas.

Explorar, gracias a la flexibilidad de los manipulativos, las figuras geométricas
de maneras que no son posibles con figuras fisicas (cambios en forma o
tamafo, cambios generales o particulares, etcétera).

Facilitar la exploraciéon rapida de los cambios en las expresiones matematicas
con el simple movimiento del ratén, en contraposicion de lo que sucede cuando
se utiliza lapiz y papel.

Visualizar los efectos que tiene en una expresion matematica, modificar otra.
Por ejemplo, cambiar el valor de un pardmetro de una ecuacién y ver cémo la
grafica resultante cambia de forma.

Acelerar la exposicibn a un gran numero de problemas y ofrecer

retroalimentacion inmediata.
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- Relacionar con facilidad simbolos matematicos, ya sea con datos del mundo
real o con simulaciones de fendmenos corrientes, lo que le da mayor significado
a las matematicas.

- Obtener retroalimentaciéon inmediata cuando él genera expresiones
matematicas que no satisfacen la solucion del problema en cuestion.

- Realizar procesos de composicion y descomposicibn de formas (realizar
unidades compuestas, descomponer un hexagono en otras formas como
triangulos, etcétera).

- Conectar el aprendizaje geométrico/espacial al aprendizaje numérico,
relacionando dinAmicamente ideas y procesos numéricos con las ideas de los
estudiantes sobre formas y espacio.

- Permitir que se detenga la aplicacién en cualquier momento del proceso si se
requiere tiempo para pensar sobre éste. Ademas, puede repetirse si se desea

ver nuevamente parte de esta o0 ensayar otras respuestas.

Entre los manipulativos virtuales disponibles en la red y con prestigio por el tipo de
herramientas y recursos para el aprendizaje de las matematicas escolares se
encuentran los siguientes: El proyecto “Interactive Project” de la fundacion Shodor,

http://www.shodor.org/interactivate/. EI proyecto “Eduteka de Colombia”,

http://www.eduteka.org/MIl/master/interactivate/. También el NCTM, tiene a su

cargo el proyecto “llluminations-Marcopolo”

http://illuminations.nctm.org/ActivitySearch.aspx. Uno mas es el proyecto

“WisWeb”, http://www.fi.uu.nl/wisweb del Freudenthal Institute en Holanda. Pionero

en este tipo de iniciativas en particular para la ensefianza de algebra en
secundaria. Por ultimo, otras iniciativas personales como “Arcytech” de Jacobo

Bulaevski en http://arcytech.org/java/, “Manipula Math with Java” de les Inc. en

http://www.ies.co.jp/math/java/index.html y “Dr. Super’” de George Manson

University http://www.galaxy.gmu.edu/~drsuper/. Pero el mas destacado en la red

es el de la Universidad del estado de Utah en los Estados Unidos Americanos. Alli
existe la Biblioteca Nacional de Manipulativos Virtuales una gran coleccién de

manipulativos, juegos y actividades organizada por temas y niveles educativos.
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1.1.11. Manipulativo virtual: Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales

La Universidad de Utah puso en marcha en el afio 1999 un proyecto de recursos
multimedia que contribuyen a la ensefianza de las mateméaticas escolares,
financiado por la "National Science Foundation”, el proyecto recopila una extensa
coleccion de manipulativos virtuales, mas de 100 programas de software
interactivo, en espafiol, francés e inglés. Son herramientas y editores matematicos
en Java que enriquecieran la ensefianza matematica interactiva. El uso de Java
como lenguaje de programacion permite que las herramientas sean accesibles a
través de la Web y en diversas plataformas. El proyecto se denominé: Biblioteca
Nacional de Manipuladores Virtuales (National Library of Virtualy Manipulatives
gue se abrevia con las siglas: NLVM). Es uno de los manipulativos virtuales mas
solicitado en la red. La direccion electronica para acceder a éste es:

http://nlvm.usu.edu/es/nav/vlibrary.html, la imagen muestra su pagina de inicio.

Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales ygonerare @,
) NLVMCDE  UhveRere o
o

Biblioteca  Informacién eNLVM Comprar! (_Buscar )
Descargar Nueva Version Gratuita 3.0!

Indice

Nameros &
Operaciones

Algebra ‘ .
b

Geometria I |
—
Medidas ?

Analisis de Datos "
& Probabilidad

Créditos | Contacto | @ 1999-2010 Utah State
English | Espadiol |

Enseguida se dan a conocer las caracteristicas mas relevantes del manipulativo:

1. Las areas de las matematicas que se pueden abordar son: NUmeros y
operaciones; algebra; geometria; medidas; y analisis de datos y probabilidad.
Se presentan en una columna. Estas areas son compatibles con los ejes
tematicos que se estudian en el programa de matematicas de secundaria en

México.
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En fila (horizontal) se muestran los grados o niveles educativos para los cuales

estan dirigidos los manipulativos.

) Bibiioteca Nacional de Manipuladonils Virtuales g .asee e

A4 . le

Desde preescolar hasta principios

de medio superior. El de nuestro
interés recae en el nivel 6-8 que
corresponde al de la educacion

<

secundaria en México. De manera

gue para elegir los manipulativos

virtuales al cual se quiera accesar

hay que hacer clic en donde se une el area con el nivel que se desee. Por
ejemplo, para accesar a los que se usaron en esta investigacion, habia que
hacer clic en la conjuncion del area de algebray el nivel 6-8.

Después de elegir un grado y area se despliega en la pantalla una lista de

manipulativos que corresponden al nivel y

area seleccionados, se presentan con un -
icono cada uno, su denominacion y se e
menciona brevemente que se puede hacer
con cada uno de estos. Si se hace clic en
el icono o denominacion, inmediatamente

abre el manipulativo y esta listo para

usarse.
Una vez abierto cualquier manipulativo en la parte superior hay un menu de
cinco opciones: Atras, Actividades,

Profesores, Estandares e Instrucciones.

La primera, es para retroceder una

ventana anterior; la de Actividades,

despliega una columna a la derecha de la

BG4SO

pantalla en donde se puede elegir una de

varias actividades predeterminadas que

se describen de manera precisa; la de

Profesores, proporciona sugerencias
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didacticas para ellos en relacion al contenido matematico que se aborda; la de
Estandares, vincula de manera directa el contenido del manipulativo con los
estandares mateméaticos establecidos por el Consejo Nacional de Profesores
de Mateméticas de los Estados Unidos (NCTM por sus siglas en inglés); y la
de Instrucciones, también despliega una columna en la que detalla qué y cémo
usar las herramientas con las que cuenta el manipulativo para que el usuario

pueda efectuar las actividades en este sin dificultades.

Esta biblioteca de manipulativos puede ser utilizada libremente por profesores que
desean enriquecer sus clases de matematicas. Los materiales también sirven para
entrenar futuros profesores. La biblioteca es extendida y refinada constantemente
para la enseflanza de las matematicas.

Los requisitos del sistema para ver los manipuladores virtuales, es utilizar
un navegador Web que tenga Java activado. Los manipulativos virtuales (applets
en Java) funcionan en los siguientes navegadores Web:

Windows Vista - Internet Explorer 7.0
Windows XP - Firefox 1.0, 1.5y 2.0
Windows XP - Internet Explorer 6.0y 7.0
Windows 2000 - Internet Explorer 5.5
Windows 2000 - Netscape 4.08,4.75y 6.1

e Mac OS X - Camino 0.8

e Mac OS X - Firefox 1.0y 1.5

e Mac OS X - Netscape 7.1

e Mac OS X - Safari 1.2.3

1.1.12. El contexto escolar en el que se lleva a cabo el presente estudio

En el panorama actual de las matematicas en secundaria, en México, se da a
conocer lo que pretende la propuesta de la Reforma Integral de la Educacion
Basica (RIEB) y el Sistema Educativo Nacional (SEN) en la formacion de
individuos que deberan integrarse a una sociedad para llevar una vida digna y
productiva a futuro como adultos responsables. Se hace una semblanza del plan'y
programa de estudio de matematicas vigentes, se enfatiza en aspectos que son

relevantes para esta investigacion como los principios pedagdgicos; los campos
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de formacion para la educacién basica, incluido en éstos el de pensamiento
matematico que es de nuestro interés y el uso de las Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacion (TIC) en el aprendizaje de las matematicas en
secundaria. La semblanza aterriza en los propdésitos del programa de matematicas
que tienen que ver con la generalizacion de patrones y su relacion con las

competencias matematicas que se pretenden desarrollar en los estudiantes.

Estudio de las matematicas en la escuela secundaria en México

Actualmente la RIEB termina con un ciclo de reformas curriculares en cada uno de
los tres niveles que ahora integran la Educacion Basica, que inicié en 2004 con la
Reforma de Educacion Preescolar, continué en 2006 con la de Educacion
Secundaria y en 2009 con la de Educacion Primaria. La propuesta de la RIEB esta
“orientada al desarrollo de competencias y centrada en el aprendizaje de los
estudiantes” (SEP, 2011 a) e intenta reestructurar la escuela publica y su funcién
en el SEN, para ello éste debera:

...fortalecer su capacidad para egresar estudiantes que posean
competencias para resolver problemas; tomar decisiones; encontrar
alternativas; desarrollar productivamente su creatividad; relacionarse
de forma proactiva con sus pares y la sociedad... ElI dominio
generalizado de las tecnologias de la informacion y la comunicacion, y
en general de las plataformas digitales, como herramientas del
pensamiento, la creatividad y la comunicacion;...la produccion y
circulacion del conocimiento; el trabajo colaborativo en redes
virtuales... para alcanzar una vida digna y productiva. (p. 9-10).

Entre los principios pedagdgicos que sustentan al plan de estudios se
encuentra el que enfatiza el desarrollo de competencias, el logro de los
Estandares Curriculares y los aprendizajes esperados. Se definen en el plan de
estudios (2011) los siguientes conceptos: como competencia “la capacidad de
responder a diferentes situaciones, e implica un saber hacer (habilidades) con
saber (conocimiento), asi como la valoracion de las consecuencias de ese hacer
(valores y actitudes)”. Los estandares curriculares “son descriptores del logro y

definen aquello que los alumnos demostraran al concluir un periodo escolar;
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sintetizan los aprendizajes esperados... [Estos] son indicadores de logro que, en
términos de la temporalidad establecida en los programas de estudio, definen lo
gue se espera de cada alumno en términos de saber, saber hacer y saber ser;
ademas, le dan concrecion al trabajo docente al hacer constatable lo que los
estudiantes logran, y constituyen un referente para la planificacion y la evaluacion
del aula” (p. 29).

Otro de los principios pedagogicos de interés para esta investigacion es el
uso de materiales educativos para favorecer el aprendizaje y el de generar
ambientes de aprendizaje, éste Ultimo entendido en el plan de estudios (2011)
como “el espacio donde se desarrolla la comunicacion y las interacciones que
posibilitan el aprendizaje. Con esta perspectiva se asume que en los ambientes de
aprendizaje media la actuacion del docente para construirlos y emplearlos como
tales” (p. 28).

La creacion de ambientes de aprendizaje involucra acciones pedagogicas
en las que los sujetos sean creadores, participen de manera compartida, solidaria,
reflexiva, comprensiva y democratica. El rol del alumno se visualiza como
responsable de sus propios procesos de aprendizaje, la posicion del docente es
también diferente, quien deja ser la Unica fuente de informacion y se convierte en
un activo participante de la comunidad de aprendizaje.

La modificacion del ambiente en el aula exige una nueva vision, exige un
cambio de mentalidad en todos los involucrados en la ensefianza. En cuanto al
uso de materiales educativos en el plan de estudios se propone emplear, entre
otros, materiales audiovisuales, multimedia e Internet, los cuales “articulan cédigos
visuales, verbales y sonoros, y generan un entorno variado y rico en experiencia, a
partir del cual los estudiantes crean su propio aprendizaje” (p. 30). La investigacion
gue aqui se reporta tuvo como plataforma tecnoldgica para las actividades
matematicas llevadas a cabo un manipulativo virtual que satisface los intereses del

plan de estudios y del programa de matematicas.

Los campos de formacion para la Educacién Basica organizan, regulan y

articulan los espacios curriculares. Estos campos son:
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-Lenguaje y comunicacién
-Pensamiento matemético
-Exploracion y comprension del mundo natural y social

-Desarrollo personal y para la convivencia

La investigacion que se llevé a cabo en esta tesis se ubica en el campo del
pensamiento matematico con respecto al cual en el plan de estudios (2011) se lee
lo siguiente:

El campo Pensamiento matematico articula y organiza el transito de
la aritmética y la geometria y de la interpretacion de informacion y
procesos de medicion, al lenguaje algebraico; del razonamiento
intuitivo al deductivo, y de la busqueda de informacién a los recursos
que se utilizan para presentarla...La actividad intelectual
fundamental se apoya mas en el razonamiento que en la
memorizacion. El énfasis de este campo se plantea con base en la
solucion de problemas, en la formulacibn de argumentos para
explicar sus resultados y en el disefio de estrategias y sus procesos
para la toma de decisiones. En sintesis, se trata de pasar de la
aplicacion mecanica de un algoritmo a la representacion algebraica

(p.52).

En secundaria, este campo atiende el transito del razonamiento intuitivo al
deductivo, y de la busqueda de informacion al analisis de los recursos que se
utilizan para presentarla. Se busca que los alumnos sean responsables en la
construccion de nuevos conocimientos a partir de saberes previos, lo que implica:

- Formular y validar conjeturas

- Plantearse nuevas preguntas

- Comunicar, analizar e interpretar procedimientos de resolucion.

- Buscar argumentos para validar procedimientos y resultados

- Encontrar diferentes formas de resolver los problemas

- Manejar técnicas de maneras diferentes

En cuanto al desarrollo de habilidades digitales, el plan de estudios sefiala
la existencia de estandares para el desarrollo de éstas, los cuales son descriptores

del saber y saber hacer de los alumnos cuando usan las Tecnologias de la
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Informacién y la Comunicacion. De los estandares se desprenden indicadores de
desempefio para los docentes en el uso de las TIC, que a continuacion se
enuncian: utilizar herramientas y recursos digitales para apoyar la comprension de
conocimientos y conceptos; aplicar conceptos adquiridos en la generacién de
nuevas ideas, productos y procesos, utilizando las TIC; utilizar modelos y
simulaciones para explorar algunos temas; asi también generar productos
originales con el uso éstas, en los que se incentive el pensamiento critico, la
creatividad o la solucién de problemas basados en situaciones de la vida real.

Ahora bien, en el Plan Nacional de Desarrollo 2013-2018 (PND) una de las
cuatro metas es denominada México con Educacion de Calidad de ésta se
desprenden cinco objetivos interrelacionados, el primero de éstos es desarrollar el
potencial humano de los mexicanos con educacion de calidad y una de sus
estrategias es promover la incorporacion de las nuevas tecnologias de la
informacion y comunicacion en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Esta estrategia empata con dos de los seis objetivos del Programa Sectorial
de Educacion 2013-2018 (PSE), que son “Asegurar la calidad de los aprendizajes
en la educacion basica y la formacion integral de todos los grupos de la poblacién”
y el otro, “Impulsar la educacion cientifica y tecnolégica como elemento
indispensable para la transformacion de Meéxico en una sociedad del
conocimiento”.

Sin embargo, las expectativas de las TIC en la educacion actual,
lamentablemente, se alejan de la realidad. Esto se debe a que los efectos
benéficos en la educacion por parte de las tecnologias distan de estar tan
generalizados como se cree, debido a las limitaciones o inexistencia total de
posibilidades de acceso y uso en la educacion formal y escolar de estas
herramientas. Y para mantener las expectativas en las TIC es ineludible
considerarlas como herramientas para pensar, sentir y actuar solos y con otros, es
decir, como instrumentos psicolégicos en el sentido vigotskyano de la expresion,
puesto que de esta manera se logrard que la informacion sea representada,

procesada, transmitida y compartida.
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En adelante, saber que de los propdsitos del estudio de las matematicas se
espera que los alumnos “modelen y resuelvan problemas que impliquen el uso de
ecuaciones hasta de segundo grado, de funciones lineales o de expresiones
generales que definen patrones” (p. 14). La investigacién llevada a cabo giré en
torno a la resolucion de problemas relacionados con la generalizacion de patrones,
atendiendo al propdésito antes mencionado.

Asi también, el programa de estudio (2011) da a conocer los Estandares
Curriculares de Matematicas los cuales “tienen la vision de una poblacién que
sabe utilizar los conocimientos matematicos que comprenden el conjunto de
aprendizajes que se espera adquieran los alumnos en los cuatro periodos
escolares para conducirlos a altos niveles de alfabetizacion matematica” (p.15).

Estos se organizan en:

Sentido numérico y pensamiento algebraico
- Forma, espacio y medida
Manejo de la informacion
Actitud hacia el estudio de las matematicas

El eje de sentido numérico y pensamiento algebraico se subdivide en cuatro temas

(el de nuestro interés esta resaltado):

NuUmeros y sistemas de numeracion
Problemas aditivos

Problemas multiplicativos

Patrones y ecuaciones

El estandar curricular especifico para el tema de patrones es que el alumno
‘resuelve problemas que implica expresar y utilizar la regla general lineal o
cuadratica de una sucesion” (p.16). Sin retirarnos de lo que persigue este
estandar, las actividades que realizaron los estudiantes en nuestra investigacion
se condujeron por ese camino. Es preciso mencionar que el enfoque didactico del
programa de matematicas se centra, con respecto a la metodologia didactica, en
utilizar secuencias de situaciones problematicas que generen interés en los
alumnos y los lleven a reflexionar, a encontrar diferentes formas de resolver los

problemas y a formular argumentos que validen los resultados. El trabajo en el
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campo de la didactica de la matemética da cuenta de lo determinante que
desempeiia el medio, el programa de mateméaticas (2011) lo define como:

La situacion o las situaciones probleméticas que hacen pertinente el

uso de las herramientas matematicas que se pretenden estudiar, asi

como los procesos que siguen los alumnos para construir

conocimientos y superar las dificultades que surgen en el proceso de
aprendizaje... para resolver la situacion, el alumno debe usar sus
conocimientos previos, mismos que le permiten entrar en la situacion,
pero el desafio consiste en reestructurar algo que ya sabe, sea para
modificarlo, ampliarlo, rechazarlo o para volver a aplicarlo en una nueva

situacion (p. 19-20).

Cuando se plantea un problema y se deja en manos del estudiante, sin
explicacion previa de como se resuelve, usualmente surgen procedimientos y
resultados diferentes, que son producto de como piensan los alumnos y de lo que
saben hacer. Ante esto, el verdadero desafio para los docentes consiste en ayudar
a los alumnos a analizar y socializar lo que produjeron. En resumen, el enfoque
didactico pretende lograr que los alumnos construyan conocimientos y habilidades
con sentido y significado.

Por otro lado, el programa de estudio sefiala cuatro competencias
matematicas que se iran desarrollando en el transcurso de los cuatro periodos de
la educacién basica®: 1) resolver problemas de manera auténoma, 2) comunicar
informacion matematica, 3) validar procedimientos y resultados y 4) manejar
técnicas eficientemente. Estas mantienen una relacion estrecha con el trabajo de
investigacion porque las principales actividades fueron problemas sobre
generalizacion de patrones que si bien conllevan al desarrollo de tales
competencias. Por ejemplo, con respecto a la primera competencia, los problemas
de patrones que se les plantearon a los estudiantes tenian varias soluciones o
podian ser expresadas de manera equivalente lo que los llevé a encontrar mas de
un procedimiento de resolucion. Ellos tenian la opcion de elegir a su consideracion
el procedimiento mas préactico o eficaz que hayan encontrado. Ademas bajo un

ambiente digital se favorece la comprobacién de la validez de los distintos

® Periodos de la educacion bésica: Primero: 1° a 3° de preescolar; segundo: 1°a 3° de primaria; tercero: 4° a 6°
de primaria; y cuarto: 1° a 3° de secundaria.
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procedimientos a vista de todos los estudiantes. En una situacion mas avanzada
del tépico de patrones se puede cambiar uno o mas valores de las variables o el
contexto del problema, para llegar a generalizar procedimientos de resolucion.

En relaciéon a la segunda competencia sobre comunicar la informacion
matematica, los problemas de patrones abren toda posibilidad de que los alumnos
expresen de distintas maneras, representen cualitativa o cuantitativamente e
interpreten la informacién matematica y logren establecer relaciones de la
situacion en cuestion. Esto implica fomentar en el estudiante la exposiciébn con
claridad las ideas matematicas encontradas en lenguaje natural o simbdlico,
deducir informacién derivada de las representaciones, inferir propiedades,
caracteristicas o tendencias de la situacion o fenomeno representado.

El vinculo de los problemas de generalizacion de patrones con la tercera
competencia acerca de validar procedimientos y resultados se establece cuando
los alumnos hallan, para un mismo problema, varios procedimientos que expresan
y representan de forma distinta aunque equivalente la solucién del problema y
después las comunican pero este ejercicio de comunicar sus ideas les demanda
explicar y justificar sus procedimientos, mediante argumentos a su nivel que se
dirijan hacia el razonamiento deductivo y mas adelante hacia la demostracion
formal.

La dltima de las cuatro competencias que se pretende desarrollar en el
estudiante se refiere al manejo eficiente de técnicas para la resolucion de
problemas matematicos. Al abordar una tematica a través de problemas
relacionados a ésta, con ciertas variantes como es el caso de este estudio, al
inicio el estudiante no tendra una técnica de como resolverlos pero al progresar en
el estudio del tema se va a ir desarrollando una técnica que se fortalezca, entre
otras cosas, con la observacion y la basqueda de datos clave para determinar el
procedimiento y la seleccion de operaciones necesarias para la solucion del
problema, de manera que para nuevos problemas sera capaz de discernir entre
los procedimientos y célculos 6ptimos, es decir, tendra una técnica para llegar a la

solucién.
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Como se ha constatado el topico de generalizacion de patrones puede satisfacer
el desarrollo de las cuatro competencias matematicas en el estudiante a lo largo
de la educacion secundaria.

La propuesta de la actual reforma se orienta al desarrollo de competencias
para resolver problemas, tomar decisiones, encontrar alternativas, desarrollar
productivamente la creatividad, etcétera. En concreto, se centra en el aprendizaje
de los estudiantes, y pretende, entre otras cosas, que los estudiantes adquieran
un dominio de las tecnologias de la informacion y la comunicacion como
herramientas del pensamiento para producir y circular el conocimiento generado.

En este contexto, y situados en el entorno de la educacién basica publica,
son de resaltar tres planos de vulnerabilidad escolares. En un primer plano
aparecen las cuestiones curriculares. Entre las competencias que se pretenden
desarrollar en el estudiante se menciona que los estudiantes deben brindar
“...argumentos a su alcance que se orienten hacia el razonamiento deductivo y la
demostracién formal (p. 23).” Senalamientos como éstos, nos indican que se
fortalece mas el pensamiento matematico de caracter deductivo, pero para
alcanzar los objetivos que pretende el Plan y programa de matematicas, y ademas
lograr desarrollar las competencias matematicas enunciadas, se hace necesario y

esencial desarrollar también el razonamiento inductivo. Si el programa busca que:

...los alumnos sean capaces de resolver un problema utilizando mas
de un procedimiento, reconociendo cual o cuéles son mas eficaces; o
bien, que puedan probar la eficacia de un procedimiento al cambiar uno
0 mas valores de las variables o el contexto del problema, para
generalizar procedimientos de resolucién (p. 23).

Y el plan de estudios (2011) sefala:

...La actividad intelectual fundamental se apoya mas en el
razonamiento que en la memorizacién. El énfasis de este campo
[pensamiento mateméatico] se plantea con base en la solucion de
problemas, en la formulacion de argumentos para explicar sus
resultados y en el disefio de estrategias y sus procesos para la toma de
decisiones. En sintesis, se trata de pasar de la aplicacion mecéanica de
un algoritmo a la representacion algebraica (p.52).
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Entonces, para desarrollar el pensamiento inductivo hay que saber que éste tiende
hacia la generalizacion la cual representa la columna vertebral del algebra y la
mejor manera de desarrollarla es a través de la exploracién de patrones.

En un segundo plano estan las cuestiones de equidad. Esto es, por la
naturaleza (y por otras razones) del éarea de conocimiento en la cual
particularizamos, las matematicas y en especifico el estudio del algebra, es
indudable el hecho de que en una clase de matematicas comdn de la mayoria de
las escuelas en nuestro pais, los alumnos suelan ser ignorados porque no
consiguen comprender las matematicas que se les ensefian debido a que s6lo son
transmitidas como algoritmos que hay que memorizarse y por lo tanto éstas
carecen de sentido para ellos.

El descuido que se ejerce a la mayoria de los estudiantes debe ser
atendido, su estado vulnerable es razon suficiente para ejecutar acciones
emergentes que conduzcan a una clase inclusiva, donde los estudiantes sean
participes en la reconstruccion del conocimiento matematico ahi generado a través
de la experiencia individual y social genuinamente compartida, tales situaciones
relevantes son justamente las que el profesor debe captar y desentrafiar
convirtiéndolas en estrategias para ayudar a los estudiantes en desventaja, es
decir, usar las habilidades de razonamiento innato de los otros para compartir y
clarificar comprensiones de conceptos matematicos. Esto se revisara a mayor
detalle cuando reflexionemos sobre el Ciclo de Ensefianza de las Matematicas en
el marco teorico.

En un tercer plano es necesario considerar la irrupcion de la tecnologia
digital. Esto es, la tecnologia digital se extiende con rapidez por casi todas las
areas de conocimiento y las actividades del ser humano, de modo que el terreno
educativo no es descartado, por el contrario es campo fértil para su incorporacion.
La tecnologia en la ensefianza debe actuar como un medio, no como un fin, la
cual fortalezca y transforme los procesos de ensefianza y aprendizaje. Esta debe
amplificar las posibilidades de la mente, en donde se pueda explorar un mismo
fendmeno desde distintas perspectivas dando lugar a otras formas de expresarlo,

éste es realmente su valor.
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1.1.13. Hipotesis de investigacion

En la ensefianza de las mateméticas la funciébn de la tecnologia digital es
potenciar la capacidad de razonamiento del estudiante, de ninguna manera
remplazar al profesor sino como un complemento a su practica de manera que se
pueda llagar a cumplir los objetivos de la educacion. Partiendo de lo revisado en

el capitulo se desprenden las siguientes hipotesis de trabajo:

1. Una forma para desarrollar el razonamiento algebraico en estudiantes de
primero de secundaria desaventajados es el uso de manipulativos virtuales
como medio de experimentacion de acciones de abduccion e induccion o de
razonamiento visual al resolver tareas matematicas que tienen que ver con

la generalizacion de patrones.

2. La atencion del profesor podra centrarse en las diferentes posibilidades
de los estudiantes, si se avanza hacia una reconstruccion pedagodgica de
las matematicas que incorpore la mediacion de la tecnologia digital para la
resolucion de problemas matematicos. Dicha mediacion fortaleceran los
argumentos que hasta ahora se han dado en torno del uso de la tecnologia
para que estudiantes en desventaja estén en igualdad de condiciones al

término de determinada instruccion escolar.
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1.2. MARCO TEORICO

Con respecto al marco tedrico, este se dividié en cuatro apartados, cada uno se
concentré en topicos trascendentales que le dan el fundamento tedrico a la
presente investigacion, en particular, al trabajo de campo realizado con
estudiantes de primer grado de secundaria cuando resuelven problemas
relacionados con la generalizacion de patrones.

Los temas que se trataron fueron: a) acerca del razonamiento algebraico y
coémo es que se conceptualiza; b) de cdmo se desarrolla éste cuando se explora la
generalizacion de patrones de figuras en estudiantes de secundaria; c) el Ciclo de
la Generalizacion y su exploracion a través de actividades que involucran la
resolucién de problemas sobre patrones de figuras que desencadenan tipos de
generalizacion que producen los estudiantes a través de plantillas visuales y d) la
Ultima seccién esta dedicada a la nocion del constructo Trayectoria Hipotética del

Aprendizaje, la cual vinculamos con las tecnologias digitales.

1.2.1. ;Qué es el razonamiento algebraico?

Definir el algebra y el razonamiento algebraico como un objeto de pensamiento en
la educaciéon basica crea un ambiente de tension. La limitada vision del algebra
gue ha dominado en la escuela por muchas décadas, la coloca como aquella con
la que se manipula simbdlicamente. Es decir, se le considera como “aritmética
generalizada”, lo que conlleva a una ensefianza centrada en su aspecto simbdlico
(la manipulacion de expresiones simbdlicas, la solucion de expresiones
algebraicas, y la indagacion de funciones presentadas simbdélicamente). Una vez
gue estas manipulaciones fueron dominadas, el uso de objetos algebraicos y
conceptos en la vida real, ficticios o contextos matematicos, se les considera como
aplicaciones de conceptos aprendidos. Se requiere de una vision mas amplia que
envuelva a las matematicas escolares con la misma profundidad y poder con la
gue la han hecho una disciplina teérico-practica, usarla para integrar las otras

ramas de las matematicas en todos los grados y temas.
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En contraste con este acercamiento de las manipulaciones primero y luego
la aplicacion de instrucciones, se reconoce otro el cual tiene que ver con el
aprendizaje de las mateméticas basado en el contexto. Es decir, en situaciones de
la vida real o situaciones que involucran problemas matematicos, constituiran el
punto de partida y el principal proceso para comprender conceptos y la ejecucion
de operaciones.

Algunas situaciones matematicas pueden tener que ver con las vidas de los
estudiantes y experiencias, en o fuera de la escuela que no es necesariamente la
tarea de aula o tareas asignadas. Tales situaciones genuinamente relevantes y
matematicamente ricas deben ser apropiadas y exploradas en clases de
matematicas ya que éstas pueden constituir buenos ejemplos de provechoso
contenido. De acuerdo a Gravemeijer y Doorman (1999) un problema matematico
puro puede también ser un problema en contexto. En cualquier caso, una tarea
contextual debe ser experiencialmente real para el estudiante y debe servir como
una base sobre el cual el concepto matematico puede ser construido.

Un acercamiento basado en el contexto tiene ventajas mas generales e
inmediatas. Primero, facilita procesos de aprendizaje para proveer significado
concreto o real a un concepto abstracto o algoritmo distinto (Heid et al. 1995);
segundo, provee puntos de referencia con el que los estudiantes pueden revisar
en una etapa mas avanzada de aprendizaje, cuando funciona es llevada a cabo en
un nivel mas abstracto; tercero, la motivacién de los estudiantes aumenta y la
voluntad llega a ser compromiso en la actividad de aprender; y ultimo, enfatiza el
potencial de usar modelos algebraicos y habilidades en otros campos.

El valor de un acercamiento basado en el contexto es descrito por Mason
(1985) y otros investigadores: “A fin de tener claro, seguro y dominio automatico
de cualquier habilidad, es necesario practicar pero el deseo de practicar surge
naturalmente de contextos estimulantes” (p. 36). Este puede facilitar el aprendizaje
de cuatro grandes ideas algebraicas: 1) el rol de variables y expresiones como
representativas de fenédmenos significativos de cambios, 2) la diferencia entre
cantidades constantes y cambiantes, 3) la falta de cierre de expresiones

algebraicas y 4) la equivalencia de expresiones algebraicas.
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Desde una perspectiva mas general, en un acercamiento basado en el
contexto, las expresiones producidas por los estudiantes durante una actividad
pueden presentar diferentes maneras de modelar el mismo fendmeno. Como
resultado, dichas expresiones equivalentes pueden ser vistas por los estudiantes
como diferentes descriptores del mismo fendmeno. Este acercamiento permite a
los maestros introducir el concepto de equivalencia en etapas tempranas en el
aprendizaje del algebra cuando las habilidades de manipulacion de los estudiantes
son muy limitadas.

En general, aprender algebra en un nivel simbdlico casi exclusivamente
abstracto pude causar muchas dificultades cognitivas y afectivas (Sutherland y
Rojano 1993; Tall 2004). Es conveniente que se provea de significados
contextuales hacia objetos algebraicos, conceptos, y operaciones en etapas
iniciales ademas de acompariar a todo el proceso de aprendizaje, como opuesto a
presentar estos significados Unicamente en etapas mas avanzadas, como posibles
aplicaciones. Desarrollar el curriculum del algebra basado en el contexto muestra
gue este acercamiento provee un importante puente entre aritmética y algebra y
entre objetos abstractos y concretos, permite a los estudiantes aprender
conceptos algebraicos en una forma mas comprensible.

Para ir dando forma a la respuesta al titulo de este apartado, se comienza
por un intento para decir qué es el algebra, entendiéndola como un cuerpo
conformado en si mismo de conocimientos que no es estatico, como un artefacto
cultural pero también como una actividad humana. Definir a las matematicas en
general y el algebra en particular, nos lleva a ver a las matematicas como un
constructo cultural, es decir, algo que adquirimos por herencia cultural. Este
artefacto cultural, en particular el algebra, esta incluido en todos los sistemas
educativos, pero abordado de distintas maneras.

Por otro lado, también se puede ver a las matematicas como un conjunto de
actividades que la gente hace. Por ejemplo, producir representaciones para
expresar generalizaciones implica transformar esas representaciones. De modo
gue quienes ven al algebra como razonamiento se inclinan en considerar la forma

de hacer, de pensar y hablar de los estudiantes a cerca de las matematicas como
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fundamental. Es decir, el &lgebra surge de la actividad humana y por tanto su
existencia depende de las personas, no soOlo histéricamente sino también en el
presente.

Cuando se pregunta a maestros de educacion basica, cobmo describen el
pensamiento algebraico. Ellos asocian pensamiento algebraico con élgebra,
viendo ésta como una materia que requiere resolver ecuaciones, usar variables y
aprender o memorizar reglas para manipular expresiones. Esta es una imagen
muy comun que se tiene del algebra. Como Smith (2003) observo, el término
algebra es tipicamente asociado con el estudio de un sistema de simbolos,
mientras que el pensamiento algebraico es un término mas extenso usado “para
indicar los tipos de generalizacién que preceden o acompanan el uso del algebra”
(p. 138).

El estudio del algebra desde el enfoque de los Principios y Estandares para
las Matematicas Escolares (National Council of Teachers of Mathematics, NCTM,
2000), recae en el pensamiento algebraico y “enfatiza interrelaciones entre
cantidades, incluyendo funciones, formas de representar interrelaciones
matematicamente y el analisis de cambio” (p. 37). Pensar el algebra en los grados
elementales, es esencial para enfocar en aspectos del pensamiento algebraico,
saber como generalizar (Kaput 1999) y analizar el cambio (Smith 2003) esta en el
corazon del pensamiento algebraico.

Desde la escuela elemental los maestros a menudo creen que no tienen
tiempo para explorar el pensamiento algebraico en sus salones. Los maestros
requieren una comprension personal de lo que significa pensar algebraicamente
antes de que ellos puedan promover comprensiones algebraicas en sus salones.

El razonamiento algebraico comprende procesos de simbolizacion y aqui lo
gue interesa es comprender el fendmeno que ocurre cuando el razonamiento
algebraico esta siendo desarrollado en el contexto de la educacion secundaria.
Segun Brodie (2010): Razonar es desarrollar lineas de pensamiento o argumentos
en donde

a) los diferentes pasos o movimientos en la linea del razonamiento estan

conectados uno con el otro,
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b) existen razones por las que un movimiento sigue al otro, y

c) un nimero de movimientos llega a juntarse para resolver un problema.
Ademas, la autora establece que el razonamiento matematico es razonar sobre y
con los objetos de las matematicas.

Segun Kaput (2008), el corazon del razonamiento algebraico esta
comprendido de procesos de simbolizacién complejos que sirven directamente a la
generalizacion y al razonamiento con generalizaciones, de manera que el
razonamiento matematico permite al estudiante formar conexiones entre el

conocimiento nuevo Y el existente.

1.2.2. ¢Qué significa el desarrollo del razonamiento algebraico de los

estudiantes en el caso de la generalizacion de patrones?

Esta reconocido que aprender a razonar algebraicamente es un componente
esencial en la educacion basica. Pero qué significa verdaderamente razonar
algebraicamente. Blanton y Kaput (2005) lo describen como “un proceso en el cual
los estudiantes generalizan ideas matematicas desde un conjunto casos
particulares, establecen estas generalizaciones a través del discurso de
argumentacion y las expresan en formas apropiadas y cada vez mas formales”
(p.413).

Se retoma el término generalizacion de patrones en este trabajo, definido
por Radford (2008) como “la capacidad de apoderarse de algo comun notorio en
algo particular (en una secuencia); extender o generalizar esto comun para
términos subsecuentes; y ser capaz de usar esto comldn para proveer una
expresion directa de cualquier término de la secuencia” (p. 115). Es decir, que
trabajar con patrones es explorar y expresar regularidades. Se tiene la idea de que
la generalizaciéon y el razonamiento inductivo se funden en una misma categoria.
De una revisibn del trabajo de Radford (2010) sobre generalizacion con
estudiantes de segundo de secundaria se deduce lo siguiente:

« El pensamiento algebraico es una forma particular de reflexionar

matematicamente.
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« El investigé el uso de los signos en los estudiantes y los procesos de
produccién de significados en el algebra.
« Su investigacion tuvo dos metas:
1) Que los estudiantes aprendieran los conceptos algebraicos estipulados
en el curriculum
i) Ahondar en la comprension de la emergencia y desarrollo del
pensamiento algebraico.
Define tres capas de generalidad algebraica: Factual, Contextual y Simbdlica.

1.2.3. Exploracién de la generalizacion a través de patrones

Mason (1985) propone como una via poderosa para acceder al pensamiento
algebraico el tema de la generalizacion, ademas argumenta que para incursionar
en el algebra deben considerarse contenidos aritméticos y geométricos que
permitan constituir el pensamiento algebraico. El autor establece un proceso de
generalizacion que consiste en pasar de lo especifico a lo general en relacion a las
matematicas escolares, el cual denomina Ciclo de Generalizacion y se desarrolla
en cuatro etapas:

1) Percepcion de la generalidad

2) Expresion de la generalidad

3) Expresion simbdlica de la generalidad
4) Manipulacion de la generalidad

Cuando se estimula la habilidad de expresar generalizaciones, los estudiantes
aprenden a ver lo general en lo particular y viceversa. Para el autor, la
generalizacion es fundamental para acceder al algebra de una manera significativa
y construir su conocimiento. Es decir, la generalizacion en algebra es una
plataforma para avanzar hacia la abstraccion mateméatica y la mejor forma de
desarrollarla es a través de la exploracion de patrones o en otras palabras la
busqueda de regularidades. Para desarrollar el lenguaje algebraico, es primordial
gue el estudiante tenga ideas matematicas que comunicar; asi que el detectar un
patron o una regularidad le da la oportunidad de intentar expresarlo y comunicarlo.

Enseguida se describen cada una de estas etapas:
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1) Percepcion de la generalidad
La idea recomendable para iniciar a los estudiantes al conocimiento del algebra es
que se haga a través de identificar un patron en una sucesion de figuras o
nameros para después comunicar y registrar las caracteristicas comunes que
percibieron o las relaciones que pudieran establecerse inicialmente con ejemplos
particulares. De aqui muy probablemente emergerdn preguntas matematicas
como por ejemplo: ¢habra alguna formula que pueda definir este patrén? Para
aproximarse a ella los alumnos tendrdn que valerse de recursos matematicos
proximos para generar los numeros o la conformacion de figuras bajo el orden

preestablecido.

2) Expresion de la generalidad
Esta segunda etapa se traduce en dilucidar cuél es el patron en juego o una regla
general, de manera verbal o numérica, para generar una secuencia. En principio
es indispensable manifestar las conjeturas o hipotesis que se tienen acerca de la
conformacion del patrén y registrarlas, el siguiente paso es reflexionar sobre éste
en forma individual y luego en colectivo. Es decir, mediante un trabajo colaborativo
en la clase de matematicas en donde los estudiantes expresen sus ideas en
equipo y puedan comunicar sus resultados, se cuestionen e intercambien sus
percepciones con el objetivo de llegar a un acuerdo acerca de lo que define al
patron. Se requiere que los alumnos aprendan a formular argumentos para
averiguar si los procedimientos o resultados, propios y de otros, son correctos o
incorrectos. El papel del profesor sin duda sera el de mediador en la actividad de
los alumnos, haciéndoles preguntas que propicien la reflexion sobre sus propias

ideas y que éstas los lleven a algo concreto.

3) Expresion simbdlica de la generalidad
Una vez que se acordo lo que define al patrén, las regularidades y las relaciones
entre sus componentes, se debe traducir de inicio a un lenguaje natural que
evolucione hacia una regla o férmula general. Tal transicion no es un ejercicio

cognitivo simple pero puede ser apoyado por dibujos, esquemas o palabras, para

41



posteriormente describir las variables clave de un problema para lograr expresarlo

de forma simbdlica.

4) Manipulacion de la generalidad
Hallada la expresion simbélica que define al patron se debe verificar su validez. Es
imprescindible probar que la regla o formula es correcta y se debe hacer de
diferentes formas, por ejemplo, aplicandola en otros casos, dando una respuesta a
través de otros medios, contando, dibujando, haciendo calculos o confirmando su
consistencia. Se requiere una nocién de lo general, esto implica recrear la idea
(abstraer) de como un caso particular puede mostrar lo general. Para mostrar lo
general es necesario reestructurar el caso particular y sefialar caracteristicas
generales. Esto ocurre a través de una observacion minuciosa que logra detectar
caracteristicas especificas en cada caso para luego destacar que, aunque

cambien, lo hacen de forma constante y esto es justo lo que lo hace un patrén.

1.2.4. Plantillas visuales en la generalizacién de patrones
Este apartado esta dedicado a la investigacion realizada por Ferdinand D. Rivera’
gue tiene que ver con la existencia de plantillas visuales en la actividad de
generalizacion de patrones. Muchos estudios actuales relacionados con patrones
se desenvuelven en un marco tedrico constructivista, los cuales hicieron
aportaciones a su investigacion para saber como estudiantes de educacién basica
llegan a generalizaciones algebraicas a través de patrones de figuras o nimeros.
El coloca a la visualizacion y al razonamiento multiplicativo, en el nivel
secundaria, como trascendental para la obtencidn de las generalizaciones
algebraicas y al igual que él nos preguntdbamos cémo le hacen los estudiantes de
secundaria para realizar la generalizacién de patrones que lleva a una estructura
algebraicamente util para un patrén dado en base a pocas etapas iniciales. Dado
gue ellos tienen poca experiencia o recursos algebraicos para llegar a tal

estructura, deben hacer un esfuerzo para coordinar sus habilidades inferenciales

* F.D. Rivera. Department of Mathematics, San Jose State University, 1 Washington Square, San Jose, CA
95192, USA.
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simbolicas y perceptuales para luego construir y justificar dicha estructura
algebraicamente util que se puede representar con una férmula general.

En principio aclara porque no usa los términos “patron geométrico” y “patrén
pictérico” como también se les ha llamado. Si se emplea el término “patron
geométrico” se puede confundir con las secuencias geométricas, como es el caso
de las funciones exponenciales en la matematica discreta y tampoco usa el
término “patrén pictérico” su argumento es que los patrones de figuras no son
simples imagenes de objetos sino que son caracteristicas exhibidas que se
asocian con representaciones diagramaticas. Entonces prefiere llamar a los
patrones matematicos: patrones figurales. Ahora, en estos patrones él se refiere a
construcciones “ambiguas” como aquellas en donde se transmite “la posibilidad de
percepciones alternativas” la nocion del término la retoma de Neisser (1976).

En particular para trabajar con patrones figurales la percepcion visual
resulta ser de gran relevancia, esta accion de llegar a ver se caracteriza en dos
tipos: la percepcion sensorial y la percepcion cognoscitiva (Dretske, 1990). La
primera, es cuando vemos un objeto tal cual, en cambio la percepcidon cognoscitiva
lleva a reconocer un hecho o una propiedad del objeto, en ella intervienen
procesos conceptuales y otros de caracter también cognoscitivo que permiten
relacionar hechos, elementos o propiedades del objeto.

Desde la perspectiva de Rivera, la generalizacion de patrones lleva implicita
la coordinacién de dos acciones interdependientes: la accién abductiva-inductiva
sobre los objetos y la accion simbdlica. La primera tiene que ver con distintas
formas de contar y estructurar objetos discretos o elementos de un patrén de una
manera algebraicamente util y la segunda accion implica trasladar a la primera a
una forma de generalizacién algebraica. Para la mejor comprension de estas

ideas, el autor realiza el siguiente diagrama.
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* MANEJAR LO
DESCONOCIDO

ETAPA ABDUCCION INDUCCION

CONOCIDA (FOMAR (PROBAR
HIPOTESIS) HIPOTESIS)

/4

. GENERALIZA(’IION DEL
PATRON

Imagen 1. Accién abductiva-inductiva en la generalizacién de patrones

El esquema muestra el proceso de generalizacion que siguen los
estudiantes cuando se les presenta un patron incompleto, solo con etapas
iniciales, las cuales son el punto de partida para explorar una regla que pueda
explicar éstas y las consecutivas. Es decir, los estudiantes formulan hipotesis en
base a las etapas conocidas del patron para poder construir nuevas, pero no muy
lejanas a las que se tienen, se intenta con las etapas que siguen a las dadas, ésta
es la etapa abductiva. Luego se prueban repetidamente las hipotesis en diferentes
casos o etapas de manera que se pueda confirmar la funcionalidad de la regla que
se cree define el patron, aqui se habla entonces de la etapa inductiva. Si la regla
es confirmada en los casos de prueba, una generalizacion emerge de modo que
los estudiantes podran usarla para etapas distantes sin necesidad de construir
todas las anteriores. Pero puede ocurrir que se genere otra abducciéon, o mas, al
no tener éxito la regla o también que la regla dificulte el trabajo para etapas
posteriores.

El término de platilla visual, que usa Rivera lo apropié de Giaquinto (2007)
qguien lo uso en el contexto de objetos matematicos, a su vez Giaquinto desarrollo
este concepto de Resnik (1997) quien define a una plantilla visual como un
“dispositivo concreto para representar el como se forman las cosas, se estructuran
o disenan” (p. 227). Nuestra experiencia concreta nos debe de algun modo
proporcionar modelos béasicos para construir o contextualizar los elementos
abstractos a través de descubrir caracteristicas de un nuevo objeto o de su

comparacién con otros ya existentes. En las plantillas visuales la funcion del “ojo”
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es predominantemente esencial para descubrir e inferir. Las inferencias logicas y
la deduccion verbal no actian solas sino que son acompafadas de la capacidad
visual de observar y ver. Desde la perspectiva de Arcavi (2003) con respecto a la
visualizacién matemética, se refiere a las plantillas visuales como un tipo de
estrategia visual que permite ver lo que no se ve de un mundo abstracto que esta
sujeto a relaciones y estructuras conceptuales que no se manifiestan claramente.
Rivera establece tres tipos de plantillas visuales: aditivas, multiplicativas y
pragméaticas. Para comprender a cada una es necesaria la distincion entre los
esquemas aditivo y multiplicativo en términos del nivel de abstraccion y de las
relaciones que involucran. Desde una perspectiva Piagetiana, la operacién de
multiplicar demanda un pensamiento de orden superior. Por ejemplo, la adicion es
inseparable de la construccion de un nimero y se logra a través de una suma
repetida de la unidad, la multiplicacion es una operacion mas compleja que se
construye fuera de la adicion a un nivel de abstraccion mayor. Es decir, un
esquema aditivo requiere Unicamente un nivel de abstraccion y una relacion de
inclusion mientras que el esquema multiplicativo demanda mas niveles de
abstraccion y no una unica relacion de inclusion, ambas se establecen
simultdneamente: una asignacion de muchos a uno y al menos dos niveles de
relaciones. Clark y Kamii (1996) proponen el siguiente esquema que compara

ambos esquemas de pensamiento, observe:
Aditivo
I
oS S5>
A1 m
5>

> G TP
Multiplicativo

Imagen 2. Comparacién del pensamiento aditivo y multiplicativo

Rivera destaca dos aspectos importantes en la construccion de esquemas aditivos
y multiplicativos que se relacionan con la nocién de una unidad y la construccion

de inferencias perceptuales y simbolicas. El primero de éstos tiene que ver con el
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conteo; Rivera comparte la vision de Sophian (2007) quien considera que contar
implica la eleccion de una unidad y enfatiza que la identificacion de ésta es més
importante que el tamafio. Ejemplifica esta idea asi: “algunos zapatos pueden ser
zapatos de bebé, otros de adultos, pero nosotros tratamos cada uno de ellos como
un zapato (o la mitad de un par de zapatos)” (p. 66). Aterrizado esto al esquema
aditivo, que requiere de una abstraccion de un unico nivel, se utiliza una unidad
gue puede ser, 0 no, independiente de las cantidades involucradas en la suma o
resta. Un ejemplo en una situacion de comparacion: “Sara es tres centimetros mas
alta que su hermana Laura”, la unidad centimetros se refiere a la altura que nos
indica una medida lineal pero pudo haber sido dada en otras unidades lineales
como pulgadas.

Ahora en un esquema multiplicativo, que requiere de abstracciones
multinivel, se utiliza una unidad que es fabricada desde una de las cantidades
implicadas en la multiplicacion o division. Siguiendo el ejemplo de comparacion
anterior, bajo este esquema seria: “Sara es el doble de alta que su hermana
Laura”, la unidad es la altura de Laura que después se utiliza para comparar la
altura de Sara. En definitiva los dos esquemas condicionan el uso de una unidad
comun.

Por otro lado, el segundo aspecto se relaciona con las distintas formas de
ver a una unidad en la construccion de inferencias perceptuales y simbdlicas. La
ley de la Buena Gestalt (Metzger, 2006), a grandes rasgos, se refiere al orden en
gue el individuo percibe, descifra y organiza una figura, una pintura o una imagen.
Esto quiere decir que hay una predisposicion a organizar sobre algo que
naturalmente pertenece o0 se ajusta, incluso lo que es bastante simple y
reconocible, asi entonces nos permite asociar una forma geométrica o especificar
una férmula algebraica. Rivera emplea esta ley para distinguir cuando un patron
es alto o bajo de bondad en Gestalt. Es decir, un patron de figuras sera alto en
Gestalt cuando tiende o tiene una estructura interpretada que manifiesta una
forma equilibrada, ordenada y armoniosa del patron. En cambio, uno de baja
bondad se muestra desorganizado, con una estructura compleja que dificulta

desentrafar las partes o se conforma de partes que no tienen, por decirlo de
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alguna manera, divisiones naturales. Todo esto conlleva a un proceso arduo hacia
la construcciéon de una férmula algebraica.

Los problemas que se utilizaron en esta investigacion para ser resueltos por
los estudiantes cumplieron con las propiedades de una buena Gestalt. Todos los
patrones de figuras presentados tienen un orden y cada figura de la secuencia se
muestra con una estructura equilibrada lo que les permite descomponer o
seccionarlas en partes desde su propia visualizacion, discernimiento y
organizacion de la figura completa. Esto es, todas las primeras figuras que
conforman el patrén se presentan enteras o completas, el estudiante de forma
imaginaria las separa en partes, convenientemente, de modo que cada una de
éstas se le puede interpretar de manera numeérica o0 asociar a una forma
geomeétrica y en el mejor de los casos a una expresion algebraica.

En resumen, cualquiera que sea el caso de bondad de Gestalt, el punto

clave en la construccion de una generalizacion algebraica es la eleccion de una
unidad comun que toma forma aditiva o multiplicativa y que esta directamente
relacionada con la estructura general que se interpreto del patrén.
Adelante se presenta una tabla elaborada por Rivera que muestra siete tipos de
generalizaciones algebraicas, resultado de su investigacion. Para la compresion
de la tabla se definen los conceptos usados, tal como aparecen en su texto
(Rivera, 2010) y se agregan imagenes.

La dimension Constructiva se refiere al hecho de una relativa estructura
interpretada para algun patron que considera que las partes no se superponen y
gue cuando se suman, juntas forman la figura percibida que se aplica a través de
las etapas de patron. Esta dimension puede ubicarse en el esquema aditivo o
multiplicativo.

El concepto estandar y no estandar se refiere a los términos algebraicos en
una expresion. Si los términos estdn en forma simplificada se ubican en la
categoria estandar y si los términos todavia se pueden simplificar mas se ubica en

la no estandar.
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En las generalizaciones deconstructivas se ven las etapas de figuras
conocidas en un patron como un conjunto de piezas superpuestas que pueden
descomponerse muy convenientemente.

En el tipo de generalizaciones constructivas o deconstructivas impulsadas
por auxiliares se aprecia cada etapa de figuras conocidas en un patrén en el
contexto de una configuracion mayor que tiene una estructura bien conocida y/o
facil. Introducir un conjunto auxiliar de objetos estratégicamente les permite ver
mejor la configuracion mayor a fin de obtener una generalizacién apropiada del
patrén mas rapido y faciimente.

Y las generalizaciones basadas en la transformacion en un principio
involucran acciones de mover, reorganizar y transformar partes en una etapa de la

figura de un patron dentro de alguna figura reconocible con una estructura mas

familiar.
. Caracteristicas , .
Tipos de X Férmula algebraica .
.. figurales . A Ejemplos
generalizaciones | ,. ' (inferencia simbdlica)
(inferencia perceptual)
Ver los patrones de | Los términos de la
figuras que consisten | férmula estdan forma b
en partes que no se | simplificada
superponen. —
Estindar Este es el caso mas
. simple que se aplica a -
constructiva
- todos los patrones de
aditiva ) . .
figuras lineales del tipo
y = x + b (es decir, la -

constante adicion de
un objeto de una etapa
a otra).

Ver los patrones de
figuras que consisten

Los términos en la
formula estan

en partes que no se | expandidos, en una D
No estandar superponen. forma no simplificada. D D D
constructiva Etapal Etapa2 Etapa 3

aditiva

x=n-1+n-1+1
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Ver los patrones de | Los términos en la [ ]
figuras que consisten | formula  estdn  en o :
Estandar en partes que no se | forma simplificada. P PP
constructiva superponen. ® :
multiplicativa [
1 2 3
C=3n +1
Ver los patrones de | Los términos en la
figuras que consisten | formula estan [
en partes que no se | expandidos, en forma :. :..
superponen. no simplificada. [ ] ]
[ ]
1 2
No estandar C=2n+(n+1)
constructiva o
multiplicativa ° |'|0|'|
. ° ®
LX) eo00 | \
) ° ’ |o'
[ ] '-..'l
1 2 .3
C=2(n+1)+(n-1)
Ver los patrones de | Los términos en la
figuras que consisten | formula podrian estar
en partes que se | enforma estandarono I{.\ :
superponen. Por lo | estandar. ® |._l_ ®
tanto, contar consiste ) . -..-ﬁ? o0 00
Deconstructiva en tomar en cuenta | Los términos pueden L |.| ]
multiples cuentas que | transmitir el uso de \3-' L]
pueden ser | cualquiera de los L
determinadas cuando | esquemas aditivo o ! 2 :
las partes estan | multiplicativo.
apropiadamente C=3(p+1)-2
descompuestas.
Ver los patrones de | Los términosen la
figuras como partes de | formula podrian estar
una configuracién | en forma estandar o no
mayor que tiene una | estandar. (4-17

Constructiva
impulsada por
auxiliar o
deconstructiva

bien conociday /o una
estructura mas simple.

La introduccién de un
conjunto auxiliar
permite a los alumnos
ver la configuracién
mas grande y mas
facilmente.

Los términos pueden
transmitir el uso de
cualquiera de los
esquemas aditivo o
multiplicativo.
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Al ver los patrones de | Los términosen la
figuras de una manera | férmula podrian estar O
diferente para | en forma estandar o no O E E
inicialmente mover, | estandar. O D DOED ODEE@m
reorganizar y et Emmdo mmes Sl
Constructiva transformar una etapa | Los términos pueden c=2p1
basada en la figural en alguna figura | transmitir el uso de s
transformacién | reconocible que tiene | cualquiera de los ® I III
o deconstructiva | Una estructura que es | esquemas aditivo o
familiar para el | multiplicativo. H!' E!,!) Im IIHIW
alumno.
s=n(n- 1) + 1 (Pragmatica
incorrecta)

Imagen 3. Tabla de los tipos de generalizaciones algebraicas

Por ultimo hace falta mencionar al esquema pragmatico, el cual se produce en
situaciones problematicas cuando un estudiante combina esquemas aditivos y

multiplicativos.

1.2.5. Trayectoria Hipotética del Aprendizaje (THA)

Esta seccion aborda el trabajo realizado por Martin A. Simon que se concretd en
1995 en su articulo titulado “Reconstruir la pedagogia de las matematicas desde
una perspectiva constructivista” en el introduce la nociéon de Trayectoria Hipotética
del Aprendizaje como parte de su modelo del Ciclo de Ensefianza de las
Matematicas. Lo esencial en este modelo es la tensién creativa entre los objetivos
del profesor con mira al aprendizaje de los estudiantes y su responsabilidad para
ser susceptible al pensamiento matematico de ellos. Se desprende de una postura
en la que el constructivismo provee un marco teérico para razonar el aprendizaje
de las matematicas en el aula y que ademas puede contribuir en importantes
maneras al esfuerzo por reformar la ensefianza de las matematicas escolares. Sin
embargo, éste no dice cdmo ensefiar matematicas, es decir, no estipula un
modelo para ello.

El constructivismo deriva de una posicion filoséfica en la que nosotros como
seres humanos no tenemos acceso a una realidad objetiva, es decir, una realidad
independiente de nuestra manera de conocerla. Ma&s bien construimos el

conocimiento de nuestro mundo desde nuestras percepciones y experiencias, las
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cuales éstas son mediadas a través de nuestro conocimiento previo. El
aprendizaje es un proceso el cual adaptamos a nuestro mundo experiencial.
Desde una perspectiva constructivista, no hay manera de saber si un concepto
coincide con una realidad objetiva. La preocupacion es si éste funciona, es decir,
si encaja con nuestro mundo experiencial. En otras palabras, el constructivismo es
s6lo verdadero cuando se muestra Gtil al permitirnos tomar sentido de nuestra
experiencia (Simon, 1995).

El entender el aprendizaje como un proceso de construccion individual y
social da a los profesores un marco teérico conceptual con el cual comprender el
aprendizaje de sus estudiantes. La investigacion del autor se centr6 en conocer de
gué modo el constructivismo puede contribuir al desarrollo de un marco tedrico util
para la reconstruccion de la pedagogia de las matematicas que pueda sostener
las construcciones de ideas poderosas de los estudiantes. En sintesis, el
constructivismo como una teoria epistemologica no define una manera particular
de ensefar sino que describe el desarrollo del conocimiento, en términos
generales, con o sin un maestro presente.

El anadlisis de los datos de su experimento de ensefianza le permitio
desarrollar un modelo que esquematiza las interrelaciones ciclicas de aspectos
como el conocimiento, el pensamiento, la toma de decisiones y la actividad del
maestro. Este modelo lo denomind Ciclo de Ensefianza de las Matematicas.

Plantear la meta y disefiar una leccion requiere de considerar dos aspectos:
el conocimiento matematico del profesor y sus hipotesis sobre el conocimiento de
los estudiantes. El autor utiliza el término hipétesis porque el profesor no tiene
acceso directo al conocimiento de los estudiantes sélo hace inferencias de lo que
cree que saben desde su interpretacion a través del comportamiento del
estudiante. Es decir, lo que percibe el profesor del pensamiento matematico del
estudiante esta influenciado por su conocimiento de las matematicas y éste le
sirve para interpretar el lenguaje y las acciones de ellos para luego tomar
decisiones sobre el posible conocimiento matematico que deben aprender. La

meta de aprendizaje que se proponga el profesor marcara el rumbo para
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desarrollar una Trayectoria Hipotética del Aprendizaje (THA), este término lo
instaura para englobar

“...la prediccion del profesor como la ruta por la cual el aprendizaje
podria proceder. Esta es hipotética porque la trayectoria real del
aprendizaje no es conocida de antemano. Esta caracteriza una
tendencia esperada...la trayectoria hipotética del aprendizaje provee al
maestro con un razonamiento para elegir un disefio instruccional
particular” (p. 135).

Una trayectoria hipotética de aprendizaje se compone de tres elementos: los

objetivos para el aprendizaje de los estudiantes, las actividades de
aprendizaje que se usaran para promover el aprendizaje y el proceso de
aprendizaje hipotético de los estudiantes.
Los objetivos propuestos por el profesor para el aprendizaje de los estudiantes
determina la direccion para los otros componentes, la seleccion de las tareas de
aprendizaje y las hipotesis acerca del proceso de aprendizaje de los estudiantes
son interdependientes. Las tareas se seleccionan con base en las hipotesis acerca
del proceso de aprendizaje; las hipotesis sobre el proceso de aprendizaje se
basan en las tareas propuestas.

La nocion de THA pone de manifiesto el pensamiento del profesor cuando
disefia actividades de ensefianza y aprendizaje bajo una perspectiva
constructivista. La seleccién y el disefio de las actividades se convierten en un
proceso reflexivo y ciclico. Es decir, para una tarea dada, se determinan las
capacidades que dicha tarea puede poner en juego y a partir de ese analisis y de
los objetivos de aprendizaje que el profesor se haya impuesto, él puede modificar
la tarea y analizarla de nuevo. Son justamente las continuas modificaciones a la
Trayectoria Hipotética del Aprendizaje las que hacen de ésta una pieza clave del

Ciclo de Ensefanza de las Matematicas.
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Conocimiento Trayectoria Hipotética de

del profesor ’ Aprendizaje
A Objetivos de
aprendizaje del
profesor
[l
v

Plan del profesor para
las actividades de
aprendizaje

4

Hipdtesis del profesor
de los procesos de
aprendizaje

Constitucion
interactiva de
las actividades

Evaluacion del
conocimiento de
los estudiantes

Imagen 4. Ciclo de Enseflanza de las Matematicas

Ademas del conocimiento de matematicas del profesor y sus hipétesis sobre las
comprensiones del estudiante, varias areas o dominios del conocimiento del
maestro entran en juego, incluyendo sus teorias sobre la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas; conocimiento del aprendizaje con respecto al contenido
matematico particular (derivado de la literatura de la investigacion y/o de la propia
experiencia con los estudiantes); y el conocimiento de representaciones
matematicas, materiales y actividades. El Ciclo de Ensefianza de las Matematicas
refleja la relacion de estas areas o dominios del conocimiento para el disefio de las
actividades de ensefanza.

La generacion de una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje, previa a la
leccion de la clase, es el proceso por el cual (de acuerdo a este modelo) el
maestro desarrolla un plan para la actividad en el aula. Sin embargo, cuando el
profesor interactia y observa a los estudiantes, el maestro y los estudiantes
constituyen colectivamente una experiencia. Esta experiencia por la naturaleza de
su constitucion social es diferente de una anticipada por el profesor. En esa
interaccién hay una modificacion en las ideas y el conocimiento del maestro, aqui
es cuando él toma sentido de qué es lo que esta sucediendo y qué ha pasado en

el aula, entonces esta listo para tomar decisiones. La evaluacion del pensamiento
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del estudiante (el cual sigue continuamente el modelo de instruccion presentado)
puede provocar adaptaciones al conocimiento del profesor que, a su vez, lo
conduce a una nueva o modificada Trayectoria Hipotética del Aprendizaje.

El siguiente esquema muestra el Ciclo de Ensefianza de las Mateméticas en forma
amplia, el cual describe las relaciones entre varios dominios de conocimiento del
profesor, la Trayectoria Hipotética del Aprendizaje y las interacciones con los

estudiantes.

Conocimientos Trayectoria Hipotética del Hipotesis del profesor <
de matematicas Aprendizaje del conocimiento de los
del profesor — estudiantes
R Objetivos de

aprendizaje del
. Teorias del profesor
‘ sobre la ensefianza y el |«
aprendizaje de las
matematicas

Plan del profesor para
las actividades de

aprendizaje \

A N

\ 4

Conocimiento del
profesor de
actividades y
representaciones
matematicas

A\ 4

Conocimiento del
profesor del aprendizaje
Hipotesis del profesor

del estudiante de un
I delosprocesosde

i contenido particular
aprendizaje ( -

Evaluacion del
conocimiento de
los estudiantes

— %4

Imagen 5. Esquema del Ciclo de Ensefianza de las Matematicas ampliado

El conocimiento matematico del maestro en interaccion con sus hipétesis
sobre el conocimiento matematico del estudiante contribuye a la identificacion de
un objetivo de aprendizaje. Estos dominios del conocimiento, el objetivo de
aprendizaje; el conocimiento del profesor de actividades y representaciones
matematicas; su conocimiento del aprendizaje de los estudiantes sobre un
contenido particular, asi como sus concepciones sobre la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas contribuyen al desarrollo de actividades de

aprendizaje y a un proceso hipotético de aprendizaje.
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Las modificaciones de la THA no son algo que solamente ocurre durante la
planeacion entre clases. El maestro esta continuamente ajustando la trayectoria
de aprendizaje que €l ha hipotetizado para expresar mejor su ampliado
conocimiento. Algunas veces las actividades estan en orden, satisfacen los
objetivos pero en otras ocasiones casi todas tienen que desecharse y buscar una
mas apropiada. Sin tener en cuenta la magnitud de modificacion, los cambios
pueden hacerse a cualquiera o todos los tres componentes de la THA.

El constructo de THA se fundamenta en los siguientes supuestos Simon y
Tzur (2004):

1. La construccién de una Trayectoria Hipotética del Aprendizaje se basa en la
comprension del conocimiento actual de los estudiantes que recibiran la
instruccion.

2. Una Trayectoria Hipotética del Aprendizaje es el vehiculo para planificar el
aprendizaje de conceptos matematicos concretos.

3. Las tareas matematicas proporcionan las herramientas para promover el
aprendizaje de conceptos matematicos concretos y por lo tanto son un
elemento clave del proceso de instruccion.

4. Dada la naturaleza hipotética, inherente e incierta de este proceso, el profesor
se vera obligado a modificar sistematicamente cada aspecto de la Trayectoria

Hipotética del Aprendizaje.

Gravemeijer, Bowers y Stephan (2003) hacen las siguientes distinciones
entre una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje y una planeacion de una clase
tradicional. Cuatro consideraciones especificas del proceso que distingue a la
primera del proceso tradicional de planificar una leccion:

1. La naturaleza socialmente situada de la trayectoria de aprendizaje.

2. La visién de planear como un ciclo reiterativo mas que una metodologia de un
solo tiro.

3. El enfocar sobre las construcciones de los estudiantes mas que en el contenido

matematico y
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4. La posibilidad de ofrecerle al maestro una teoria fundamentada que describe
coémo un cierto conjunto de actividades instruccionales podrian ejecutarse fuera

de un escenario social dado.

El constructo trayectoria de aprendizaje enfatiza el aprendizaje sobre la
ensefianza, la descripcién de Simon es claramente intencionada al caracterizar un
aspecto esencial del pensamiento pedagogico. Es decir, determina el objetivo,
crea tareas conectadas al pensamiento y aprendizaje de los estudiantes en un
dominio matematico especifico designadas a engendrar esos procesos mentales o
acciones hipotéticas para mover a los alumnos a través de una progresion de
desarrollo de niveles de pensamiento, creadas con la intension de apoyar la
realizacion de objetivos especificos para los estudiantes, en este dominio

matematico.

1.2.5.1. Trayectorias Hipotéticas del Aprendizaje asociadas a tecnologias

digitales

El desarrollo de trayectorias hipotéticas del aprendizaje contempla tres aspectos a

considerar, que son los siguientes:

I. El proceso de construir la THA involucra transiciones entre diferentes niveles
cognitivos y epistemolégicos. También puede involucrar transiciones ente
ambientes tecnoldgicos y no tecnoldgicos.

II. Al desarrollar o formular una THA el énfasis deberia ser puesto sobre la
promocién de actividades en las cuales los estudiantes tienen la oportunidad
de expresar, presentar, usar, probar, refinar, revisar o ajustar sus propias
formas de pensar (Lesh y Yoon, 2004).

lll. Las tecnologias digitales si se usan apropiadamente, permiten a los
fendbmenos matematicos ser presentados y explorados en formas que
proveen oportunidades para iniciar y mejorar el pensamiento matematico y
dar sentido a lo que esta sucediendo. Esto puede dar al alumno el potencial

para mirar a través de lo particular lo general (Mason, 2005).
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A manera de nota final, aqui se hace un resumen del contenido de la seccion del
marco tedrico. La documentacion tedrica a la cual nos acercamos es el resultado
de amplias investigaciones en torno a la generalizaciéon en el algebra. El contexto,
la temporalidad y los individuos participantes, etcétera, en el que fueron llevadas a
cabo no fue totalmente la misma a la que aqui se reporta. Aun asi en el contexto
actual en México, los hallazgos son similares en cuanto a la resolucién de los
problemas matematicos planteados, aunque no se intentd replicar sus
experiencias sino mas bien que sus aportaciones nos guiaran, primero, en el
disefio del procedimiento a seqguir, en la seleccion de actividades y su evaluacién,
de modo que todo fuera apropiado para conseguir nuestros objetivos, para este fin
nos apoyamos en el constructo de Trayectoria Hipotética del Aprendizaje
elaborada por Martin A. Simon (1995) que surgié como una propuesta de alto nivel
para reconstruir la pedagogia de las matematicas desde una perspectiva
constructivista.

Para reconocer el desenvolvimiento de caracter cognitivo por la cual
atraviesan los estudiantes cuando resuelven problemas relacionados a la
generalizacion, como una via poderosa para poder acceder al pensamiento
algebraico, nos hicimos acomparfar de la contribuciéon de J. Mason (1985) que
establece el Ciclo de la Generalizacion. Y por ultimo nos acercamos de manera
mas especifica a la generalizacion de patrones de figuras usando el concepto de
Plantillas Visuales para categorizar el tipo de generalizaciones a las cuales llegan

los estudiantes. Tal nocion se retoma del trabajo de Ferdinand Rivera (2010).

1.2.6. Planteamiento del tema de investigacién

Es importante que los estudiantes trabajen en el aula con ideas significativas que
les permitan llegar a ser conscientes de la potencia de la generalizacién, por
ejemplo trabajando con cantidades desconocidas y verificando conjeturas, porque
esto promueve procesos de transicion de la aritmética al algebra, y permite a los
estudiantes acceder a niveles de pensamiento que sobrepasan lo especifico,

numeérico, y el pensamiento perceptivo (Rojano, 2002).
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Por otro lado, las tecnologias digitales (tales como lo sistemas
computacionales del algebra, programas de geometria dindmica, micromundos y
calculadoras graficadoras) les proporcionan a los estudiantes la oportunidad de
trascender limitaciones de enfoques convencionales y los involucran en la
reflexion, y les permiten a los profesores implementar una instruccion mas
centrada en el estudiante (Heid, Blume, Hollebrands & Piez, 2002; Pea, 1987). Si
la tecnologia educativa puede ejercer una influencia tan fuerte en la ensefianza y
el aprendizaje entonces todos los estudiantes de mateméaticas podrian acceder de
manera equitativa a estos beneficios resolviendo entonces cuestiones de justicia y
equidad en la escuela (Dunham & Hennessy, 2008).

Especificamente, la utilizacion de los manipulativos virtuales se destaca
como un medio para que estudiantes en desventaja accedan a ideas matematicas
significativas (Chiappini & Cozzani, 2014; Dunham & Hennessy, 2008; Rojano,
2002). En este sentido es que la utilizacion de la tecnologia en el aprendizaje y la
ensefianza de las matematicas en la educacion basica se puede enmarcar en una
linea de investigacion del uso de la tecnologia para la nivelacion del campo de
accion de los escolares (Dunham & Hennessy, 2008). En particular, este tipo de
utilizacion fortalece los argumentos que hasta ahora se han dado en torno del uso
de la tecnologia para que grupos en desventaja estén en igualdad de condiciones

al término de determinada instruccion escolar (idem, p.388; Chiappini, 2013-2014).

El objetivo de esta tesis es utilizar tecnologias digitales (manipulativos
virtuales) para que estudiantes desaventajados puedan acceder a nociones
matematicas poderosas como la de generalizacion algebraica a través de la
identificacion de plantillas visuales, para que experimenten procesos matematicos

complejos, como los de abduccién e induccion.

Por lo tanto, las preguntas que guiaron el trabajo de investigacion que aqui

se presenta son las siguientes:
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¢, Cuales son las caracteristicas de las tecnologias digitales que hacen posible que
los estudiantes desaventajados accedan a nociones matematicas poderosas como
la de generalizacion algebraica?

¢,Qué tipo de herramientas y actividades permiten que los estudiantes
desaventajados experimenten procesos matematicos complejos de abduccién e
induccion?

¢, Cuales son las estrategias emergentes de los estudiantes desaventajados
durante la resolucion de tareas de generalizacion de patrones® usando tecnologias
digitales?

¢, Cuales modelos pedagoégicos asociados a la ensefianza —aprendizaje de las
matematicas permiten centrar la instruccion en las diferentes posibilidades de los

estudiantes y avanzar hacia la nivelacion del campo de accion de los escolares?

® Situaciones de generalizacion de patrones usuales en la introduccion al &lgebra
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CAPITULO II
METODOLOGIA

Se presenta al lector la descripcién y caracterizacion de la metodologia que se
siguié para llevar a buen término la investigacion que aqui se reporta en torno al
tema de la generalizacion de patrones. En esta investigacion participan
estudiantes del nivel secundaria para llevar a cabo la resolucion de problemas
matematicos relacionados con dicho tema, en la instrumentacién de la actividad de
los alumnos se recalca la mediacién de la tecnologia digital en particular el uso de
un manipulativo virtual que se destaca por su plataforma matematica que ademas
es de acceso libre en la internet. EI manipulativo fue apropiado para dar soporte a
los estudiantes en desventaja académica en la resolucion de los problemas
planteados.

El capitulo se distribuye en cinco apartados: el primero tiene que ver con el
disefio de la investigacion, en el cual se describe en general el proceso por el cual
se transitd para realizar la investigacion. El segundo, presenta una puntual revision
del tratamiento del tema de generalizacion de patrones en el curriculum escolar de
secundaria, dado que mientras se desarrollaba el trabajo de campo, en 2011,
hubo una reforma al plan y programas de estudio de la educacion basica en
México. El trabajo de campo consistié en una indagacion previa y cuatro fases de
exploracion.

La primera y segunda fases conforman el primer ciclo del trabajo de campo que se
denomind: exploracion piloto. La tercera y cuarta fases pertenecen al segundo
ciclo que se denomind: exploracién formal.

El tercer apartado caracteriza la primera fase del trabajo de campo, en el
gue se resalta el objetivo de su implementacion. También se presentan los
problemas planteados a los alumnos y las imagenes que dan evidencia de la
resolucién de éstos. El apartado concluye con una sintesis de lo ocurrido en la
primera fase del trabajo de campo.

El cuarto apartado se refiere al desarrollo de la segunda fase del trabajo de

campo. Al igual que la anterior se describe y caracteriza su conformacion haciendo
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énfasis en las diferencias entre una fase y otra. La divergencia mas notable entre
éstas son los medios ambientes de aprendizaje en los cuales son instrumentadas
las actividades de generalizacion de patrones y el tipo de alumnos que participan
en cada uno de éstos. Se incluye una seccidn que da a conocer las modificaciones
que se hicieron a las hojas de trabajo de la primera fase (lapiz y papel) para ser
implementadas apropiadamente en el otro ambiente (digital) para ser resueltas por
los estudiantes. Asi también se muestran las hojas de trabajo modificadas, tal cual
les fueron presentadas a los alumnos. Al final se hace una sintesis sobre los
resultados que arrojé esta segunda fase del trabajo de campo.

El dltimo apartado tiene que ver con la tercera y cuarta fases del trabajo de
campo en las que interviene la exploracion formal en ambos ambientes de
aprendizaje (lapiz y papel; y manipulativos virtuales) para efectos de replicabilidad
de los datos y consolidacion de los resultados. Se pone de manifiesto la dimension
en que se realizo el trabajo de campo. Es decir, el incremento en cuanto a la
temporalidad, al numero de alumnos, a la diversidad de contextos escolares por su
ubicacion geografica. El lector hallara la descripcion de los ambientes de
aprendizaje en los que se instrumentaron los seis problemas de patrones. Asi
también la caracterizacion de los alumnos en cuanto a su rendimiento académico
en matematicas y en relacion a la edad, género y asistencia a las sesiones de
trabajo. El capitulo concluye con la descripcién de los procedimientos de los
estudiantes en la 32 fase, que se convirtieron en guias pedagodgicas para los

estudiantes que resolvieron los problemas en el manipulativo virtual (42 fase).

2.1. Disefio de la investigacion

El enfoque o marco interpretativo que se adoptd para realizar la investigacion

cualitativa® fue el constructivista. Lo que llevé a desarrollar un disefio de

6«La investigacion cualitativa..., a grosso modo, busca la subjetividad, y explicar y comprender las interacciones y los
significados subjetivos individuales o grupales. Para explicar o comprender, los humanos necesitamos marcos
referenciales en los cuales realicemos estas acciones.” Alvarez-Gayou (2007). Los marcos de referencia para Ivonne Szasz
y Susana Lerner (1994) son: “[...] acercamientos que se fundamentan en diversas corrientes tedricas de la sociologia, la
psicologia, la antropologia, la lingiistica, etcétera, que muestran la realidad subjetiva y la realidad social, intimamente
relacionadas, donde se inscriben las conductas y acciones humanas.
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investigacion’ para obtener la informaciéon necesaria, analizar la certeza de las

hipotesis, aportar evidencia con respecto a los lineamientos de la investigacion y

alcanzar los objetivos. El plan o disefio fue el siguiente:

- Revisar el programa de estudio de matematicas en secundaria en México para
detectar en qué grados y bloques es tratado el tema de estudio de esta tesis, el
cual es el de secuencias o patrones (ver SEP, 2006 a) y a qué profundidad es
gue se sugiere que se aborde el tema en la clase.

- Indagar con los profesores de matematicas sobre la importancia que tiene para
ellos el tema de generalizacion de patrones.

- Buscar y seleccionar problemas sobre la tematica antes mencionada en textos
de investigaciones anteriores, para llevarlas a cabo en un contexto mexicano.
Hacer una indagacion previa y asi jerarquizar los problemas de secuencias de
patrones, esto permitird seleccionar los mas pertinentes para ser resueltos por
estudiantes de secundaria en el Distrito Federal.

- Realizar una primera fase como parte del trabajo de campo, que consistira en
una exploracion piloto en donde se presentaran los problemas seleccionados
sobre patrones para su resolucién, utilizando como unicos recursos lapiz y papel,
la resolucién de estos problemas la realizaran estudiantes de primero y segundo
de secundaria, de rendimiento académico regular en matematicas.

- Considerar los resultados del analisis de las hojas de trabajo resueltas por los

estudiantes que participaron en la primera fase de ambos grados, para decidir

A su vez, estos acercamientos parten de producciones tedricas distintas, como el constructivismo social, la etnolingliistica,
la etnografia , la fenomenologia, la busqueda de interpretaciones y significados, asi como el uso de diversas técnicas de
recoleccion y andlisis de la informacidn, como la observacién participante, las entrevistas individuales o grupales, el
andlisis de textos y testimonios, la historia de vida, o bien la combinacién de éstas con herramientas derivadas de la
estadistica”

" [Se debe tener]... una manera practica y concreta de responder a las preguntas de investigacion, y cubrir sus objetivos o
intereses. Esto implica seleccionar o desarrollar uno o més disefios de investigacion y aplicarlo (s) al contexto particular
de su estudio. El término “disefio” se refiere al plan o estrategia concebida para obtener la informacion que se desea. El
disefio sefiala al investigador lo que debe hacer para alcanzar sus objetivos de estudio y para contestar las interrogantes
de conocimiento que sea planteado... en el caso del enfoque cualitativo, se puede o no preconcebir un disefio de
investigacion, aunque es recomendable hacerlo... En las investigaciones cualitativas se traza un plan de accion en el
campo para recolectar informacion, y se concibe una estrategia de acercamiento al fenémeno, evento, comunidad o
situacion a estudiar.

En ocasiones, el investigador cualitativo elige o desarrolla uno o mas disefios para implantar previamente a la recoleccién
de los datos otras veces, realiza una primera inmersion en el campo y, después, analiza qué disefio de investigacion le
conviene para recolectar la informacion requerida.” Sampieri (2003).
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gué problemas de patrones y qué grado elegir para una segunda fase del trabajo
de campo, la cual se caracterizara por una nueva exploracion piloto en la que se
llevara a cabo la resolucién de problemas de patrones en dos ambientes
distintos®: en el ambiente de lapiz y papel, y en un ambiente digital de
aprendizaje. Los alumnos participantes en cada ambiente tendran caracteristicas
especificas en cuanto a su rendimiento académico en mateméaticas. Es decir, los
alumnos cuya resolucion se efectuara en el ambiente de lapiz y papel, seran los
estudiantes de alto rendimiento académico en matematicas, y los que
participarian en el ambiente digital de aprendizaje seran estudiantes de bajo
rendimiento académico en la materia.

- Generar rutas de aprendizaje, las cuales guiaran a los estudiantes menos
avanzados en la comprension de los problemas de patrones en un ambiente
digital de aprendizaje, en donde este Ultimo serd un soporte para conseguir la
resolucién de tales problemas. La base de las rutas de aprendizaje seran las
estrategias o procedimientos generados por los estudiantes avanzados durante
su resolucion de los problemas de patrones en el ambiente de lapiz y papel.

- Revisar y analizar las hojas de trabajo producidas por los estudiantes avanzados
(ambiente lapiz y papel). Lo que permitira hacer modificaciones al planteamiento
de los problemas para después adaptarlos a su resolucién en el ambiente digital
de aprendizaje, el cual por las caracteristicas del tema matematico de esta tesis

resultdé ser un manipulativo virtual (http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html). En

esencia los problemas a resolver seran los mismos desde el punto de vista

matematico.

Implementar una segunda fase del trabajo de campo, con estudiantes del grado
gue se haya elegido. Esta fase se ejecutara en dos ambientes: el primero, tiene
gue ver con la resolucién de los problemas en el ambiente de lapiz y papel; en el

segundo la resolucion sera con el uso de las herramientas del manipulativo

) plan de estudios 20011 denomina ambiente de aprendizaje “al espacio donde se desarrolla la comunicacion y las
interacciones que posibilitan el aprendizaje. Con esta perspectiva se asume que en los ambientes de aprendizaje media la
actuacion del docente para construirlos y emplearlos como tales. En su construccion destacan los siguientes aspectos:

* La claridad respecto del aprendizaje que se espera logre el estudiante.

* El reconocimiento de los elementos del contexto: la historia del lugar, las practicas y costumbres, las tradiciones, el
caracter rural, semirural o urbano del lugar, el clima, la flora y la fauna.

* La relevancia de los materiales educativos impresos, audiovisuales y digitales.

» Las interacciones entre los estudiantes y el maestro” (p. 28).
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virtual. Se intentara que en esta segunda fase todos los estudiantes de alto
rendimiento de un grupo completo del grado elegido, participen en el primer
ambiente de aprendizaje. Luego, todos los estudiantes restantes del grupo (los
gue no son de alto rendimiento) son los que llevarian a cabo la resolucion de los
problemas en el manipulativo virtual. Se intenta que el conocimiento significativo
gue genera la resolucion de los estudiantes avanzados del grupo (transformado
en uno o varios procedimientos de resoluciéon de los problemas de patrones), es
el que guiaré el establecimiento de rutas de aprendizaje para el resto de la clase,
hacia la comprension y resolucion de los problemas en el tema elegido. En otras
palabras, se pretende avanzar hacia conformar clases incluyentes en donde el
aprendizaje se dé entre a pares, con lo cual se pretende de inicio avanzar en la
comprension del tema por parte de todos los alumnos, y en el mejor de los
casos, que todos lleguen a resolver problemas de este tipo.

Llevar a cabo una exploracion formal en distintas secundarias en el Distrito
Federal, sobre la base de la implementacion de la primera y segunda fases,
segun la cual se implementaran los dos ambientes mencionados en los parrafos
anteriores para la resolucién de los problemas de generalizacion de patrones.
Esta exploracion formal estara supeditada en relacion al niumero de secundarias
y de estudiantes que participan; también a la autorizacion de las escuelas
especificas participantes, asi como al tiempo de duracién del mismo, a través de
la Direccion General de Escuelas Secundarias Técnicas (DGEST) en el Distrito
Federal (ver esquema del trabajo de campo al final de esta seccion del capitulo).
Revisar y analizar meticulosamente los datos obtenidos en las exploraciones
formales (32 y 42 fases), en relacion con las hojas de trabajo resueltas por todos
los estudiantes, asi como de las video-grabaciones de entrevistas sobre los
procedimientos de resolucién de los problemas en torno del tema elegido, en los
dos ambientes de resolucién descritos.

Dar cuenta de la pertinencia de seguir los procedimientos de resolucién de los
estudiantes avanzados como rutas de aprendizaje para los estudiantes de bajo
rendimiento en matematicas (como apoyo para la comprension o resolucion de

tales problemas).
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- Decir de qué manera la tecnologia digital (especificamente el manipulativo virtual
usado en la investigacion), es mediadora y apoya o complementa el aprendizaje
del tema.

En sintesis, con esta metodologia que se fundamenta en la nocién de
Trayectoria Hipotética del Aprendizaje, la cual se describird a mayor detalle en el
capitulo de marco tedrico. Con ésta se pretende avanzar en conocer los logros de
los estudiantes de secundaria en torno del desarrollo del razonamiento algebraico,

cuando estudian la generalizacion de patrones con la mediacion de la tecnologia

INDAGACION TR(A:\E'/\-\AJ'?ODE
PREVIA
1a. FASE 2a. FASE l 3a. FASE 4a. FASE

digital.

EXPLORACION
PILOTO EN UN
UNICO

EXPLORACION EXPLORACION
FORMAL FORMAL
AMBIENTE

| |
AMBIENTE: AMBIENTE: AMBIENTE: AMBIENTE: AMBIENTE:
LAPIZY LAPIZY DIGITAL LAPIZY DIGITAL
PAPEL PAPEL PAPEL

Imagen 1. Esquema del Trabajo de Campo

EXPLORACION
PILOTO EN DOS
AMBIENTES

[0,0;

2.2. Tratamiento del tema de generalizacion de patrones en el curriculum

escolar del nivel secundaria

El programa de estudio de matematicas 2006 en secundaria era el que estaba
vigente en 2010° afio en que iniciaba esta investigacién, contemplaba el estudio
de secuencias o patrones en el primer grado, en el bloque 1; en el segundo grado,

en el bloque 3 y en el tercer grado en el bloque 4. Al ser estudiado este tema en el

® Actualmente se cuenta con un nuevo programa de estudios, el cual entro en vigencia a partir de 2011 para la educacion
secundaria, con la Reforma Integral de la Educacion Basica (RIEB), la cual tuvo el propdsito de unificar lo iniciado en
2006 (a ésta ultima se le hicieron modificaciones en 2011).
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primer grado, se esperaba que los estudiantes representaran sucesiones
numeéricas o con figuras a partir de una regla dada y viceversa. Textualmente, en
el programa de matematicas se podia leer que el alumno tenia que “construir
sucesiones de numeros a partir de una regla dada. Determinar expresiones
generales que definen las reglas de sucesiones numeéricas y figurativas” (p. 28).
Se sugeria en las orientaciones didacticas usar sucesiones numeéricas y figurativas
sencillas para encontrar la expresion general que define un elemento cualquiera

de la sucesion. Se daba como ejemplo la siguiente sucesién de figuras:

lfllf'll'ﬁ'll'.ﬁ.'l

También se sugeria plantear preguntas como las siguientes, con respecto al

patron que aparece en la imagen anterior: ¢ cuantos mosaicos tendra la figura que
ocupe el lugar 10?, ¢ cuantos mosaicos tendra la figura que va en el lugar 20? Y
écuantos mosaicos tendra la figura que va en el lugar 50? En el programa se
anticipaba que los estudiantes podrian responder la primera pregunta haciendo
dibujos de las figuras pero para contestar las otras dos preguntas restantes, ellos
“‘observaran que deben encontrar una regla, que en principio puedan enunciar
verbalmente y luego de manera simbdlica, hasta llegar a la expresion algebraica
usual.” (p. 28). En este apartado del programa se termina expresando que “el
estudio que aqui se plantea respecto a los nimeros naturales debera continuarse
en segundo grado al estudiar los numeros con signo.”

En el programa de matematicas de segundo grado, bloque 3, se podia leer
que el estudiante tenia que “construir sucesiones de numeros con signo a partir de
una regla dada. Obtener la regla que genera una sucesion de numeros con signo.”
(p. 29). Una diferencia de lo que se sugiere en cuanto al tratamiento del tema en
este grado, con respecto al primero, reside en que los nimeros involucrados en
las secuencias ahora son nameros con signo. Es decir, en el tépico ahora estan
incluidos los numeros negativos.

En cuanto a las orientaciones didacticas que debia tomar en cuenta el

profesor para que los estudiantes desarrollaran la habilidad de crear una regla

66



general para las sucesiones, en el programa de estudio se sugeria: “es importante
alentar a los alumnos a buscar regularidades, a formularlas y a producir
argumentos para validarlas. No se trata de que el maestro ensefie las formulas o
reglas para que los alumnos las apliquen, sino de que ellos tengan la oportunidad
de ensayar, corregir y validar sus propuestas” (p.85). En el programa se
presentaban dos ejemplos de lo que podria plantear el profesor a los estudiantes,
los cuales enseguida se muestran.

Ejemplo 1: La regla de una sucesién de nimeros con signo es n-3. é{Cuadles son los
primeros diez niumeros con signo de la sucesidon? (Debe recordarse que en los
problemas de sucesiones, n representa la posicion de un nimero cualquiera en la
sucesién).

Ejemplo 2: Obtener la regla que genera la sucesion -2.5, -1.5, -0.5, +0.5, +1.5

En tercer grado, bloque 4, para darle continuidad al tema de patrones y
formulas en el programa de estudios de matematicas, se requeria que el
estudiante determinara una expresion general cuadratica para definir el enésimo
término en sucesiones numéricas y figurativas utilizando el método de
diferencias™®.

El programa de estudios le proponia al profesor tres ejemplos de sucesiones, que
eran las siguientes:

Ejemplo 1:

S=s

Para esta secuencia se le sugeria al profesor hacer las siguientes preguntas que

pueden ayudar a determinar el nimero de cuadros que forman cualquier figura del

patron.

¢Cémo va creciendo la medida de la base de estas figuras rectangulares? ¢Cuanto
mediran las bases de las figuras que siguen en la sucesidon? ¢Como va creciendo la

014 descripcion del método de diferencias puede consultarse en el Fichero de actividades didacticas de matematicas para
secundaria en la edicién de 2000.
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altura? ¢Cudnto mediran las alturas de las figuras que siguen en la sucesion? ¢Qué
relacion hay entre la medida de la base y de la altura en cada figura? ¢Qué relacion
hay entre la medida de la base de cada figura y la posicién que ocupa en la
secuencia? ¢Cudnto medira la base de la figura que se halla en la posicién n de la
sucesion? ¢Cuanto medird la altura de la figura que se halla en la posicién n de la
sucesion? ¢ Cuantos cuadritos formaran la figura que se halla en la posicién n (p.131).

Ejemplo 2: éCudl es la expresion algebraica que determina el nimero de cubos que
forman la figura que ocupa la enésima posicién de la siguiente sucesion?

1 2 3

Ejemplo 3: ¢Cuadl es la expresidn algebraica que permite conocer el total de caras que
es posible ver en cualquier figura que esté en la sucesién anterior?

En el programa se le sugeria al profesor guiar al estudiante en dos cosas: al
descubrimiento del patrén, es decir, descubrir las regularidades y encaminarlo en
el proceso de simbolizacién algebraica de la regla general que determinaba al
patron. En otras palabras, traducir su procedimiento verbal o natural a un lenguaje
simbolico general que le permitiera encontrar cualquier término del patron.

Si se compara el estudio del tema en el tercer grado con los grados
anteriores se encuentra que su tratamiento es mas complejo. En concreto, el nivel
de complejidad aumenta de un grado a otro de manera que las expresiones a las
gue tiene que llegar el estudiante para determinar cualquier elemento del patrén
son de segundo grado.

Ahora bien en el programa de estudios de matematicas 2011, el cual esta
vigente, no se dan sugerencias puntuales para el tratamiento del tema. En el
programa 2006, el tema era tratado en cada grado en un sélo bloque e iba

aumentando gradualmente el nivel de complejidad. En el programa actual, el

1 Como antes ya se comentd (ver pie de pagina No. 1) con motivo de la RIEB, se hicieron modificaciones al plan y
programas de estudio de educacion secundaria en 2011. La investigacion para esta tesis transcurria en ese entonces en la
instrumentacion de pruebas piloto que se llevaban a cabo durante ese afio.
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primer grado se enfoca en revisar el tema en dos bloques. En el bloque | se lee la
siguiente especificacion del tema:

Construccion de sucesiones de numeros o de figuras a partir de una regla dada en

lenguaje comun. Formulacién en lenguaje comuin de expresiones generales que

definen las reglas de sucesiones con progresién aritmética o geométrica, de nimeros

y de figuras (p. 31).

Y en el bloque V el programa dice lo siguiente: “Obtencion de la regla general
(en lenguaje algebraico) de una sucesion con progresion aritmética” (p, 35). En
este bloque también se menciona que los estudiantes deben llegar a una regla
general y expresarla en lenguaje algebraico. En el segundo grado del bloque 4, en
el programa se puede leer lo que se espera que haga el estudiante cuando
resuelva problemas de sucesiones o patrones:

Construccion de sucesiones de nimeros enteros a partir de las reglas algebraicas que
las definen. Obtencién de la regla general (en lenguaje algebraico) de una sucesién
con progresidn aritmética de nimeros enteros (p. 42).

En este grado, las reglas generales que definen la sucesion siguen siendo
lineales, pero estan expresadas algebraicamente. También se menciona que las
sucesiones que se construyan sean de numeros enteros, lo que involucra nimeros
positivos y negativos. Esto Ultimo, con respecto a la utlizacion de namero
negativos tiene similitud con el planteamiento del programa anterior (2006) de
segundo grado.

En el tercer grado, el tema de patrones se revisa en un anico bloque y
puntualmente se le solicita al estudiante la “obtencién de una expresién general
cuadratica para definir el enésimo término de una sucesion” (p. 50). En otras
palabras, las sucesiones que se le presentan al estudiante ya no son lineales sino
de segundo grado y debe encontrar una expresion general cuadréatica en lenguaje
algebraico.

De lo mencionado anteriormente se puede llevar a cabo una primera
reflexion con respecto al tema de investigacion, observe la tabla que muestra una

comparacion de lo que enuncian el programa de matematicas anterior y el vigente:
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PRIMER GRADO:

Bloque 1. Construir sucesiones
de numeros a partir de una regla
dada. Determinar expresiones
generales que definen las reglas
de sucesiones numéricas vy
figurativas.

Sugerencias: Debe continuarse
el tema en segundo grado con
ndmeros con signo.

La regla general a la que se
llegue debe ser enunciada en un
principio de forma verbal y
luego simbdlica hasta llegar a la
expresion algebraica usual.
SEGUNDO GRADO:

Bloque 3. Construir sucesiones
de numeros con signo a partir
de una regla dada.

Obtener la regla que genera una
sucesion de numeros con signo.

Sugerencias: alentar al
estudiante a buscar
regularidades, a formularlas y a
producir  argumentos para
validarlas.

TERCER GRADO:

Bloque 4. Determinar una
expresion general cuadratica

para definir el enésimo término
en sucesiones numéricas y
figurativas. Utilizando el método
de diferencias.

Se sugiere guiar al estudiante al
descubrimiento del patréon y
guiarlo en el proceso de
simbolizacion algebraica de la
regla general.

PRIMER GRADO:

Bloque 1. Construir sucesiones
de numeros o de figuras a partir
de una regla dada en lenguaje
comun con progresion
aritmética o geométrica” de
numeros y figuras.

Bloque V. Obtener la regla
general (en lenguaje algebraico)
de una sucesion con progresion
aritmética.

SEGUNDO GRADO:

Bloque IV. Construir sucesiones
de nimeros enteros a partir de
una regla algebraica que las
definen (obtener la regla
general en lenguaje algebraico
de una sucesién con progresion
aritmética de niUmeros enteros).

TERCER GRADO:
Bloque IV. Obtener de una
expresion general cuadratica

para definir el enésimo término
de una sucesion.

En esencia ambos programas
solicitan la  construccién de
sucesiones numéricas a partir de
una regla dada. Y por otro lado,
hallar la expresién general que
define una sucesién la cual debe
ser enunciada, en principio, con un
lenguaje natural para después
hacerlo de manera algebraica.

Las sucesiones son de numeros
naturales.

El contenido a estudiar en ambos
programas es el mismo, en el
sentido de construir sucesiones de
nimeros enteros (positivos y
negativos) a partir de una regla
dada y viceversa. Una diferencia es
que en el programa 2006 no se
puntualiza que la regla general
deba ser expresada en lenguaje
algebraico como lo hace el
programa 2011. Sin embargo,
puede caber la posibilidad de
hacerse debido que en el primer
grado se hacia la sugerencia de
llegar a expresar la regla general de
manera algebraica.

El contenido que se aborda es el
mismo en ambos programas. Lo
que quiere decir que la complejidad
en el tratamiento del tema
aumenta debido a que las
sucesiones ya no son lineales como
en los dos grados anteriores sino
que ahora las sucesiones son de
segundo grado y deben ser
expresadas algebraicamente.

Imagen 2. Tabla comparativa de los programas de estudio 2006 y 2011

12 Una sucesién con progresion aritmética es una sucesion donde la diferencia de dos términos consecutivos es un niimero

constante.

Una sucesion con progresion geométrica es una sucesion donde cada término se calcula multiplicando el anterior por una

cantidad constante, llamada razon.
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En general, la revision del contenido en ambos programas no muestra
diferencia significativa que pudiera afectar el plan de investigacion y menos de
manera directa la eleccion del tema de la generalizacion de patrones.

Es conveniente mencionar que todas las actividades relacionadas con la
obtencién de datos se llevaron a cabo a lo largo de cinco etapas de trabajo de
campo, las cuales hemos denominado indagacion previa; primera fase y segunda
fase (ambas son exploraciones piloto); tercera y cuarta fase, que son
exploraciones formales. Las caracteristicas de cada una de estas fases se
describen enseguida.

2.2.1 Indagacion previa

Se desconocia si al momento de implementar la primera fase los estudiantes ya
habian revisado con su profesor de matematicas el tema de patrones, y si éste
habia sido estudiado a qué profundidad el profesor lo habia ensefiado. También
se pregunto a profesores de matematicas (no solo a los profesores de los alumnos
participantes, sino a otros en distintas circunstancias y lugares) la importancia que
tenia el tema de patrones para ser ensefiada, es decir, el tiempo que le dedicaban,
la profundidad con la que lo abordaban y su utilidad. De este bosquejo se concluyo
gue no era un tema valorado por ellos, mas bien era tratado superficialmente, se
recurria a secuencias numéricas mas que a geométricas o de figuras y pocas
veces se llegaba a una regla general. Ellos daban preferencia a temas que
consideraban “elementales” como por ejemplo, las ecuaciones.

El hecho de preguntar a los profesores sobre la importancia de la
generalizacidon de patrones no fue para tener un tema o problema para investigar,
sino para reforzar la idea de la indiferencia que se tiene del tema de patrones.
Claramente la teméatica de generalizacion de patrones no es nada irrelevante para
los investigadores en educacion matematica, sino todo lo contrario pues su valor
radica esencialmente porgue es considerado el corazon del algebra (Kaput, 2008).
Entonces, para obtener informacién sobre qué tanto sabian los estudiantes sobre

el tema de patrones se buscaron textos o articulos de educacién matematica
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recientes, relacionados con la generalizacion de patrones que incluyeran
problemas sobre el tema. A este respecto, se hallaron suficientes. La mayoria de
los textos son de autores extranjeros, de los cuales se seleccionaron aquellos
problemas que se consideraron idoneos para ser resueltos por los estudiantes
mexicanos de nivel secundaria, como lo sugiere el programa de estudios de
matematicas vigente. Se decidié que los problemas de patrones elegidos fueran
presentados tal y como estaban en los textos originales a estudiantes de primero y
segundo grado de secundaria.

En este sentido, se pensé en que los problemas de patrones se aplicarian
en ambos grados para conocer el nivel de dificultad que representaba su
resolucién. Es decir, saber qué tanto conocimiento y capacidad tenian para
solucionarlos con los recursos cognitivos y materiales con los que contaban los
estudiantes de ambos grados. Conocer los resultados nos daria la pauta para
determinar a qué grado de la secundaria seria conveniente volver a

implementarlos.

2.3. Primera Fase

Para llevar a cabo la primera fase del trabajo de campo y conocer la pertinencia de
tales problemas sobre la generalizacion de patrones con estudiantes de primero y
segundo grados, se solicitd al director de una escuela secundaria técnica del
Distrito Federal la autorizacién de trabajar con algunos estudiantes de los grados
mencionados. Se sostuvo una conversacion con el director del plantel explicando
las actividades a realizar con los estudiantes, el objetivo de tal intervencion, el
tiempo requerido y las caracteristicas de los estudiantes participantes.

La secundaria técnica No. 72, ubicada en la delegacién Magdalena Contreras,
acepto que sus estudiantes participaran en la prueba piloto. La prueba piloto inicié
en junio de 2010 y dur6 todo el mes. Participaron once estudiantes de primer
grado y nueve de segundo grado. Las caracteristicas que debian tener los

estudiantes fueron las siguientes:
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e Tener un rendimiento académico regular en matematicas, es decir, con una
calificaciébn de entre 7y 9

e Coninterés de participar en la prueba de manera voluntaria

e Comprometerse a estar al corriente con actividades y tareas de la materia a

la cual dejaria de asistir para participar en la prueba.

Las caracteristicas mencionadas debian ser consideradas por el profesor de
mateméticas para la eleccion de los estudiantes. Una vez elegidos los estudiantes,
da inicio una sesioén introductoria en la que se les explica en qué consistira el
trabajo con ellos. En las sesiones subsecuentes se les presentaron cinco
problemas relacionados con patrones y se presentaron en el orden y de acuerdo
con las denominaciones siguientes: La Letra V, Las Torres de Palillos, El Disefio
de la Viga, El Diamante de Puntos y Las Estampas en el Cubo. Enseguida se
muestran las imagenes y las preguntas que los estudiantes resolvieron en relacion

con las mismas.

El problema de la Letra “V”

TRT T

Fig.1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

¢éSi el patrén continua, cuantos bloques negros estaran contenidos en la siguiente
Letra V? ¢Cuantos bloques estaran en la figura 15 en la secuencia? ¢Como llegaste a
tu respuesta? ¢Como podrias deducir el nimero de bloques en cualquier Letra V en
este patron? ¢Puedes construir una Letra V que siga ese patron y usar 36 bloques?
Justifica tu respuesta. ¢Habria alguna Letra V en este patron que tuviera un numero
igual de bloques? ¢Por qué si o por qué no?

Se muestran algunas imagenes asociadas al problema de la Letra V y las

respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo:
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1.¢Siel qauén continua, cuintos bloques negros estaran contenidos en la siguiente letra
v?

,,Cuﬁnlos bloques estaran cl la figura 15 cn la sccuencia? (Como llegaste a tu

rospuesta? Ji_bumm_m_)ahh_c\n—
Oro ooy cionalidogd
Vi

3. iCémo podrias deducir el nimero de bloques en cualquier letra V' en este patron?

QNS 1MMeaYes

4. jPuedes construir una letra V que siga esc patron y usar 36 bloques? Justifica tw
respygesta.

nomMmecas 0N % O eD

5. ¢Habria alguna letra V en ¢ste patron que tuvicra un nimero ) igual de bloques?
| ¢Por qué si o por qué no?
lienhe.

1.4Si a patrén continua, cuéintos bloques negros estarin contenidos en la siguicnte letra
V?

¢Cuanto:

2. s blogues estardn el la figura 15 en la secuencia? ;Cémo llegaste a tu
respuesta?

4. jPuedes construir una letra V que siga

patrén y usar 36 bloques? Justifica tu
respuesta. NG, eQ‘ Qng m'iz onmero ¢S F_m:

& LHahria 5Ig\ma Ietra V en este patron que tuviera un nimero igual de hloqnes?

\ y pnemlo  patcalN
(IR § 1S

iPor v:: si o por qué no? Le]

El problema de Las Torres de Palillos

Salararbekiemnee Audicy - ASD |

Z4=47 17 SN
=y ] [
25=A49 I

2
.’b:
A

‘5

rza0d

Las figuras representan dos secuencias de crecimiento de torres de palillos

Primera secuencia de torres:

Segunda secuencia de torres:
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Encontrar el nimero de palillos para la cuarta, quinta y décima “torre” en cada
secuencia.

Encontrar el lugar de la “torre” hecha de 40 palillos en cada secuencia.
Generalizar: ¢ Cudntos palillos estdn en la n “torre” de cada secuencia?

Las imagenes respectivas (al igual que en el problema anterior) se muestran a

continuacion:

Silva  Bivera Kan la J. e p 2 Dore 4176 [y (o 10-<o
= SAJ oirre Valadez Uessica J. 2-9 2-\0 20-100
= ==
2*8 L°e F= ) 2-15 30150
) 2 7 g /r 4-14 bl 40-200
gl g ; : Ls 5-11 g
() —_ ; 2 Z - N
i 6-20 5-25  g-50
- = ) =
g 13 nx2t2 s L 3-23 6730 || -5g
¥ 7 3 8-26 135 1240
) AR = 8-29 8-40 ,",f(}(\
4 iQxz = 2 5 >
O S i 10-32 q,/,]lj 14-36
" - ¢9 ;”,f. \1-%5 10 -%0 \&=35
%S - g 5=15
L7 12-28 1 =5% 16-%0
4,520 L 7
A\ xS 7. 5 (40 ”
525 '1,1‘ A28 27
b 2
s ) i T
(vs =30 : - 310 10731
; ; 4-13
/
e 77 ! a-16
_‘f.(\xzil' ‘ ¢4
- 1-22
e - ” -
Sn st R i 825,
: Salazan Gz Audaca
TS erepsemachda s i ofeTacor Gx3pa « Encontrar el namero de palillos para la cuarta, quinta y décima “torre” en cada
= e i secuencia.
i : : H - =/ Primera secuencia: Segunda secuencia:
o e e Cuarta torre: 19 Cuantatorre: __ 1O
Segunda secuencia de torres: x. Gl s 6 £ Quintatorre: __ /¥ Qu:qm torre: _L
i e = +9 Décima torre: __3 2 Décima torre: _5
0 ] 339 T
e e o OB o Encontrar el lugar de la “torre™ hecha de 40 palillos en cada secuencia.
” 2 3 " / 0
»  Encontrar el nimero de palillos para la cuarta, quinta y décima “torre” en cada Fmuced 16 / 292 2 70
secuencia ) 2
‘Primera secuencia: Segunda secugncia: Segunda 3
Cuartatorre: __ ¥ Cuarta torre: 0
Décima o — 25 e e «  Generalizar: ;Cuéntos palillos estn cn la_n “torre” de cada sccuencia?
N T N v \a Lrvosco ¥ 2
= Encontrar el lugar de la “torre™ hecha de 40 palillos en cada secuencia. i 3 Primera secuencia: 534 *—l\—-ﬂg“ Lo A o O A >
Pimensouncin 12, & fy5e Puede Soler des S me Scgunda secuencia: 5. X \ puraeta (.IQ/Y_)qem_
Segunda secuencia: o \ de \z L guea.
\
* Generalizar: ;Cuantos palillos estan en la n “torre™ de cada sccucncia? »
Primera secuencia 23 s T - S <
Segundasecuencia:____ 35 it &

El problema del Disefio de la Viga

Las vigas son disefiadas como un soporte para puentes. Las vigas son construidas
usando barras. La longitud de la viga es determinada por el nimero de barras
necesarias para construir la base de la viga. Abajo esta una viga de longitud 4.

Base de la Viga de 4 barras

75



¢Cuantas barras son necesarias para hacer una viga de longitud 5? ¢De longitud 8?
éDe longitud 10? ¢De longitud 20? ¢De longitud 347 ¢é De longitud 767

¢Cuantas barras son necesarias para una viga de longitud 223?

Escribe una regla o fdrmula para encontrar el nimero de barras necesarias para hacer
una viga de cualquier longitud. Explica por qué tu regla o férmula funciona para todos
los casos. Si usaste letras di qué significa cada una.

Estas son algunas imagenes de lo que realizaron los estudiantes en las hojas de
trabajo:

3.- Escribe una regla o formula para encontrar ¢l niimero de barras necesarias para hacer o
una viga de cualquier longitud. Explica por qué tu regla o formula funciona para todos ot ; 227
los casos. %91
DX330-1 {
al qumece se yliolen v dres el mstng /i i :
DOmeco g Sty el Yesultado mevos | g 7 \ n x40\
(% ; %
N RO 7= - ST :
ook /,/ \ / ? \ / y, -
? ‘/ \\/ A / 7 \ 7\ { 2 Bc
| :———‘——_‘4——’:_4-—\ hT: o
hxq‘l = PesUHQolO ))“ O— a0 Sxz= !
-7 U 20 Jj | 2
S | S T 0 Ve
q : 1.6 /
t 3 - | B
C_')» 1§ 1S 3 2
Silva [ T4 e
AC\h(lr \\\«é'ra !( arla J- t>
. e 4 \ (
10 \ Valase7 e levas
L J el afs b aNY ] JO 2RIy n.

El problema del Diamante de Puntos

Lo de abajo es una secuencia de diamantes hechos de puntos

Diamante #1 Diamante #2 Diamante #3

Dibujar el cuarto diamante en la secuencia

¢El siguiente diamante encaja en la secuencia dada? Si es si, écomo podrias decirloy
gué nimero de diamante seria este? Y si es no, épor qué no?
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Explica cdmo tu dibujarias el décimo diamante.

éCudntos puntos tendria?

éCuantos puntos tendria el diamante 25? Explica cdmo es que lo sabes

Describe con palabras una regla que te permita determinar el nimero de puntos
necesarios para hacer cualquier diamante en la secuencia. Si usaste letras di qué
significa cada una.

Ejemplos de las ejecuciones de los estudiantes se muestran a continuacion:

3. Explica como ti dibujarias l décimo dinm:m} \ J
pomencla [0 onpdas, 0l lods ‘/ ast
G llevonMo of Coul0 olvo
U

4 Cudntos puntos tendria? __ [ ()5, mmf[r)c\

4, ;Cudntos puntos tendria cldlamamc 257 6 5 \Rllcﬂ €omo cs quc lu sabes
mddialave  \odo D"(
catne L \ee/ THAT | v vey

2 qu@ 50(\ \05 puw\ Aos! f.:i‘.
| [

=g g
| ;L_Lm_.. S

3, Describe con palabras una regla que te permita determinar ¢l nimero de puntos
necesarios para hacer cualquier diamante en la secuencia.

£\ qurem de quctes A\ ﬂ\\mﬁ‘{\‘\\é as
woa) al ciadieada oel lvace e
Yowpa Bn \a cecvoncien T OnAK B

3. Explica como ta dibuj:m':)s el décin:o diamante.
it S ‘2 Ao o ¢ z

2Cusntos puntos tendria? ___J

4. LCu{mms pnnlos k.ndn:n c.l diamante 25 2_2 3 { E\phca como es quc I? s.:\bcs

3. Explica como tii dibujarias el décimo diamantg.
coiamonie
AR \O r&::o < Y cuera
COMme ‘o antecPoclor
Cuantos puntos tendria? 104 _cn__ftarel
para hacer ! enla 4. ;Cuantos puntos tendria ¢l diamante 257 63‘ 3 Explica como es que lg)sabcs Y
; ) £ i e —fen me3_nna Eotmnola  ge 044
fu 748 dinrnowe €5 Al
o g2 A2l 79 0r o0 Ya o
for fys A8 s et

5. Describe con palabras una regla que tc permita determinar cl nimero de puntos
necesarios para hacer cualquicr diamante en la sccuencia.
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El problema de Las Estampas en el Cubo

Una companiia produce barras coloreadas acoplando cubos en una fila y usando una
maquina para colocar estampas “sonrientes” sobre las barras. La mdaquina coloca
exactamente una estampa sobre cada cara expuesta de cada cubo. Todas las caras
expuestas de cada cubo tienen que tener una estampa, esta barra es de longitud 2,

entonces, habra de necesitar 10 estampas.

Barra de longitu

¢Cudntas etiquetas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 10? Explica cdmo

encontraste estos valores.

éCuantas etiquetas necesitas para una barra de longitud 20? Y ¢De longitud 567

Explica cdmo llegaste a esos resultados.

éCuantas etiquetas necesitas para una barra de longitud 137? Y ¢De longitud 2137

Explica cdmo encuentras estos valores.

Escribe una regla que pueda permitirte encontrar el nimero de etiquetas necesarias

d 2 (dos cubos)

para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

Se muestran algunas imagenes asociadas al problema de Las Estampas en el

Cubo y las respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo:

3.- ;Cuéntas ctiquctas nccesitas para una barra de longitud 137 ? I.Dc longitud 2137
De longitud 137 = 5 50 Delongitud213=_& 5 4/
Explica como determinas estos valores.

N X

molttel roy la lewes tvd X
= )

encontraste estos valores.

De longitud 1 = __&

D longitud 2« __\ O
Delongitud3=_ 14
Delongiudd=_ | @
De longitud 5=__J_§

1.- (Cuintas etiquetas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 10? Explica como

Delongitud 6= 26
De longitud 7=_30
De longitud 8= 34
Delongitud 9= 3 2
De longitud 10=_ 4 2

tealizande fugemulo_en donde cagquemet

o cand

4.- Escribe una regla que pucda permitirte encontrar el nimero de etiquetas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.
\

nxyt

ooy Y ¥ 9
¥

¢ Aath e |, o A tud X F il Wirvid o 2.- {Cudntas cliquetas ncccsitas para una barra dc longitud 20? ;D longitud 567

el num d T Y : 1 elnym, Yo Delongitud 20=_8 2. De longitud 36= 2.5

Ve o umentav d O‘\ 45" &) Cr vo Sew o8 (vvas Ae Explica como encontraste estos valores.

'l‘;r‘:nuiﬁr':ﬁ ¥ o n e Yreula o1V, l(ﬁ!"‘lamo‘,

- ;Cudntas ctiquetas necesitas para una barra de longitud 1377 ;De longitud 2137
D«, longitud 137 = 57 De longitud 213 = _3SZ
Explica como detcrininas estos wxlnn,:‘ < _\ 1
(RN A ) aa = e W 2 () aYe S L0
{,r\yr“r (7o I e N

i

4.- Escribe una regla que pueda permitirte encontrar cl nimero de etiquetas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

A7, a2 {37 —yeenbada
DYy s Il _ e id. de \rr\\\uﬁ DY
& LS

2 RSP "_——14'<~1t> Ny Als

- 4Cutntas etiquetas necesias para barras de longitud desde 1 hasta 107 Explie csmo
encontraste estos

De longitud 1 = De longitud 6= _ 9 &
De longitud 2 =3 Do longitud 7~
De longitud 3 = d § = 25

De longitud 4 = m lon;.uua 9=
De longitud 5 = De longitud 10=_0 &

Sei le ievda 0 calonpas o cade m\“( )ﬁrm)
T e | FETS ) T £y
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Las imagenes de las hojas de trabajo que evidencian la resolucién de los
problemas de patrones por los estudiantes, fueron soportadas en un ambiente de
lapiz y papel. Las sesiones fueron de una hora diaria para no distraer a los
estudiantes en el aprovechamiento académico de sus otras asignaturas. Se
consideraba el avance en la resolucion de los problemas por parte de los
estudiantes, por esta razon se llevdé un mes en realizar los cinco problemas. Se
atendié por separado a los estudiantes dado que eran de distinto grado escolar.
Es decir, una sesion con los alumnos de primer grado y otra sesién con los de
segundo.

Las sesiones de trabajo se realizaron en la biblioteca escolar que contaba
con el espacio y el mobiliario adecuado. Se les proporciond a los estudiantes
materiales como: hojas de trabajo en las cuales contestaron las preguntas y
resolvieron el problema en cuestion; lapices, reglas, calculadoras, etcétera.
También en las sesiones con los estudiantes se les entrevistdo para saber, de
propia voz, como habian resuelto los problemas de patrones, es decir, cuales
fueron sus procedimientos, estrategias o dificultades en la resolucion de los
problemas planteados. Las entrevistas fueron video-grabadas como un soporte

documental para después ser revisadas y analizadas.
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Imagen 2. Estudiantes trabajando en las actividades de la primera fase

2.3.1 Sintesis de la primera fase

El objetivo de la primera fase fue conocer la pertinencia de los problemas sobre la
generalizacion de patrones con estudiantes de primero y segundo grados. Los
datos recabados de la resolucion de las hojas de trabajo de los cinco problemas
presentados a los estudiantes de ambos grados nos dejan ver lo que a
continuacion se describe: En lo que respecta al problema de la Letra V, casi todos
los estudiantes de primer grado lo resuelven a través de realizar listados que
surgen del conteo simple. Los estudiantes de segundo grado, también hacen
listados pero se percatan que no es posible usarlos para encontrar una posicion
de Letra V, mayor en el patron. Solo tres estudiantes de este grado hallan un
procedimiento general para saber la cantidad de bloques de cualquier Letra V, del
patron el cual lo expresan con un lenguaje natural.

En relacion al problema de Las Torres de Palillos, casi todos los
estudiantes de ambos grados lo resuelven a través de un procedimiento general;
con menos dificultad, los de segundo grado, quienes inician la resolucion con
listados de conteo simple que evolucionan hasta lograr expresar la generalidad del
patron de cada una de las secuencias de torres en forma semialgebraica. Es decir,
escriben sus expresiones o la regla general sin respetar las reglas de escritura
algebraica. Por ejemplo, utilizan la letra “x” para indicar una multiplicacion.
Observe: “nx3+2=R”. Aunque sus expresiones sean de manera natural o
semialgebraicas reflejan la generalizacion del patrén que es lo preponderante para

esta investigacion.
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En cuanto al problema del Disefio de la Viga, los estudiantes de primer
grado lo resuelven con menos dificultades que los de segundo. Los de primero
encuentran dos procedimientos distintos que estan en directa correspondencia con
la manera de visualizar el patrén y llegan a expresar la generalizacion del patron
de forma semi algebraica como se mencion6é en el problema anterior. Los
estudiantes de segundo que no logran llegar a la generalizacién del patrén tienen
algo en comun con los estudiantes de primer grado que si lo logran, y es que entre
sus intentos por encontrar procedimientos ellos relacionan la longitud de la viga,
ya que considerar este dato es primordial y refleja un buen indicio hacia la
generalizacion del patron.

Por otro lado, el problema del Diamante de Puntos se dificultd mas para
los estudiantes de primer grado aunque hubo quienes si lo resolvieron de forma
satisfactoria. Ellos intentaban buscar una regularidad en la secuencia numérica
gue resultaba del conteo de puntos totales de cada diamante del patron sin
observar la estructura que formaba al diamante. Es decir, no visualizaron la parte
0 puntos cambiantes y los constantes. Algo que facilito la resolucion del problema
para ambos grados fue marcar con colores los puntos cambiantes y los constantes
en cada diamante.

En otras palabras, sefalaron las regularidades del patron lo cual resulta
significativo para llegar a la generalizacion. Cabe decir que la expresion algebraica
gue generaliza al patron incluye un término cuadrético lo que pudiera haber sido
una razon suficiente para causar dificultades en la resolucion del problema para
algunos estudiantes de primer grado, que aun desconocian el concepto.

Por ultimo, el problema de Las Estampas en el Cubo fue resuelto por casi
todos los estudiantes de primer grado y asi también para los estudiantes de
segundo. En ambos grados tuvieron la misma visualizacion del patron la cual los
dirigié a un mismo procedimiento. La visualizacion de los estudiantes fue concebir
a la barra de cubos acoplados como un entero de cuatro lados al que sélo se le
tenia que agregar dos estampas en las caras de los extremos de dicha barra.
Todos los estudiantes relacionaron acertadamente la longitud de la barra para

expresar la generalidad, los estudiantes de primero recurren a mas estrategias o
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intentos de resolucién que los estudiantes de segundo, estos Ultimos son mas
practicos y utilizan un lenguaje mas simbdlico aunque su escritura no sea
estrictamente algebraica.

En general, los problemas seleccionados en la primera fase sobre
generalizacion de patrones pueden ser planteados a estudiantes de primer grado.
Se recuerda que no se pretende que lleguen a expresar simbdlicamente la
generalizaciéon sino en el mejor de los casos que sea expresada en lenguaje

natural.

2.4. Segunda fase

Con respecto a los resultados de la fase anterior se decidido implementar una
segunda fase en la misma escuela secundaria donde se realizo la primera, que
consistid en resolver tres problemas de patrones que se seleccionaron a partir de
la primera fase que fueron: La Letra V, Las Estampas en el Cubo y El Disefio de la
Viga (ver especificaciones en apartado 2.3). La razon por la cual se eligieron solo
tres problemas fue que éstos se podian adaptar al ambiente digital de aprendizaje
gue nos propusimos usar en esta investigacion. Es conveniente aclarar las
caracteristicas de los estudiantes para esta segunda fase:
- Los estudiantes no fueron los mismos que participaron en la exploracion de
la primera fase. Estos estudiantes son distintos y sélo de primer grado.
- Fueron dos grupos completos del grado elegido (45 estudiantes por grupo).
- Cada grupo fue dividido para la resolucién de los problemas en dos tipos de
poblaciones: estudiantes avanzados de un grupo (15 aprox.) y el resto de
estudiantes del grupo (30). Cada poblacion se relaciona con el ambiente de

aprendizaje respectivamente de esta segunda fase.

La diferencia entre la primera fase y ésta segunda fase es la division del
trabajo para la resolucion de los problemas. Las caracteristicas para la exploracion
en esta fase tienen que ver con el ambiente de aprendizaje en el que se lleva a

cabo la resolucién de los problemas y el tipo de estudiantes que las resuelven en
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el ambiente dado. Es decir, sélo los estudiantes avanzados en matematicas de
cada uno de los dos grupos resolvieran los tres problemas de patrones antes
mencionados en un ambiente de |4piz y papel. Los tres problemas no fueron
modificados para este ambiente, se presentaron de la misma forma en que se les
dio a los estudiantes de la primera fase. En cambio para ser implementadas en el
ambiente de aprendizaje digital se requirié de forzosas modificaciones debido a las
caracteristicas que demandaba tal ambiente. Cabe adelantar que las
modificaciones que se hacen al planteamiento de los problemas de patrones
durante el transcurso de la investigacién seran descritas con mas detalle en el
apartado 2.4.2 de este capitulo. Por otro lado, las entrevistas a los estudiantes
fueron video-grabadas como soporte documental. El trabajo con los estudiantes se
realizo en la biblioteca escolar al igual que en la primera fase.

El conocimiento generado por los estudiantes avanzados durante la resolucion
de las hojas de trabajo y la informacién que arrojaran las entrevistas, es lo que
permitiria conocer procedimientos o estrategias de solucion a los tres problemas
de patrones planteados. Dicho de otro modo, los procedimientos y estrategias de
los alumnos avanzados se convirtieron en rutas de aprendizaje para guiar a los
estudiantes de bajo rendimiento académico en matematicas. Nuestra hipoétesis es
gue procediendo de esta manera, los estudiantes de bajo rendimiento escolar se
aproximarian a obtener mejores resultados en la resolucion de problemas de este
tipo. Los datos (o resoluciones de los estudiantes avanzados) obtenidos en el
ambiente de lapiz y papel sirven como referente para el replanteamiento de los
mismos tres problemas de patrones (en sentido matematico) ahora puestos en
otro ambiente de aprendizaje de caracter virtual.

La exploracion en el ambiente digital de esta segunda fase se realiz6 en el aula
digital de la escuela, la cual cuenta con 25 computadoras con acceso rapido a
internet, una pantalla y un proyector. El ambiente digital de aprendizaje al que nos
hemos estado refiriendo es un manipulativo virtual desarrollado por la Universidad
del Estado de Utah, localizada en los Estados Unidos de América. Se accede a €l

a través de la direccion electrénica: http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html. Dicho
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manipulativo actia como un mediador matematico para la comprension,
construccion y la resolucion de objetos matematicos.

Enseguida se muestran los tres problemas que se les presentaron a los
estudiantes para que los resolvieran con ayuda del manipulativo virtual. De
entrada se puede pensar que los problemas son exactamente los mismos. Pero
esto no es asi pues se corrige la redaccién en el planteamiento de los problemas y
se introducen multiples guias pedagdgicas para resolverlos, las que se derivaron

de la resolucién de los estudiantes avanzados.

El problema de la Letra V

TR AT

Fig.1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4
Apdyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 8 que aparecen abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el manipulador
virtual. Enseguida se te dan las instrucciones (de la (a) a la (f)) que te permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccién electrénica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecerd en la pantalla la imagen de la izquierda.

b) Haz clic para elegir el idioma Espﬁol y luego haz clic en la fila de Algebra y en la columna de
grado 6-8.
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c) Enseguida apareceran
todos los manipulativos de
esta seccion. Haz clicen el
que dice “Bloques de
Patrones” y aparecera la
imagen de la derecha.

|
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d) Luego haz clic en el icono de “Actividades” aparecera

una columna a la derecha donde debes elegir |a actividad
Ilamada “Partes de los Enteros” la cual utilizaremos para

resolver el Problema de la letra “V”.

>

s 4
) e v | M| AR

Construccion de la letra “V” con el manipulador virtual:

e) Haz clic en el icono del cuadrado para obtener la figura 1
de nuestro patréon. Nuevamente haz clic las veces sean
necesarias para obtener los bloques que formaran la figura
2 del patrén. Para desplazar los bloques, haz clic sobre
ellos, sin soltar, para desplazarlos a la posicidon que desees.

f) Debes hacer clic en el icono de “Instrucciones” para
saber como puedes utilizar las herramientas que te ofrece, s
por ejemplo: Afiadir un blogue al drea de trabajo, Rotar un bloque, Camblar el color de un bloque,
Remover un bloque, Agrupar bloque, Clonar un blogue, Limpiar el drea de trabajo y Acercar y
Alejar

jAhora si, estas listo para responder lo que se te solicita!

1. Vuelve a observar con atencion las figuras del patron de la letra “V”. éQué es lo que notas en el? ¢Qué
puedes decir acerca de el?
2. Continua respondiendo la siguiente tabla

Ne de figura 1 2 3 4 5 6

N2 de bloques 1 3

3. ¢Si el patrén continua, cuantos bloques negros estaran contenidos en la siguiente Letra V?

4. ¢Aumenta o disminuye el nimero de bloques de una figuray la siguiente? ¢Por qué?

5. ¢éCuantos bloques estaran en la figura 15 en la secuencia? ¢Coémo llegaste a tu respuesta? Explica

6. ¢Coémo podrias saber el nimero de bloques en cualquier Letra V en este patrén? Explica

7. éPuedes construir una Letra V que siga ese patron y que tenga sélo 36 bloques? Justifica tu respuesta
8. ¢Habria alguna Letra V en el patrén que tuviera un numero igual de bloques? ¢Por qué si o por qué no?
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Un ejemplo de guia pedagodgica para este problema se concibi6 a partir de la
inclusion de una tabla de dos entradas, una que indica el numero de figura y la
otra, la cantidad de blogues que la conforman. La concepcion de la tabla se basé
en la resolucioén de los estudiantes avanzados, quienes inician la resolucién con un
listado de conteo simple donde se aumenta en dos la cantidad de bloques para
cada Letra V, subsecuente. También fue relevante observar la forma en que los
estudiantes de bajo rendimiento realizan sus listados, pues ellos pierden de vista
la relacion directa entre el nUmero de la figura y la cantidad de bloques de ésta,
asi como también la caracteristica nhumérica de la cantidad de bloques de cada
Letra V del patron (nos referimos aqui a la imparidad). En sintesis, en la
elaboracién de la tabla se concretan las observaciones de las ejecuciones de los
estudiantes de alto y bajo rendimiento, de tal manera que los estudiantes de bajo
rendimiento, al resolver lo que se les pide en la tabla, van a percibir las relaciones
numeéricas que subyacen en la elaboracion de la misma, aumentando asi las
posibilidades de resolucion hacia la generalizacion. Las especificaciones de todas
las modificaciones realizadas en las hojas de trabajo del problema de la Letra V,
para su implementacién en la segunda fase son presentadas en la seccion 3.4.2.

De hecho, estas modificaciones son las que dan lugar a las guias pedagodgicas
(ver seccion 2.4.2). Nétese que en este concepto se incluiran las observaciones de
lo que hicieron los estudiantes de alto y bajo rendimiento, asi como las
modificaciones en las hojas de trabajo.

El problema de Las Estampas en el Cubo

Una compaiiia produce barras acoplando cubos y usando una maquina estampadora para colocar
estampas “sonrientes” sobre las barras. La mdquina coloca exactamente una estampa sobre cada
cara expuesta de cada cubo. Todas las caras expuestas de cada cubo tienen que tener una
estampa, por ejemplo, en esta barra de longitud 2, se necesitarian 10 estampas ¢estds de
acuerdo? ¢Por qué?

(117

a0

Barra de longitud 2 (dos cubos)
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Apdyate del manipulador virtual para responder las prequntas 1 a 8 que aparecen abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el manipulador
virtual. Enseguida se te dan las instrucciones (de la (a) a la (i)) que te permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccidon electrénica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecera en la pantalla la imagen de la
izquierda.
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b) Haz clic para elegir el idioma Espaiiol y luego haz clic en la fila de Algebra y en la columna de
grado 6-8.

c) Enseguida apareceran todos los manipulativos de esta seccién. Luego haz clic en el que dice
“Bloques Espaciales” y aparecera la imagen de la derecha.

8- o
/) Biblioteca Nacional de Mas
iblloteca Nacianal de Manipuladores Viuales
dores Virtuales gy G

Shiomcs  Womace WL
" Gescargar tiwwes Version Gratuits 301 )

Algebra (Grados 6 - 8)

oara Agesr, Grados 68

P

T TiEe.

d) Luego haz clic en el icono de “Actividades” aparecera una columna a la derecha donde podras
elegir la actividad, que en este caso, nos detendremos en la llamada “Construye figuras con el area
especificada” la cual utilizaremos para ayudarnos a resolver el Problema de Las Estampas en el
Cubo.

Usando este manipulador virtual podras:
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e) Anadir bloques

Afiade bloques al area de trabajo haciendo clic y
arrastrando los bloques desde el icono de bloques en la
esquina superior derecha del area de trabajo.

f) Mover bloques
Puedes mover los bloques haciendo clic y arrastrando los ZEE==

N

g) Conectar bloques

Podras conectar un bloque amarillo a uno azul
arrastrando el bloque amarillo cerca del bloque azul
hasta que veas uno de los lados del bloque azul cambiar a
color rojo, luego suelta el bloque amarillo y éstos se
pegaran al lado rojo en el bloque azul. Para despegar un
bloque, haz clic sobre el bloque y arrastralo lejos del otro
bloque.

h) Algunas veces es dificil ver dénde estas colocando un I

blogue. Presiona la tecla Shift [la tecla con la flecha”]] ‘P ‘
mientras arrastras el bloque para asi poder ver a través N ) =

; . ) e @ |
de éste y a la vez ver mejor donde colocas el bloque. s

i) También puedes aumentar o disminuir el tamafio de los objetos desplazandote por la barra de
Zoom, asi también puedes quitar del drea de trabajo los objetos que nos desees haciendo clic
sobre ellos y desplazandolos hacia el contenedor de basura o borrar todos los elementos del area
de trabajo haciendo clic en la tecla de Borrar. Todos estos elementos te facilitaran la visualizacion
para resolver el problema de Las Estampas en el Cubo.

88



jAhora si, estés listo para responder lo que se te solicita!

1. éCudntas estampas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 6? Explica como encontraste estos
valores
. ¢Al juntar cubos para formar barras, cuentas las estampas donde se unen los cubos? ¢Por qué?
. ¢Cuando formas barras de una longitud de 2 o mas cubos, cuantas estampas colocara la maquina sobre
los cubos de los extremos, es decir sobre el primero y el Gltimo? ¢Por qué?
4. (Cuantas estampas coloca la maquina en los cubos intermedios de cualquier barra (los cubos
intermedios son todos los cubos que estan en una barra excepto el primero y el Gltimo)? ¢Por qué?
. ¢La maquina coloca siempre el mismo nimero de estampas en los cubos intermedios? ¢Por qué?
¢Cuantas estampas necesitas para una barra de longitud 20? y ¢De longitud 56? Explica como
encontraste estos valores.
7. éCudntas estampas necesitas para una barra de longitud 137?y ¢De longitud 213? Explica cémo
determinas estos valores.
8. Escribe una regla o férmula que te permita encontrar el nimero de estampas necesarias para una barra
de cualquier longitud. Explica tu regla.

w N

o u

Un ejemplo de guias pedagodgicas que se introducen en las hojas de trabajo
en esta segunda fase se basa en el planteamiento de preguntas como las
siguientes: Al juntar cubos para formar barras, ¢cuentas las estampas donde se
unen los cubos? Cuando formas barras de una longitud de dos o mas cubos,
¢cuantas estampas colocara la maquina sobre los cubos de los extremos, es decir
sobre el primero y el Ultimo? Estas preguntas se fundamentan en la observacion
de los procedimientos que encontraron los estudiantes en la primera fase para el
problema de las Estampas en el Cubo. Fue determinante que los estudiantes
observaran que en las caras donde se unen los cubos cuando se acoplan para
formar una barra de mas de dos de éstos, la maquina ya no coloca dos estampas
a cada cubo acoplado excepto los cubos de los extremos de la barra ya que a
éstos solo les deja de colocar una estampa.

Recuérdese que la especificacion de los cambios realizados en todos los

problemas va a ser presentada en la seccion 2.4.2 de este capitulo.
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El problema del Disefio de la Viga

Las vigas son disefiadas como un soporte para puentes. Las vigas son construidas usando barras.
La longitud de la viga es determinada por el nimero de barras necesarias para construir la base de
la viga. Abajo esta una viga de longitud 4, esta necesitaria 15 barras éestds de acuerdo? éPor qué?

Base de laVigade 4 b
ase de la Viga de 4 barras oO

Apdyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 9 que aparecen abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el manipulador
virtual. Enseguida se te dan las instrucciones (de la (a) a la (f)) que te permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccidn electrénica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecerd en la pantalla la imagen de la izquierda.

et 6 i cmpemanten ©
ok 3 € S complemton
e ———— 8- T PP p——

/2 Biblioteca Nac