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INTRODUCCION

El trabajo docente demanda al profesor una gran variedad de conocimientos,
actitudes, habilidades, valores y creatividad que le permitan “decidir en la incertidumbre
y actuar en la urgencia” (Perrenoud, 2004). Adquirir lo necesario para una practica
docente exitosa —entendida como el logro académico esperado de los estudiantes-
depende en gran medida de la experiencia, de la vocacion y de los conocimientos
disciplinarios, pedagdgicos, didacticos y de aprendizaje que posea el profesor, segun lo
plantean diversos autores (Llinares, 1990; Perrenoud, 2004). Y aunque no existe un
consenso sobre qué conocimiento es el mas importante, si lo existe sobre el
conocimiento inicial, indispensable o minimo: que el docente sepa de la materia que va
a ensefar.

En el presente reporte de investigacion, resultado de la inquietud por indagar el
conocimiento del profesor de educacion primaria sobre las matematicas que ensefia, y
asumiendo éste conocimiento como el minimo que debe poseer el docente para
desarrollar su clase, doy cuenta del conocimiento del contenido por parte del profesor a
través de los procedimientos y estrategias utilizadas para resolver problemas de razon y
proporcion contenidos en lecciones de los libros de texto de mateméticas (1993).

En el capitulo primero planteo y justifico el objeto de estudio de la investigacion.
En este apartado describo las razones personales, basadas en mi experiencia y en el
estudio del tema, que me hicieron optar por indagar el conocimiento del profesor sobre
las matematicas que ensefia, especificamente sobre razon y proporcion. Asimismo
argumento las razones de importancia del estudio para el estado del conocimiento
actual y para la mejora de la formacion profesional de los docentes.

En el capitulo segundo, constituido por la fundamentacion tedrica y conceptual
abordo cinco elementos de importancia para el trabajo: en primer lugar, el conocimiento
profesional del profesor, donde discuto qué debe saber el profesor de mateméticas; en
segundo lugar; en segundo lugar, analizo el papel del libro de texto en el aula porque es
el material de donde se extrajeron los problemas resueltos por los profesores y porque
dichos problemas son los que los profesores ensefian debido a que este recurso es el
material en torno al cual gira la clase; en tercer lugar, reviso los conceptos de

estrategia y técnica como procedimientos que utilizaron los profesores; en cuarto lugar,



discuto la resolucion de problemas como marco para comprender qué es un problema 'y
qué se requiere para resolver un problema; por dltimo analizo el tema de razén,
proporcion y razonamiento proporcional con el fin comprender sus propiedades
matematicas, asi como identificar los procesos cognitivos vistas a través de las
estrategias, técnicas y errores al momento de resolver problemas de razon y
proporcion.

En el tercer capitulo, referente a la metodologia, describo el enfoque de la
investigacion, las caracteristicas de la poblacion y describo los instrumentos utilizados.
También en este apartado doy cuenta del proceso que se siguio en la investigacion: la
construccion de instrumentos, la seleccion y contacto de profesores que participaron, el
trabajo de campo y analisis de resultados.

El cuarto capitulo, destinado a la presentacion de los resultados de la
investigacion, esta organizado en funcién de cuatro de los problemas resueltos y de las
estrategias, técnicas y soluciones dadas por los profesores. De esta manera cada
subapartado del capitulo comienza con la presentacion del problema y sus
caracteristicas; posteriormente se muestran la cuantificacion de los resultados en base
a las estrategias y soluciones y; por ultimo y lo mas importante del trabajo, el analisis
cualitativo, de casos representativos del total de participantes, sobre las estrategias,
procedimientos y soluciones escritas, descritas y explicadas por los docentes.

En el dltimo capitulo hago una sintesis de los resultados de la investigacion en
funcién del tipo de problema y su relacién con las resoluciones de los profesores, que
reafirma y enriquece la investigacion que sobre el razonamiento proporcional existe. Por
otra parte, con base en los datos obtenidos, analizo la competencia matematica de los
profesores, que como lo planteo es lo minimo que los profesores deben saber. Otra
parte del capitulo esta relacionado con algunas rutas de proximas investigaciones y con

sugerencias para la formacion inicial y continua de los profesores.



CAPITULO PRIMERO. EL PROBLEMA OBJETO DE ESTUDIO Y S U
JUSFITICACION



Mi experiencia profesional

El trabajo como profesor de educacion primaria en diversas comunidades del
estado de Oaxaca dio origen a mi objeto de estudio. El salon de clases, los talleres de
actualizacion y los concursos de conocimientos de alumnos fueron los espacios donde
diversos indicios hicieron germinar mis inquietudes por saber sobre el conocimiento
matematico del profesor, debido a que, segun mi parecer, era una de las causas que
generaban el bajo nivel en la competencia mateméatica del alumno.

Los problemas enfrentados con la ensefianza de las matematicas los pude
observar en nifios y nifias de quinto y sexto grado principalmente. Las escalas, la
conversion de unas unidades a otras, el porcentaje, volumen y &reas eran temas
dificiles para los estudiantes. Al resolver problemas relacionados con éstos temas los
alumnos presentaban dificultades asociadas a la comprension del problema, al manejo
de conceptos y técnicas, que muchas veces uno espera ya las hayan aprendido en el
grado anterior. El echarnos la culpa unos a otros sobre el rendimiento de nuestros
alumnos y para justificar los logros al final del ciclo escolar es algo comdn entre los
profesores. El de primer grado se la hecha al de preescolar, el de segundo al de
primero, el de sexto al de quinto, y asi sigue la cadena, pero lo cierto es que ademas de
las causas externas que afectan el aprendizaje del alumno, hay causas relacionadas
con la enseflanza y por lo tanto, con el profesor. Las experiencias y la reflexion hecha
me hicieron pensar que el bajo rendimiento de los alumnos no era cuestion de una mala
ensefianza por algun profesor en el transcurso de su vida escolar, sino posiblemente de
todos o de varios debido a carencias de conocimiento.

En los concursos anuales de conocimientos de sexto grado los promedios en
matematicas eran muy bajos, la puntuacion de la mayoria de los participantes apenas si
alcanzaba el 50 por ciento o lo superaba minimamente, a excepcion de los alumnos
ganadores que obtenias un 70 u 80 por ciento de aciertos. Cuando se daban los
resultados del concurso para premiar a la escuela con el mejor promedio, resultaba que
el promedio de las ganadoras estaba entre el 50 y 60 por ciento, los cuales no eran
resultados muy alentadores, sin embargo, poco nos preocupaba y ocupaba. Los magros

resultados de los estudiantes en general me hicieron pensar en un trabajo docente



deficiente, algo pasaba con nosotros los profesores y nuestro trabajo que se veia
reflejado en el aprendizaje de los alumnos.

El espacio que me permitid tener mas evidencias de lo que ocurria con los
profesores fue en los Talleres Generales de Actualizacion (TGA) sobre matematicas.
Aqui observé a varios comparferos que se les dificultaba comprender algunos
contenidos de los libros de texto de quinto y sexto grado de matematicas, pues no
podian resolver algunos de los problemas planteados en este material del alumno, por
ejemplo, la leccion “del maiz a las tortillas” y “los engranes”, clasicos problemas de
razon y proporcion, considerados muy dificiles por los docentes. Ademas, de las
conversaciones suscitadas en el taller se oian comentarios sobre la dificultad para tratar
los temas “dificiles” con sus alumnos o bien dejarlos a un lado: “yo me los brinco” “yo
los dejo para lo Ultimo”, aunque ese ultimo en ocasiones no llegaba. Este tipo de
comentarios me dieron mayor certeza sobre la existencia de una problematica de los
profesores relacionada con el conocimiento de los contenidos de ensefianza de
matematicas y especialmente de razon y proporcion.

Estas experiencias configuraron mi objeto de estudio relacionado con el
conocimiento del profesor de educacion primaria sobre el contenido de ensefianza,
porque a mi parecer la ausencia de este conocimiento es una de las causas
generadoras del bajo resultado de los estudiantes.

Por otro lado, en el ambito nacional e internacional, los resultados de
evaluaciones (PISA, INEE) en nuestro pais me permitieron ver que los resultados bajos
en matematicas no eran un asunto de mi escuela o zona escolar, sino un problema
nacional® o tal vez mayor donde posiblemente también el conocimiento del profesor
sobre el contenido de ensefianza fuera una de las causas.

De esta manera llegué a la conclusion de investigar lo que saben los profesores
sobre el contenido de ensefianza de matematicas, en especial los contenidos de razon
y proporcién porque fueron en los que observé mayores dificultades, ademas de darme

cuenta en la revision bibliografica de la importancia del razonamiento proporcional (Hart,

1 Los resultados PISA 2012, México se ubica en el lugar 53 de los 65 paises que participaron. El 55% de
ellos no alcanza el nivel de competencias basicas segtin la prueba PISA 2012 en matematicas, lengua y
ciencias. Los resultados de la prueba ENLACE también reporta un nivel insuficiente y elemental en
matematicas en la mayor parte de los alumnos del pais.



1988) por su relacion con otros temas, por ser un el punto cumbre de la aritmética y por

ser base de proximos aprendizajes como el algebra.

Propésitos y preguntas de investigacion

A partir de las experiencias vividas y los referentes consultados planteé los

siguientes propositos y pregunta de investigacion:

Propositos de la investigacion

Indagar el conocimiento del contenido por parte del profesor de educacion
primaria, a partir de la resolucion de problemas de razén y proporcién, con el fin de

identificar rutas para la formacion del profesor de mateméticas.

Indagar el razonamiento proporcional de los profesores, a partir del analisis de
los procedimientos utilizados, con el fin de aportar o ratificar hallazgos de la
investigacion sobre el tema.

Abundar en la escasa investigacion que da cuenta del conocimiento del

contenido (especializado) del profesor de matematicas de educacién primaria.

Pregunta de investigacion

¢, Qué conocimiento del contenido de razén y proporcién tienen los profesores de
educacion primaria?

¢, Qué procedimientos heuristicos (estrategias) y algoritmicos (técnicas) utilizan
los profesores para resolver problemas de razon y proporcion planteados en los libros

de texto de quinto grado?



Antecedentes de investigaciones sobre el tema

La investigacion aqui reportada me parece relevante y novedosa porque, aunque
aborda un tema muy estudiado, razén y proporcion, su propésito ha sido el comprender
el razonamiento proporcional en nifios, jovenes y adultos; sin embargo, el propdsito de
esta investigacion es acercarse al conocimiento del profesor sobre los contenidos de
ensefianza. También puedo decir que es novedosa porque la investigacion con
profesores ha estado enfocada a sus creencias, concepciones 0 representaciones y
algunas veces su relacion con la practica, pero al parecer, no hay investigaciones que
indaguen el conocimiento del profesor sobre el contenido que ensefia -razéon y
proporcion- a traves de la resolucion de problemas planteados en los libros de texto del
alumno, es decir, los problemas con los que el profesor ensefia y el alumno aprende.
Por dltimo, me parece relevante la investigacion porque, aunque se coincide que el
profesor para ensefiar matematicas debe saberlas, poca investigacion ha indagado ese
saber matematico del profesor.

Aqui presento un panorama de la investigacion con el fin de dar cuenta de lo que

existe y como razones mas de la relevancia del trabajo.

La investigacion sobre el razonamiento proporcional

Algunos de los primeros trabajos sobre razonamiento proporcional sefialados por
Karplus, Stage y Pulos (1981) fueron los de Lovell (1961) y Lovell y Butterworth (1966),
Lunzer y pumfrey (1966). Posteriormente Piaget e Inhelder (1978) también dedican
parte de su trabajo a la comprension del razonamiento proporcional cualitativo y
cuantitativo.

Otros trabajos de importancia para comprender el razonamiento proporcional
sefalados por Hart (1988) son el de Karplus (1972) donde clasifico el tipo de respuestas
a un problema de razon y proporcion (Mr. Short y Mr. Tall). El trabajo de Bryant (1974),
el de Van Den Brink y Streeefland (1978) centrados en los métodos cualitativos de los
nifios.

El trabajo de Noelting (1978), el de Karplus, Pulos y Stage (1981) también son un

referente importante en la investigacion sobre el tema, estos investigadores analizan el
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razonamiento proporcional a partir de problemas en un contexto de mezclas de agua de
sabor. Por otra parte, la investigacion de Lesh (1988) y el de Hart (1988) y Lamon
(1996) dan cuenta de las estrategias y errores al resolver problemas de razon y
proporcion.

En México los trabajos sobre el razonamiento proporcional son varios, segun el
estado del conocimiento del COMIE (1992-2002), en esta recopilacion a cargo de Avila,
A., Block, D. y Carvajal, A. (2003), se nombran el trabajo de Jiménez (1996a y b)
centrado en el analisis de procedimientos intuitivos de nifios de 6 y 8 afios a partir de la
resolucion de problemas de proporcionalidad. Mufioz (1996) y Gomez (1996), hacen un
analisis evolutivo de los estudiantes al enfrentar tareas de proporcionalidad,
concluyendo que a mayor escolaridad es mejor su desempefio. La investigacion de
Hoyos (1994) hace un andlisis de los recursos (tablas y gréficas) de se valen los
estudiantes que finalizan la educacion primaria en la resolucion de problemas de razén
y proporcion.

El trabajo de Block (2000), analiza procedimientos y estrategias sobre diversas
actividades de razén y proporcion puestas a alumnos de educacion primaria de cuarto a
sexto grados.

Algunos trabajos sobre el razonamiento proporcional han sido con adultos. Uno
de ellos es el de Lawton (1993), quien analiza la influencia del contexto en el
razonamiento proporcional de estudiantes universitarios; un estudio mas es de Alatorre
y Figueras (2004) quienes analizan el razonamiento proporcional en adultos de escasa

escolarizacion a partir de tareas de comparacion de tazas y razones.

La investigacion sobre el conocimiento profesional del profesor de matematicas

En el estado del conocimiento 1992-2002, Avila, et al. (2003), mencionan, dentro
de la investigacién con profesores, el trabajo de Avalos y Fuenlabrada (1999), Saiz
(2001) y Saiz y Figueras (2000) sobre concepciones, creencias y conocimientos de
geometria; el de De Ledn y Fuenlabrada (1997) y el de Aguilera (2001) sobre las
concepciones sobre fracciones y; el de Moreno (1997 y 1998) sobre las concepciones
de Medicion.
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Dos fueron los trabajos identificados que mas se aproxima al tema de estudio de
esta tesis: el de Lépez Rueda y Figueras (1999, en Avila, et. al. 2003) consistente en
observar el razonamiento proporcional que favorece la comprensiéon de los procesos de
resolucion de problemas con estudiantes de normal superior y; el estudio de Lo (2004)
con profesores en formacion para evaluar las estrategias y razonamiento matematico
puestos en juego al resolver tareas de razon y proporcion.

Como es posible observar en esta breve revision, la presente investigacion
aporta elementos para acercarse al conocimiento profesional del profesor de
matematicas desde una perspectiva diferente al de las concepciones y creencias sobre
algun contenido curricular, sino desde sus conocimientos para resolver los problemas
que se plantean en el aula de clases para abordar los contenidos —en este caso de
razén y proporcion-, con lo que se indaga ese conocimiento indispensable para
ensefar, el de la materia que se ensefia. Ademas aporta elementos a la investigacion
existente sobre razonamiento proporcional en adultos y sobre las estrategias ya
planteadas por los investigadores sobre el tema.

Para concluir, en la revision del estado del conocimiento relacionado con el tema
de razén y proporcion, se identifica que el tema de este trabajo, orientado a la
indagacion del conocimiento que movilizan y las estrategias que emplean los profesores
para resolver las tareas que tendrian que ensefar a sus alumnos, no ha sido abordado.
Por ello considero que este estudio, resulta novedoso y original. Otro aspecto
importante de este trabajo es que a partir de los resultados que se presentan, se
identifican algunos problemas en la ensefianza del contenido de razon y proporcion,
que limitan la practica del maestro. Considero que estos hallazgos requieren ser

considerados en el disefio de propuestas para la mejora de la formacion docente.

De la importancia de las mateméticas para el indivi  duo y para la sociedad

La importancia de formar individuos con las herramientas necesarias para
afrontar las necesidades matematicas de cada individuo en su vida diaria, asi como
para potencialmente poder aportar a las necesidades cientificas y tecnolégicas de la

sociedad, son razones de peso del presente estudio. Sugerir elementos para la
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formacion del profesor de mateméticas en la escuela primaria representa también
mejoras en el aprendizaje de los estudiantes y por lo tanto a las necesidades
matematicas de los individuos y de la sociedad. En este sentido, sefialo lo que algunos
estudiosos escriben sobre la importancia de las matematicas.

Respecto a la importancia social de las matematicas Moreno y Waldegg (2004)
sefialan que la sociedad de la informacién y del conocimiento en la que nos
encontramos depende en gran medida del avance tecnoldgico y cientifico, a su vez
condicionado por los avances de las matematicas aplicadas. Por otra parte, Morgens
Niss (1996) sefiala que la ensefianza de las mateméaticas es necesaria porque la
sociedad demanda trabajadores cualificados para un mayor desarrollo
economico/tecnologico. Otra razén de la importancia social de las mateméticas la
plantea Romberg (en Martinez, 2006) quien dice que se necesitan ciudadanos bien
informados para el ejercicio de la ciudadania.

En el &mbito de la importancia de las mateméticas para el desarrollo individual de
los sujetos, Moreno y Waldegg (2004) sefialan sus beneficios en dos sentidos, una

como sujeto intelectual y otra como sujeto social:

Desde un punto de vista del beneficio intelectual que otorga al individuo la
posibilidad de explicar y explicarse el mundo que le rodea con bases racionales.
Desde el punto de vista de la formacion integral del individuo que favorece el
desarrollo de habilidades, habitos, destrezas y valores. Desde el punto de vista
de la utilidad practica que supone para el ciudadano poder intervenir, con
conocimiento de causa, en temas que afectan de manera directa sus relaciones

con el entorno fisico, econdmico y social (p. 21).

En este sentido, Niss (1996) sefiala que las mateméticas son importantes para el
bienestar socioecondémico y profesional; vida privada diaria; vida social y ciudadania.
Por su parte, Romberg (en Martinez, 2006) argumenta que el fin utilitario de las
matematicas esta relacionado a las necesidades mateméticas de la vida adulta,
respecto al trabajo y a la interpretacion de la informacion mediatica circulante alrededor

para la toma de decisiones. Asimismo, sefiala que la ensefianza de las matematicas
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conlleva a un mejoramiento de la capacidad de pensamiento porque desarrolla las
aptitudes para explorar, conjeturar y razonar l6gicamente.

Creo que el desarrollar individuos competentes matematicamente es una
necesidad impostergable dados los tiempos que se viven actualmente. Por todo lo
expuesto hasta el momento y considerando la crisis que se vive respecto al aprendizaje
de las mateméticas, me parece de gran relevancia la investigacion aqui reportada
porque sus resultados dan evidencia de debilidades en el conocimiento del profesor
sobre las matematicas que ensefia y abre posibilidades de mejora de la formacion

docente.
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El conocimiento profesional del profesor de matemat icas

En este apartado me propongo examinar, con base en la literatura, cuéles son
los conocimientos, habilidades, destrezas, actitudes, cualidades y competencias que
debe poseer el profesor de matematicas para ser efectivo o eficaz?, dado que,
independientes de los diversos factores que influyen, juega un papel relevante en el
aprendizaje de la materia por parte de los estudiantes. No basta el conocimiento
matematico del profesor para ensefar, se requiere mucho mas, pero creo este
conocimiento es la base sobre la cual se debe fincar la formacion del profesor, que a mi
parecer ha sido dejada a un lado en la formacion del docente de primaria en México. De
esta manera, a partir de lo hallado y discutido por investigadores sobre lo que debe
saber el profesor, esbozo la importancia del conocimiento de la materia dentro de ese
extenso cuerpo de requerimientos que debe poseer el profesor, de mateméticas en este
caso.

Como lo sefiala Mochon y Morales (2010) ha habido multiples reformas
educativas en México, pero poco se ha avanzado en el aprovechamiento de los
estudiantes. Esto tiene su explicacion, segun estos autores, en que las reformas no han
impactado en el profesor. Cambian libros de texto, materiales de apoyo, se introduce
tecnologia, pero poco se ha hecho en la formacién del docente, siendo que es un actor
de gran relevancia para el aprendizaje escolar debido a que, en muchas ocasiones, el
aprovechamiento del alumnos estd condicionado por la forma de ensefianza del
profesor como lo sefialan Llinares y Sanchez (1990) “Las caracteristicas y la forma de
desarrollar su instruccion, asi como sus intervenciones instruccionales durante el
proceso de ensefianza ayudan a delimitar los cauces por donde presumiblemente se
producira dicho aprendizaje” (p. 68). En este sentido, estos autores sefialan al profesor
como una variable que caracteriza la forma en como el “saber académico” es ensefiado
y aprendido.

Definir el conocimientos que debe poseer el profesor no ha sido tarea facil, han

sido diversas las aproximaciones. Una de ellas, descrita por Grossman, Wilson y

? Llinares y Sanchez (1990) hablan del maestro eficaz, entendida la eficacia como la correspondencia entre
los aprendizajes logrados por los estudiantes y los propésitos del curriculum. En este mismo sentido
Liakopoulou (2011) habla de maestros efectivos.
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Shulman (1989) estuvo bajo la creencia de que bastaba el conocimiento de la materia
para ensefiar, es decir, si el profesor sabia de su materia sus alumnos lograrian
aprenderla. De esta manera se evaluaba al profesor en funcién de las clases tomadas
sobre su materia o bien a partir de la puntuacion obtenida en un test, posteriormente se
evaluaba el aprendizaje de los estudiantes, pero los resultados de estas investigacion
hallaron poco o ninguna relacion entre el conocimiento de la materia por parte del
profesor y el aprendiza de los alumnos. Este enfoque fue apodado como presagio-
producto (Dunkin y Biddle, 1974, en Grossman, et. al. 1989).

Llinares y Sanchez (1990) mencionan otra aproximacion al conocimiento del
profesor fue la llama proceso-producto por Pérez Gémez, A (1983) y Goody Brophy
(1986), la cual pretendia hallar la relacion entre ciertas cualidades del trabajo docente y
el aprendizaje de los estudiantes, adjudicando los resultados positivos 0 negativos a los
métodos instruccionales, lo cual orientaba la formacion docente hacia el aprendizaje de
dichos métodos para repetirlos y de esta manera fueran eficaces. Este enfoque fue
cuestionado por la inconsistencia de la relacion hallada, ya que no se explicaba cuéles
eran las bases de las decisiones de los profesores al momento de elegir algin método
instruccional y por otro lado se cuestionoé la forma en que era valorado el aprendizaje de
los alumnos, principalmente con pruebas “objetivas” o test.

Otra linea de investigacion, citada por Llinares y Sanchez (1990) y Grossman,
et. al. (1989). es la que caracteriz6 el conocimiento profesional del profesor a través de
la comparacion entre expertos y novicios. La observacién de clases y la entrevista a
profesores fueron la forma en que se procedié para “comprender el razonamiento
practico que fundamenta las decisiones y acciones de los profesores expertos” (Llinares
y Sanchez, 1990, p. 74) con el fin de hallar la ruta que deberian seguir los profesores
néveles para llegar a ser expertos. A quién llamar experto fue una de las dificultades de
este tipo de investigacion, asi que se recurria a la opinion de los comparneros docentes
y a los resultados obtenidos durante varios afios por sus alumnos en pruebas estandar.
El trabajo de Leinhardt y Greeno (1986, en Grossman, et. al., 1989) y Leinhardt y Smith
(1985, en Grossman, et. al. 1989) es representativo de esta linea de investigacion
experto-novel, quienes trabajaron con profesores de mateméaticas hallando que el

conocimiento de la materia implicaba mas que el mero conocimiento disciplinar, como
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se pensaba en los enfoques anteriores, mas bien se trataba de un conocimiento
multidimensional que comprendia la “comprension conceptual del profesor y la habilidad
para el calculo y una comprension didactica de la materia por parte del profesor,
incluyendo el conocimiento curricular y el conocimiento de las dificultades del

estudiante” (Grossman, et. al. 1989, p. 8).

Componentes del conocimiento del profesor

De este ultimo enfoque de investigaciones destaca el trabajo lo planteado por
Leinhardt y Greeno (1986, en Llinares y Sanchez, 1990), quienes sefialan que la
ensefianza efectiva descansa en dos sistemas fundamentales de conocimiento: el
conocimiento de la estructura de la leccion y el conocimiento de la materia que ensefia.

El primero conformado por esquemas de accion y esquemas de informacion,
producto de la experiencia, que le permiten al profesor tener organizadas sus acciones
en el aula para que haya fluidez y coherencia, ademas de permitir “al profesor conseguir
y tomar nota de determinadas informaciones generadas por la actividad y que podran
ser usadas en la organizacion y realizacién de las actividades siguientes, permitiendo
una flexibilidad apropiada en el transcurso de la leccién” (Llinares y Sanchez, 1990).

En relacion al conocimiento de la materia Leinhardt y Greeno (1986, en Llinares y
Sanchez, 1990) consideran importante que el profesor tenga el conocimiento
declarativo del significado de los conceptos de la materia, los hechos basicos
especificos de un dominio particular y conocimiento de procedimiento (algoritmos y
heuristicas), porque de estos tres aspectos depende las explicaciones proporcionadas a
los estudiantes y en consecuencia condiciona la estructura de la ensefianza de la
leccion.

Wilson, Shulman y Richert (1987, en Llinares y Sanchez, 1990) hacen mencién
de tres grandes categorias que conforman el conocimiento del profesor: El
conocimiento de la materia, correspondiente al conocimiento declarativo y de
procedimiento de las matematicas; el conocimiento del contenido pedagdgico
conformado a su vez por el conocimiento de la materia para ensefiar (caracteristicas de

aprendizaje, métodos instruccionales especificos y creencias epistemolégicas del
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profesor de la materia que ensefia), el conocimiento pedagodgico general y desde una
perspectiva general el conocimiento de metas y objetivos de la educacion, por ultimo; el

conocimiento del curriculum relacionado los materiales curriculares.

El conocimiento de la materia

Me parece necesario profundizar en la primera gran categoria correspondiente al
conocimiento de la materia, donde se sefala la importancia que tiene el conocimiento
disciplinar en el trabajo del docente, foco de interés de la investigacion que presento.
Para tal propésito recupero el trabajo de Grossman, Wilson y Shulman (1989), quienes
hacen mencién de cuatro dimensiones del conocimiento de la materia: el conocimiento
del contenido, el conocimiento sustantivo, el conocimiento sintactico y las creencias
acerca de la materia.

Para estos investigadores el conocimiento del contenido es diferente al
conocimiento de la materia, a menudo manejados como sinénimos, se refieren al
conocimiento disciplinar: “Nosotros usamos el término conocimiento del contenido para
referirnos a la "materia” de una disciplina: informacion objetiva, organizacion de
principios, conceptos centrales” (Grossman, et al., 1989, p. 11). Estos investigadores
indagaron como era la ensefianza de profesores novicios en funcion de la presencia o
ausencia del conocimiento del contenido. Los resultados hallados dan cuenta que la
ausencia del conocimiento del contenido ocasiona que el profesor evite el tema, evite
los cuestionamientos, sea incapaz de responder a preguntas de los estudiantes o bien
dejar que el libro de texto sea la guia de su proceso de instruccion. Por el contrario,
quien conoce el contenido, permite la discusion, enfatiza los porqués de los temas.
Como ejemplo los investigadores presentan el caso un profesor especialista en
matematicas que enfatizaba los porqués del tema abordado, permitia que los
estudiantes generaran sus propios algoritmos y los discutian, mientras que una
profesora que no era especialista basaba su ensefianza en el entrenamiento de
algoritmos presentados en el libro de texto y no permitia que se generaran algoritmos

propios.
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Para concluir, Grossman, et al. (1989) sefialan que “el conocimiento, o la falta de
conocimiento, del contenido puede afectar a como los profesores critican los libros de
texto, a cdmo seleccionan el material para ensefar, a coOmo estructuran sus cursos y a
como conducen la instruccion” (p.12), por lo cual es indispensable que los profesores
novicios reconozcan que el conocimiento del contenido de la materia es de primera
importancia en la enseflanza y en consecuencia deben aprender los conceptos
centrales y principios organizativos de la disciplina a ensefiar.

La segunda dimension referida al conocimiento sustantivo corresponde a los
paradigmas que dan sentido a la investigacion en el campo o bien a la interpretacion de
datos. El tener una vision de una disciplina también tiene su impacto en la ensefianza,
por ejemplo, el caso de la historia, donde se puede mostrar una historia de bronce o
bien una vision historiografica o critica.

La tercera dimension es el conocimiento sintactico, referido al conocimiento de la
forma en que se genera el conocimiento en la disciplina, pues de esta manera se
tendria que ensefiar. En relacién a esto Grossman, et al. (1989) ejemplifican que si un
profesor desconoce que el desarrollo de conocimiento en matematicas es a partir de
problemas, pudiera pensar que solo se trata de memorizar y practicar algoritmos.

La cuarta dimension identificada corresponde a las creencias acerca de la
materia, donde se destaca “que las creencias de los futuros profesores acerca de la
materia son tan poderosas e influyentes como sus creencias acerca de la ensefianza y
el aprendizaje. Los formadores de profesores deben, por lo tanto, proporcionar
oportunidades para que los futuros profesores identifiquen y examinen las creencias

gue tienen acerca del contenido que ensefian” (Grossman, et al, 1989, p. 20)

El conocimiento matematico para la ensefianza.

A partir de los trabajos antes sefialados Martinez (2006) desglosa cinco

elementos que dan forma al conocimiento del profesor de matematicas:
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1. Conocimiento de la matematica (conceptos, procesos...) y sobre las
matematicas (concepciones sobre la naturaleza de las matematicas
escolares).

2. Conocimiento del curriculo matematico.

3. Conocimiento sobre las cogniciones de los aprendices: caracteristicas
del aprendizaje de nociones matematicas especificas, dificultades, etc.

4. Conocimiento pedagogico especifico de las mateméticas: de
representaciones instruccionales, analisis de tareas.

5. Conocimiento sobre la ensefianza: planificacion rutina, interaccion,

organizacion de la ensefianza. (pp. 57-58)

En esta relacion general de conocimientos del profesor de matematicas cabe
destacar lo relacionado so6lo al conocimiento matematico del profesor, para ello
presento el analisis que hacen Mochon y Morales Flores (2010) sobre este asunto, ya
que este conocimiento, como ya se sefiald anteriormente sobre la importancia del
conocimiento de la materia, es de suma importancia porque permite al profesor
establecer los procesos instruccionales dentro del aula para lograr el aprendizaje de los
estudiantes. En este sentido Mochon y Morales Flores (2010) dicen que

Lo mas sustancial que un profesor tiene que hacer es dar razones y
explicaciones para que sus estudiantes comprendan una idea. Para esto,
requiere entender y analizar las ideas mateméticas de una manera mas profunda
gue le permita, por ejemplo, desglosar un procedimiento o una idea para extraer

los conceptos basicos requeridos para su comprension (p. 89).

A partir de esta necesidad que tienen los profesores de saber matematicas
Mochoén y Morales Flores (2010) sefialan que son tres los elementos que conforman el
conocimiento matemético para la ensefianza: el conocimiento matematico

especializado, conocimiento para la instruccion y conocimiento de los estudiantes.
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Conocimiento especializado. EI profesor requiere un conocimiento
matematico suplementario que le sea Util en sus multiples actividades educativas
dentro y fuera del aula. Mencionamos a continuacion aspectos relacionados con
este conocimiento especializado:

a) Conocer con profundidad los conceptos fundamentales de cada uno de los
tépicos.

b) Conocer no so6lo el como sino los porqués de lo que se va a ensefiar.

c) Desglosar ideas y procedimientos mateméaticos para hacerlos mas simples (en

niveles comprensibles para sus estudiantes).

d) Conocer las conexiones entre diferentes topicos, entre diferentes conceptos e

inclusive entre su materia y las demés del plan de estudios.

Conocimiento para la instruccion. Este conocimiento mateméatico se requiere en

el disefio y planeacion del trabajo en el aula para responder preguntas como:

¢cudl seria la secuencia mas adecuada?; ¢qué ejemplo es el mas apropiado

para ilustrar esto?; ¢qué paradigma debo utilizar? Puntos conectados a este

componente serian:

a) Relevancia de los topicos y de las ideas matematicas.

b) Disefio y secuenciacion de clases, actividades y tareas.

c) Seleccion de representaciones e ilustraciones apropiadas que exhiban

nociones matematicas.

d) Preparar y dar explicaciones.

Conocimiento de estudiantes. Este conocimiento, también relacionado con

contenido y pedagogia, esta ligado al razonamiento matematico de los nifios.

Aspectos relacionados a este componente serian:

a) Conocer la manera de pensar, las estrategias, dificultades y concepciones

erroneas de los estudiantes.

b) Inferir y deducir lo que entienden los estudiantes y sus confusiones.

c) Entender, analizar y evaluar sus métodos y soluciones. (Mochén y Morales

Flores, 2010, pp. 93-94)
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En conclusion a todo lo planteado considero, de acuerdo con Levav-Waynberg,
A. y Leikin R. (2006), que el conocimiento del profesor parte del conocimiento
matematico del tema a la dimension del tema de matematicas para ensefar. Es decir, el
profesor necesita contar en primer lugar con el conocimiento del contenido (Grossman,
et al., 1989) el cual se refiere a tener conocimiento de las conexiones mateméticas y la
habilidad para resolver problemas en multiples formas como lo sefiala Shulman (1986);
poseer el conocimiento matematico especializado, segun Mochon y Morales Flores
(2010); ser un matematico para los alumnos en el sentido que Chevallar, Bosch y
Gascon (1998) lo mencionan; o bien ser competente mateméaticamente como lo indica
el programa de estudios 2011 en México, lo que implica resolver problemas de manera
autonoma, comunicar informaciéon matematica, validar procedimientos y resultados y
manejar técnicas eficientemente. Este conocimiento del contenido es la base donde se
fundaran el conocimiento didactico, el conocimiento de los estudiantes y el

conocimiento del curriculum para que el profesor sea eficaz o efectivo.

Otros requerimientos del profesor eficaz

Poco he dicho sobre las cualidades, actitudes y habilidades del docente que
también contribuyen para una ensefianza eficaz. Sin embargo, me parece importante
sefalarlas porque, aunque muchos de estos requerimientos dependen de la
personalidad del profesor y poco se puede hacer desde la formacién, tenerlas presentes
puede orientar la conducta del docente o su reflexion sobre su practica. En relacion con
esta tematica voy a citar el trabajo de Liakopoulou (2011) para distinguir estos otros
requerimientos. La autora sefiala que la forma en que el profesor lleva a cabo su trabajo
esta determinada por sus rasgos personales y conocimientos adquiridos. Con base en
esta idea clasifica los requerimientos del profesor en dos grupos: personalidad,
actitudes y creencias y por otra parte las habilidades y conocimientos del profesor.

En relacion al primer grupo de requerimientos esta autora, con base en los
estudios de Malikow (2005) y Harslett et al. (2000), distingue los rasgos personales
relacionados con el rol de profesor como la flexibilidad, sentido de humor, imparcialidad,
paciencia, entusiasmo, creatividad, cuidado e interés por los estudiantes que

contribuyen a la efectividad del profesor.
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Sobre las actitudes la autora afirma que afectan al profesor en el nivel de
compromiso con sus responsabilidades, la forma en que ensefian y tratan a sus
estudiantes, asi como la forma en que perciben su crecimiento profesional. Por ejemplo,
las altas expectativas del docente y su insistencia en lograr aprendizajes, asi como su
sentido de compromiso e interés por la vida de los estudiantes y sus familias
contribuyen a la ensefianza efectiva. En relacion con esto la autora cita las 16
caracteristicas profesionales del profesor identificadas por McBer (2000):

a) Profesionalismo: compromiso, confianza, confiabilidad, respeto; b)

Pensamiento: pensamiento analitico y conceptual; c) Expectativas: disposicion

de lograr altos objetivos, disposicion para la comprension permanente de la

realidad (e.g. los estudiantes, el orden), y el emprendimiento de iniciativas; d)

Liderazgo: flexibilidad, responsabilidad, pasién por aprender; €) Relaciones con

los otros: interaccion que genere el involucramiento en el proceso educativo,

habilidad para el trabajo en grupo, comprension. (En Liakopoulou, 2011, p. 67)

En lo correspondiente al segundo grupo de requerimientos del profesor,
habilidades y conocimiento, Liakopoulou hace mencién que el profesor efectivo se pone
objetivos posibles, incentiva a los estudiantes para aprender, usa diversos métodos de
enseflanza, crea material didactico, presenta la informacion de forma clara, combina
imagenes y texto, usa diversos medios de ensefianza, maximiza el tiempo, asigna
tareas, utiliza formas participativas de ensefianza, monitorea y evalla el progreso de los
estudiantes, propone criterios de evaluacion y los comparte con los estudiantes,
retroalimenta el trabajo, se mantiene alerta de lo que sucede, de manera rapida trata los
problemas y trabaja cooperativamente con sus colegas,

Por dltimo, esta autora esta autora hace una caracterizacion del conocimiento
que hace a un profesor experto, en la cual no abundaré mas que para enunciar los
elementos que lo conforman y dentro de los cuales sefiala como importante el
conocimiento de la materia. Este conocimiento lo subdivide en siete tipos de
conocimiento: el conocimiento de la materia en el sentido planteado en este documento;
el conocimiento del aprendiz; el conocimiento de metodologia; conocimiento del
curriculum; el conocimiento pedagogico general; el conocimiento del contexto vy;

conocimiento de su profesion (Knowledge of “self”).
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Para terminar este apartado correspondiente al conocimiento profesional del
profesor cito el trabajo de Perrenoud (2004), quien con base en un enfoque por
competencias argumenta lo que deberia saber el profesor para responder a las
necesidades de la escuela y sociedad actuales. En este sentido sefiala diez familias de
competencias que el profesor debe desarrollar y me quedo en su mencion: Organizar y
animar situaciones de aprendizaje; Gestionar la progresion de los aprendizajes;
Elaborar y hacer evolucionar dispositivos de diferenciacion; Implicar a los alumnos en
sus aprendizajes y su trabajo; trabajar en equipo; participar en la gestion de la escuela;
informar e implicar a los padres; utilizar las nuevas tecnologias; afrontar los deberes y
los dilemas éticos de la profesion y; organizar la propia formacion continua. De estas
competencias enunciadas las primeras cuatro estan relacionadas con el desempefio del
profesor en la clase y con el conocimiento de la materia. Por ejemplo, para que el
maestro plantee situaciones de aprendizaje y gestione la progresion de los aprendizajes
necesariamente debe conocer sobre la materia y los procesos de adquisicion por los
estudiantes.

Como se puede apreciar son muchas las exigencias al profesor, no basta con el
conocimiento de la materia y tampoco con los demas conocimientos aqui descritos,
también requiere cualidades personales, habilidades, actitudes y competencias. Parece
una tarea imposible que el profesor posea todos estos requerimientos, sin embargo,
creo que habria que iniciar con lo primero, el conocimiento de la materia, del contenido,
como lo sefiala Perrenoud (2004) “conocer los contenidos que se ensefian es [o minimo
cuando se pretende instruir a alguien” (p. 19), pues bien, comencemos con el minimo
que en realidad puede ser un factor clave en la mejora de la ensefanza de las
matematicas. Me parece trascendental en la formacion de profesores de educacidn
primaria en México que se garantice el conocimiento de las matematicas que se
ensefian en la escuela. Se pondera la formacion pedagdgica general, la didactica de las
matematicas, los procesos para adquirir algunas nociones, pero si no se tiene el
conocimiento de la materia puede que todo esto vaya a un saco roto. Como ya lo
sefialé, es una necesario que los profesores sean matematicos, competentes
matematicamente, conocedores de la materia porque puede ser el factor determinante

para una ensefianza eficaz.



25

El libro de texto

Me parece de suma importancia para la presente investigacion tratar el asunto
del libro de texto —de matemaéticas-, de donde se obtuvieron los problemas resueltos por
los profesores, por dos razones: la primera es porque, con base en mi experiencia e
investigaciones sobre el tema, puedo afirmar que se trata de un material sobre el cual el
profesor estructura la clase —de matematicas- y, por otro lado, porque su caracter
nacional y obligatorio garantiza la uniformidad de contenidos, enfoques y actividades
para la ensefianza en todas las escuelas mexicanas.

El libro de texto para Kilpatrick (1992) es el material donde se observa la
transposicion didactica, es decir, donde el conocimiento disciplinar ha sido adaptado en
situaciones para aprender por parte de los alumnos y para enseiar por parte del
profesor. Para Rockwell (1995, en Carvajal, 2001) son los materiales en los que se
objetivan las reformas educativas. Vargas (2001) lo describe como “uno de los soportes
mas fieles del curriculo escolar ejercido y una guia privilegiada para su ejecucion” (p.
249). Desde estas visiones el libro de texto es el recurso donde se concretizan las
propuestas curriculares (contenidos, propésitos y enfoques didacticos)® y la guia del
docente para ensefiar y del alumno para aprender.

Sobre su uso, con base en mi experiencia profesional, puedo sefialar que es el
libro de texto es el principal material didactico para desarrollar la clase de matematicas.
Por lo general los profesores abordan los contenidos siguiendo la numeraciéon de las
lecciones que lo integran, aunque hay quienes las clasifican por temas y de esta forma
las abordan. Solicitar que los estudiantes resuelvan los problemas de las lecciones,
compartir las soluciones, explicar el como resolver estos problemas y pedir la resolucion
de otros problemas similares —apoyados en guias compradas, material descargado de
internet o bien problemas creados por el mismo profesor- son acciones cotidianas en el
aula.

En este sentido, Saucedo, A., y Hermosillo, A. (2004) dicen que el libro de texto

estructura la clase y es la base de como se desarrolla la misma. Por su parte Carvajal

3 Aunque también se dice que el libro de texto es un medio ideolégico (Vargas 2001; Greaves, 2001) por el
cual se trata de crear una identidad nacional, ademas de promover visiones parciales del mundo.
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(2001), sefiala que los docentes los consideran basico en la ensefianza: “docentes
consideran que los libros se utilizan como el material didactico basico para dirigir y
articular su ensefianza” (p. 223). Ademas de que la clase es estructurada a partir de
libro de texto, Loépez y Guerra (2011) agregan que los libros

Se han convertido en las principales fuentes de informacion para docentes y

alumnos y en estructuradores de su clase (Quiroz, 2001; Garcia Herrera, 2001).

Incluso, algunos autores han sugerido que los libros de texto constituyen el

curriculum de facto (Altbach y Kelly, 1988); o real; es decir la interpretacion del

curriculum oficial mas cercana a la practica docente (p. 442).

Las funciones de informacion y de estructuracién de la clase que juega el libro de
texto son innegables, aunado a el que el profesor lo considere y lo haya adoptado como
el principal recurso para su trabajo, lo hacen un material que no puede pasar
desapercibido cuando de investigar y comprender el quehacer docente se trata.

Es importante tener presente que la forma en la cual es utilizado el libro de texto
es diversa. Si bien es el principal recurso en la clase, el como es utilizado por los
profesores varia en funciébn de la asignatura, del contenido, la metodologia de
ensefianza, de su conocimiento. De ahi que adquiera diversidad de formas de utilizar
este material didactico. Rezat (2006) plantea varios modelos del rol que juega el libro de
texto en el sistema didactico maestro-saber-alumno: un sistema triangular alumno-libro-
conocimiento matematico, donde el libro es el intermediario entre el conocimiento
matematico y el alumno; otro modelo triangular es estudiante-maestro-libro, donde el
profesor es el mediador entre el libro y el alumno; un sistema cuadrangular alumno-
maestro-libro-conocimiento matematico, donde el profesor y libro median entre el
alumno y el conocimiento matematico; por ultimo, un sistema del tetraedro en el cual se
dan mudltiples relaciones, estudiante-maestro-libro, estudiante-libro-conocimiento
matematico, maestro-libro-conocimiento matematico y estudiante-maestro-conocimiento
matematico. En este sentido, es diverso el papel que puede jugar el libro de texto, por
un lado, puede ser el material a utilizar al final trabajar cierto contenido o bien ser el
inicio para ver cierto contenido, por otro lado ser el material de donde parte la

planeacion del profesor o bien sélo para enriquecerla.
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Sin duda alguna, el libro de texto, en mayor o menor medida, siempre tiene un
lugar en la clase y hay una razén muy evidente, el caracter obligatorio y nacional de
este material en México. Esto se refleja en que todo el éxito de las propuestas
educativas (del nivel primaria) giran en torno al avance y logro de lo estipulado en el
libro de texto, desde los exdmenes bimestrales, hasta las evaluaciones nacionales
pasando por los concursos de conocimientos, toman como referente el libro de texto, de
tal forma que el profesor se ve obligado a utilizarlo. Sin embargo, cuando uno se
pregunta por la manera en la cual es utilizado y si son eficaces esos usos, hay una
razon de peso: el conocimiento profesional del profesor porque, como lo sefialé en el
apartado anterior, el conocimiento de la materia puede determinar el rumbo de la clase

y en consecuencia el uso del libro de texto.

En conclusion, el que en la presente investigacion haya tomado los problemas
matematicos de razén y proporcion del libro de texto para ser resueltos por los
profesores, me permite, en primer lugar, acercarme el conocimiento de la materia en lo
que al contenido (razon y proporcion en este caso) refiere Grossman, et al. (1989) o en
lo referente al conocimiento especializado en matematicas (de razén y proporcion)
sefialado por Mochon y Morales Flores (2010). En segundo lugar, me permite dar
cuenta del conocimiento del profesor acerca de las tareas de razén y proporcion que
plantea el libro de texto de matematicas, el cual puede ser un factor determinante en el
desarrollo, estructura y eficacia de la clase, porque puedo afirmar, en funcion de la
literatura revisada, que dichas actividades son las que el profesor utiliza para ensefiar y
el alumno para aprender el contenido, de razén y proporcién en este caso. En tercer
lugar, el caracter obligatorio y nacional de los libros de texto, me permite tener la
garantia que los problemas resueltos por los profesores, de la zona escolar 045 de la
localidad de Santiago Juxtlahuaca, Oaxaca, son los que enfrentan todos los alumnos y
maestros del pais, y por consiguiente los resultados de la investigacion pueden dar idea

de lo que sucede en otras partes.
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Resolucion de problemas

El enfoque de resolucion de problemas para la ensefianza de las matematicas en
el nivel basico ha sido adoptado en México desde la década de los noventa. Sin
embargo, pareciera que no ha sido comprendido del todo por los profesores puesto que
muchas de las practicas aun se centran la ejercitacion y memorizacion.

Los actuales materiales curriculares, especificamente el libro de texto, plantean
problemas destinados a promover el aprendizaje de las matematicas en los alumnos.
Estos problemas fueron precisamente los que se plantearon a los profesores
participantes en este estudio por lo que me parece pertinente revisar el tema como
marco de referencia del qué es un problema y qué se requiere para resolverlo.

La resolucion de problemas, como propuesta para la enseflanza de las
matematicas, tiene su origen en el reconocimiento de que en este campo disciplinar la
generacion de conocimiento es y ha sido a través de resolver problemas. Por otra parte,
en cuanto al proceso de solucion de un problema, la investigacion se ha enfocado en
analizar los procedimientos utilizados por expertos comparado con los utilizados por
inexpertos.

La comprension de la generacion de conocimiento en el campo disciplinar y de
caracterizar el proceso de resolucion de problemas por los expertos tuvo varias
consecuencias: una fue el cuestionamiento de “la aceptacion de las mateméticas como
un conjunto de hechos, algoritmos, procedimientos, o reglas que el estudiantes tiene
que memorizar o0 ejercitar” (Santos Trigo, 1997, p. 9); otra fue considerar a las
matematicas como una disciplina falible y cambiante al igual que sucede en otras areas
del conocimiento; una tercera consecuencia fue el replanteamiento de la didactica de
esta disciplina en la escuela, ahora deberia promover su aprendizaje mediante la
participacion activa de los estudiantes inmersos en un ambiente similar al de la gente
que hace matematicas, donde el error, la construccion y la creacion colectiva envuelven
el trabajo cotidiano.

Estos replanteamientos sobre la forma de entender las mateméaticas, su
ensefianza y aprendizaje el National Council of Teachers of Mathematics (1990, en
Santos Trigo, 1997) sefiala cinco implicaciones para el trabajo en el aula:

a) Hacia la aceptacion de un salén de clases como una comunidad matemética.



b)

e)
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Hacia el uso de la logica y la evidencia matematica como un medio de
verificacion, contrapuesto a ver al maestro como la sola autoridad para dar las
respuestas correctas.

Hacia el desarrollo del razonamiento matemético; es decir, no ubicar a las
matematicas como un conjunto de férmulas o reglas para memorizar.

Hacia la resolucion de problemas y no solamente dar énfasis a la actividad de
encontrar respuestas mecénicamente.

Hacia la conexion y aplicacion de las matematicas; es decir, no concebirlas

como un cuerpo aislado de conceptos y procedimientos (p. 27).

De acuerdo con estas implicaciones el aula de clases de matematicas tendria

que convertirse en un espacio para una “comunidad matematica” donde el resolver

problemas fuera la base de la ensefianza. Pero si el profesor y los alumnos tendrian

que plantear y resolver problemas era necesario conceptualizar lo que es un problema.

Sobre este asunto Santos Trigo (1997) a partir de varios estudios (Polya 1962,

Fredericksen, 1984; Schoenfeld 1983; Kilpatrick, 1985) sefiala que un problema no es

una propiedad inherente a la tarea matematica, sino depende de su relacion con quien

la afronta, porque lo que para algunos es un problema, para otros puede no serlo. A

partir de esta consideracién Santos Trigo plantea cuatros componentes de un problema:

a)

b)

c)
d)

La existencia de un interés; es decir, una persona o un grupo de individuos
quiere o necesita encontrar una solucion.

La no existencia de una solucion inmediata.

La presencia de diversos caminos o métodos de solucion.

La atencién por parte de una persona o un grupo de individuos para llevar a

cabo un conjunto de acciones tendientes a resolver esa tarea. (p. 30)

Estas caracteristicas del problema demandan al profesor un seguimiento

constante de la clase y del avance de sus alumnos que le permita plantear problemas

para todos, tarea compleja pero necesaria si se quiere mejorar el aprendizaje de los

estudiantes. Para lograr tal propdésito resulta indispensable el conocimiento del
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contenido matematico y de los procesos cognitivos* que permitan al profesor crear ese
ambiente donde se planteen y resuelvan problemas.

La comprensién de los procesos cognitivos involucrados en la de resolucion de
problemas ha tenido su origen en lo que los expertos hacen. De esta manera
Schoenfeld (1987, en Santos Trigo, 1997) sefala que no basta con las heuristicas o
métodos generales, sino también son importantes los meétodos particulares y
especificos de la disciplina y a partir de esta consideracidon basada en diversas
investigaciones concluye en cuatro dimensiones involucradas en la resolucion de un

problema:

1. Los recursos. Es un inventario de lo que individuo sabe y de las formas en
gue adquiere ese conocimiento y estd asociado a cinco tipos de
conocimiento:

a. Conocimiento informal e intuitivo acerca del dominio (la disciplina) o del
problema a resolver.

b. Hechos y definiciones.

c. Procedimientos rutinarios

d. Conocimientos acerca del discurso del dominio

e. Errores consistentes o recursos débiles

2. Los meétodos heuristicos. Las estrategias generales que pueden ser Utiles
para avanzar en la resolucion de un problema.

3. Estrategias metacognitivas. Es el monitoreo o autoevaluacion del proceso
utilizado al resolver un problema. Estas estrategias se aplican en tres
momentos: el conocimiento del propio proceso, el control y la autoregulacion y
creencias e intuiciones.

4. Sistema de creencias. La concepcion que el individuo tenga acerca de las
matematicas (pp. 33-42).

En conclusion, resolver un problema es afrontar una situacion novedosa, una

dificultad que no tiene una solucion inmediata o predeterminada, que demanda la

4 Por su puesto que no son los tinicos conocimientos necesarios como ya lo plantee en el apartado sobre el
conocimiento del profesor, pero si son primordiales.
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aplicacion de heuristicas, métodos especificos de la disciplina y un constante monitoreo
(proceso metacognitivo). De esta manera no podria decir que todas las tareas resueltas
por los profesores en la presente investigacion fueron un problema porque esto
depende de cada individuo, sin embargo, el propdésito curricular es que cada situacion
planteada en los libros de texto sea un problema detonante del aprendizaje de los
contenidos, motivo por la cual en este documento me refiero a estas tareas como
problemas.
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Procedimientos: estrategias y técnicas

Acercarme al conocimiento del profesor sobre el contenido de razéon y
proporcion, a partir de la resolucion de los problemas que sobre el tema plantea el libro
de texto de matematicas, demando el anadlisis de los procedimientos algoritmicos
(técnicas) y heuristicos (estrategias) utilizado. En consecuencia, me parece necesario
aclarar a qué refieren estos términos en este documento. Para tal fin voy retomo el
analisis que hace Monereo, C., Castelld, M., Clariana, M., Palma, M., Pérez, M. L.
(1998).

Estos autores consideran que un procedimiento es “una forma de proceder”, son
acciones ordenadas con el fin alcanzar una meta. Sin embargo, esta definicién puede
hacer referencia a técnicas, destrezas, estrategias, habilidades y métodos. Ante esta
gama de posibilidades que pueden ser considerados procedimientos Monereo, C., et al.
(1998) desglosan el término, por un lado entre procedimientos disciplinares e
interdisciplinares y, por otro lado, entre procedimientos heuristicos y procedimientos
algoritmicos.

Respecto a los procedimientos disciplinares sefialan que son aquellos
especificos de un area (por ejemplo: sumar, reproducir una figura a escala en
matematicas). En cuanto a los procedimientos interdisciplinares mencionan que son
aquellos que no son especificos de alguna disciplina sino son aplicables a varias, por
ejemplo, las distintas modalidades de esquemas. Dado que estos autores consideran
que es una necesidad la adquisicion de estrategias de aprendizaje para que los
estudiantes aprendan a aprender, consideran de gran valor los procedimientos
multidisciplinares.

La otra distincién de procedimientos hecha por Monereo, C. et al. (1998) radica
en la distincion entre procedimientos algoritmicos y heuristicos. Los primeros son
definidos como aquellos procedimientos donde “la sucesion de acciones que hay que
realizar se halla completamente prefijada y su correcta ejecucion lleva a una solucion
segura del problema o de la tarea” (p. 20), ejemplos de este tipo de procedimientos son
obtener la raiz cuadrada, la aplicacion de la regla de tres en matematicas. En cuanto a

los segundos refieren como aquellos donde las “acciones comportan un cierto grado de
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variabilidad y su ejecucion no garantiza la consecucion de un resultado 6ptimo” (p. 20),
ejemplo de estos pueden ser salvar la reina en un juego de ajedrez o la utilizacion del
valor unitario en la solucién un problema de razén y proporcion. Bajo estas distinciones,
estos autores consideran a la técnica como un procedimiento algoritmico y a la
estrategia como un procedimiento heuristico.

De acuerdo a lo anterior una técnica “puede ser utilizadas mas o menos de forma
mecanica, sin que sea necesario para su aplicacion que exista un propoésito de
aprendizaje por parte de quien las utiliza” (Monereo, et al. 1998, p. 23). Por el contrario,
una estrategia es consciente e intencional, es “una guia de las acciones que hay que
seguir”, segun estos autores. A diferencia de la técnica aprendida a través de la préactica
y repeticion de los pasos que la conforman, la estrategia requiere un sistema de
regulacion caracterizado por la reflexion consciente sobre el problema a resolver, el
chequeo permanente de sus acciones durante la planificacion, realizaciéon y evaluacion
del proceso seguido y, un conocimiento condicional “resultado del andlisis sobre cémo,
cuando y por qué es adecuada una estrategia determinada” (Monereo, et al. 1998, p.
26). En este sentido, las técnicas pueden estar al servicio de las estrategias
dependiendo de lo que éstas requieran.

En conclusion, una estrategia es un procedimiento heuristico, elegido por el
sujeto de manera consciente e intencional con base en sus conocimientos, que guia sus
acciones ante una situacion problemética y cuyo resultado no es predecible. Por el
contrario, la técnica es un procedimiento algoritmico constituido por una serie de pasos
predeterminados, que puede estar al servicio de una estrategia, y cuyo resultado es

conocido con antelacion.
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Razon, proporcion y razonamiento proporcional.

El tema de razon y proporcion es considerado un tema dificil tanto para la
ensefianza como para el aprendizaje y mi experiencia como profesor me ha permitido
vivirlo. La resolucion de un problema de razén y proporcion depende de los
conocimientos sobre esta materia o0 tema -—caracteristicas de las razones y
proporciones—, de las estrategias —valor unitario, generacion de pares equivalentes—y
de las técnicas —regla de tres, sumar, multiplicar, dividir— que permitan su solucion.
Estos conocimientos son importantes para el docente en el proceso de instruccion para
seleccionar o crear las situaciones de aprendizaje durante la planificacion, orientar el
aprendizaje de los estudiantes en el aula respondiendo a preguntas, poniendo
ejemplos, cuestionando, y evaluar procedimientos y resultados a partir de las técnicas y
estrategias empleadas por los estudiantes.

Después de estas consideraciones voy a presentar desde las matematicas qué
es una razén y una proporcidn, asi como sus propiedades. Posteriormente, presento los
resultados de investigaciones sobre el aprendizaje del tema, a lo que han llamado
estudios sobre el razonamiento proporcional, donde a partir de plantear problemas de
razon y proporcion a diversos sujetos se analizan los procedimientos seguidos, tanto los

correctos como los erroneos.

Razoén

La razdn o relacion entre dos cantidades puede ser aritmética o geométrica. La
primera se refiere a la diferencia entre las cantidades (a-b), en cambio la segunda se
trata de cuantas veces cabe una cantidad en la otra y se expresa como a/b o a:b. En
este sentido, Baldor (1983) define la razon o relacion como el resultado de comparar
dos cantidades. Esta comparacion puede ser de dos formas una es por cuanto excede
una cantidad a la otra o cuantas veces contiene una a la otra. La primera comparacion
se le llama aritmética o por diferencia y la segunda geométrica o por cociente. Para el
caso de la presente investigacion me refiero a la razon geométrica.

La razdn geométrica es sefialada como el cociente de dos cantidades de la
misma naturaleza, en cambio cuando se trata de la relacion de unidades de distinta
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naturaleza le llaman tasa. Sin embargo, en la investigacion en educacion matematica se
habla de razones internas, externas, funcionales y escalares.

Para Baldor (1983) “la razén geométrica o por cociente de dos cantidades es el
cociente indicado de dichas cantidades”, por ejemplo, la razén de a y b es el cociente
indicado, a/b, a:b o0 a+b. Fernandez (2001) por su parte agrega que una razon debe ser
mayor o igual que uno:

La razon entre dos cantidades homogéneas es la division indicada de sus

medidas. La razon es un numero abstracto, es decir sin unidades, que se toma

mayor o igual que uno. De ahi que la mayor de las medidas de las dos

cantidades sea el numerador del cociente indicado (p. 538).

Retomando el ejemplo anterior podria decirse que si a es mayor que b, entonces la
razon seria expresada como a/b. Por el contrario si b es mayor que a, entonces la razén
seria b/a.

En el campo de la educacion matematica Hart (1988) define la raz6n como “una
proposicion de la relacién numérica entre dos entidades”. Llinares (2003) la define como
“una comparacion de dos cantidades (de igual o diferente magnitud)” (p. 196). Ademas
este autor sefala que una razon puede ser escalar si se trata de iguales magnitudes o
puede ser funcional si son magnitudes distintas. En cambio para O"Daffer, Phare G.;
Clemens, S. y Charles, R. (1992) definen a la razén entre cantidades de distintas
magnitudes como tasa: “la tasa es una razdn en donde aparecen dos unidades
diferentes” (p.272).

Propiedades de las razones

A los términos de una razon a/b se les llama antecedente al primero y
consecuente al segundo. Las propiedades de una razén son las siguientes:

Si el antecedente es multiplicado o dividido por un nimero cualquiera la razon

quedara multiplicada la razon en el primer caso y dividida en el segundo.

Si a(n):b entonces an:b, por ejemplo, si 4(2):6 entonces 8:6

Si a/n:b entonces a/n:b, por ejemplo, si 4/2:6 entonces 2:6
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Si el consecuente es multiplicado o dividido por un nimero cualquiera la razon

quedaré divida en el primer caso y multiplicada en el segundo caso.

Si a:b(n) entonces a:bn, por ejemplo, si 4:6(2) entonces 4:12 = 2:6

Si a:b/n entonces a:b/n, por ejemplo, si 4:6/2 entonces 4:3 = 8:6

Si el antecedente y consecuente son multiplicados o divididos por un mismo

namero cualquiera la razon no varia.

Si a(n):b(n) entonces an:bn, por ejemplo, si 4(2):6(2), entonces 8:12 = 4:6
Si a/n:b/n entonces a/n:b/n, por ejemplo, si 4/2:6/2, entonces 2:3 = 4:6

Proporcion

De igual forma que la razén, existe proporcion aritmética y geométrica. En este
caso me voy a referir a la segunda. Baldor (1983), Hart (1988), Llinares (2003) y
Fernandez (2001) definen la proporcion geométrica o equicociente como la igualdad o
equivalencia de dos razones geomeétricas o por cociente, es decir, representan el mismo

namero abstracto. Si a/b=ny c/d=n, entonces a/b = c/d, por lo tanto existe proporcion.

Propiedades de la proporcion

Baldor (1983) menciona que a los términos de una proporcion se les llama
medios y extremos. Los medios los el segundo y tercer término y los extremos el
primero y cuarto. Por ejemplo en la proporcién a:b::c:d, b y ¢ son los medios y ay d son
los extremos. Segun este autor hay dos clases de proporciones: las discretas cuyos

medios no son iguales y las continuas cuyos medios son iguales.

La propiedad fundamental de las proporciones geométricas es: “en toda
proporcion geométrica el producto de los extremos es igual al producto de los medios”
(Baldor, 1983, p. 501)

En la proporcién a/b=c/d axc=bxd

Porque si a/b (b)(d) = c/d (b)(d) entoncesaxd=bxc
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Ferndndez (2001) sefiala que otra propiedad de la proporcion es que “la suma de
antecedentes dividida por la suma de consecuentes de una proporcion es igual a
cualquiera de las razones de esa proporcion” (p. 341).

a/b = c/d entonces a+c/b+d = a/b = c/d

Otros términos utilizados son los de cuarta proporcional y tercera proporcional.
Baldor (1983) dice que la cuarta proporcional “es cualquiera de los cuatro términos de
una proporcion geométrica discreta” y la tercera proporcional es el primero o cuarto
término de una proporcién geométrica continua.

Por ultimo, hago referencia a un término utilizado en la resolucion de problemas
de este tema, el cual es el factor o constante de proporcionalidad, nimero que al operar
permite pasar de un término a otro de una razon, y que por tanto cuando es igual en
varios pares de cantidades existe proporcionalidad. Ademas resulta coincidir con la

razén, segun lo plantean Fiol y Fortuny (1990).

En el campo de la educacibn matematica, ademas de considerar las
caracteristicas matematicas de la razén y proporcion, se plantean otras variables que
intervienen en la resolucién de un problema de proporcionalidad: problemas de valor
faltante o comparacion de razones, magnitudes continuas o discretas, cantidades
intensivas y extensivas, razones internas o externas, razones fraccionarias o enteras y
los contextos en que se plantean las situaciones. Por ejemplo en la Tabla 1 podemos
ver los valore de un problema de valor faltante.

En el caso de este problema de valor faltante en un contexto de mezclas (hacer
agua con el mismo sabor) se trata de hallar la cantidad de naranjas para 3 botellas de
agua. Es un problema que utiliza cantidades discretas (naranjas y botellas), donde las
razones internas son fracciones (3/5 o 5/3) y las externas una es fraccion (1/8) y otra
entera (8/1). Otra consideracion sobre las razones externas en este caso da origen a
cantidades intensivas (1/8 botella/naranja o 8/1 naranja/botella). Todos estos aspectos,
sefala la investigacién son importes de tener en cuenta para ensefar el tema y para

comprender el aprendizaje de los alumnos.
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Tabla 1
Problema de valor faltante (1a)

Relacioén funcional o externa
1/8 u 8/1
botellas Naranjas
S ° | 5 40
Cc 8 |
S o
& @ R
3 x=24

Razonamiento proporcional

Para el analisis de los procedimientos y las respuestas dadas por los profesores
a los problemas de razén y proporcion planteados fue necesario retomar los resultados
de estudios sobre el tema que permitiera caracterizar las estrategias de solucion
utilizadas y de esta manera interpretar y comprender el razonamiento proporcional de
los participantes en este estudio.

Hablar de razonamiento proporcional es hablar de razonamiento multiplicativo.
Para esta discusion retomo el trabajo de Nunes y Bryant (1997), quienes caracterizan el
razonamiento multiplicativo a partir de su comparacion con el razonamiento aditivo, y
aunque pareciera ser que el primero es sdlo una extension del segundo no es asi, las
situaciones donde se ponen en juego estos tipos de razonamiento son distintas.

El razonamiento aditivo implica, para estos autores, situaciones de unir o separar
objetos o conjunto de objetos, en cambio, el razonamiento multiplicativo implica
correspondencia multivoca, relaciones entre variables y repartir, dividir y partir. La
correspondencia multivoca es una relacién entre dos conjuntos que no es uno a uno,
por ejemplo un automovil=cuatro llantas (1-4). Esta correspondencia multivoca es la
constante o invariante de la situaciéon multiplicativa, la cual se traduce en el concepto de
razon (1:4). Por ejemplo, si se aumenta un automévil se aumentan otras cuatro llantas

para mantener la correspondencia multivoca, es decir, existe una accién de duplicacién,
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a diferencia de las relaciones aditivas que si se aumenta cierta cantidad a un término de
la relacion, también se le aumenta la misma cantidad al otro término para mantener la
diferencia. A partir de esto surgen dos nuevos significados del nimero, la razén que se
expresa con un par de numeros y el factor escalar que es el nimero de duplicaciones
que permiten mantener la razon.

En cuanto a las relaciones entre variables Nunes y Bryant (1997) habla de
covariacion entre dos o mas variables por una convencion o causalidad, como ejemplo
de una convencién podria decirse precio por kilogramo de azucar (18 pesos el kilo). En
el caso de la covariacion por causalidad se trata de situaciones donde no se puede
modificar a conveniencia la relacién entre las variables, por ejemplo, el estiramiento de
un resorte al colgar un objeto de él. Algo mas sobre este tipo de relacién implica
cantidades continuas a diferencia de la relacion multivoca que implica cantidades
discretas. En esta relacion el surgimiento de fracciones es natural, puede no sefialar ¥2
kg. De azlcar son 9 pesos, pero no puede uno decir medio carro son dos ruedas,
resulta fuera de lugar en situaciones reales. De estas caracteristicas surgen otras
caracteristicas del nimero como la funcién, factor o la tercera variable, siendo esta
altima una cantidad intensiva que relaciona a las otras dos, se trata de una cantidad
compuesta por dos tipos de unidades, por ejemplo, precio-kilogramo.

La actividad de repartir es otra situacion que implicar el razonamiento
multiplicativo. En el caso de los problemas aditivos de relacion parte-todo, en los cuales
el tamafio del todo es la suma de las partes aunque éstas no seas del mismo tamafio,
en cambio en la accion de repartir en una relacion parte todo se deben tener presentes
tres elementos: el nUmero de partes, el todo y el tamafio igual de las partes. Es una
relacion que se relaciona con la division.

Respecto a estas caracteristicas de los problemas multiplicativos Vergnaud
(1990) menciona el isomorfismo de medidas y el producto de medidas. Donde el
primero se relaciona estrechamente con relaciones de proporcionalidad, ya que son
problemas que ponen en juego cuatro cantidades, donde a partir de una relacion
multivoca se debe hallar el segundo término de otra relacion teniendo como invariante

la razon de la primera relacion. Por ejemplo, ¢para fabricar 5 automoviles cuantas
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llantas necesito, si cada uno utiliza 4? 1 es a 4 como 5 es a X, entonces como la
invariante es 1:4 y el 1 se quintuplico, por lo tanto el 5 también debe quintuplicar.

De esta manera se puede decir, que aunque las estructuras aditivas son las
precedentes de las estructuras multiplicativas, no implican el mismo tipo de
razonamiento, sino requiere de comprender las nuevas propiedades del nimero como
ya lo sefalé. Entonces, a partir de lo expuesto, puedo afirmar que el razonamiento
proporcional es un razonamiento multiplicativo asociado a problemas de isomorfismo de
medidas, de relaciones multivocas y covariacion de variables, que requiere las nociones
numericas de razon, factor, funcioén y cantidades intensivas.

En consecuencia, el desarrollo del razonamiento multiplicativo es indispensable
cuando se pretende resolver problemas de razon y proporcion. La investigacion sobre
razonamiento proporcional muestra las estrategias que utilizan diversos sujetos para
resolver problemas basadas en un razonamiento multiplicativo, asi como los errores o

dificultades ocasionados por carencias en el mismo.

Estrategias y errores en la resolucion de problemas de razdn y proporcion

La evidencia de la investigacion muestra diferentes niveles de razonamiento: el
cualitativo relacionado con la percepcion sensorial sin que exista un cuantificacion de
las relaciones, el cuantitativo-aditivo vinculado a la aplicacién de relaciones aditivas
cuando estas son multiplicativas y el cuantitativo-multiplicativo relacionado con el
manejo y comprension de los conceptos involucrados en las relaciones multiplicativas.

Me parece necesario subrayar que el resolver un problema de razén y proporcién
no implica un razonamiento proporcional como lo sefiala Richard Lesh (1988). No todo
problema de proporcionalidad implica la aplicacion del razonamiento proporcional,
tampoco todo procedimiento de solucion, como la regla de tres, esta relacionado con
este tipo de razonamiento. Cuando los estudiantes hacen uso de estrategias basadas
en el razonamiento multiplicativo, entonces puede decirse que se ha aplicado el
razonamiento proporcional, por el contrario, cuando hacen uso de técnicas, como la
regla de tres, no es posible saber si utilizaron un razonamiento proporcional, puesto que

se trata de procedimientos algoritmicos.
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El aprendizaje de férmulas es muy comun en la escuela, sin embargo, la
incomprension de ellas es un problema frecuente. Los profesores enfatizamos el uso de
procedimientos algoritmicos dejando de lado el uso de estrategias, por lo que los
estudiantes memorizan las técnicas, pero cuando se olvidan quedan limitados para
afrontar problemas donde se requiera su uso. Con esto no quiero decir que las técnicas
no sean Utiles, sino requieren estar acompafiadas con las estrategias, ya que por el
contrario hay casos que tiene claro el plan estratégico para resolver el problema, pero si
desconocen alguna técnica necesaria pudieran no resolverlo. En la investigacion sobre
el tema con sujetos de distintas edades se han caracterizados diversas estrategias y
errores de solucion que muestran desde un razonamiento proporcional hasta casos en
que se encuentra en el nivel de razonamiento cualitativo pasando por el razonamiento
aditivo y otros intermedios.

Los primeros trabajos de investigacion referidos al tema son los que realizaron
Piaget y colaboradores (en Karplus, Pulos y Stage, 1983). En estos trabajos se ponderd
los conceptos de funciones, probabilidad, velocidad y efectos compensatorios. Siendo la
proporcionalidad el principal ejemplar de la funcién. El trabajo de Piaget (1978)
caracteriza fases de desarrollo en la comprension de la razon y proporcion:

Las (a) etapas iniciales en las que el pensamiento hace uso de las seriaciones y

correspondencias cualitativas, (b) etapa intermedia de las compensaciones

aditivas o el empleo de proporcion 2:1, y (c) la etapas avanzadas en las que el
razonamiento proporcional fue aplicado sin tomar en cuenta los valores

numéricos de los datos y sus relaciones. (En Karplus et al., 1983, p. 46)

Anos antes, Lovell (1961) y Lovell y Butterworth (1966) reportaron que de las
tareas de proporcién aplicadas a jovenes de 15 afios, menos de la mitad de la muestra
contestaron correctamente. Sin embargo los investigadores no profundizan
cualitativamente en las caracteristicas de las soluciones de los jovenes.

Otros investigadores como Lunzer y Pumfrey (1966, en Karplus et al. 1983)
identificaron estrategias iterativas como fue el caso de la relacion 2:3, y que para
construir equivalencias basté con hacer sumas como 2+2+2:3+3+3 para dar 6:9.
También hallaron que los nifios cuando tratan de establecer las relaciones, ellos

prefieren sumar, restar o quiza multiplicar, pero rechazan dividir. En Hart (1988) se
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indica que otro hallazgo fue que las relaciones 1:1, 2:1 y 3:1 habian sido los mas faciles
de entre las utilizadas. Uno de los comentarios de Lunzer y Pumfrey (1966) fue que los
nifos de todas las edades (de 6 a 14 afos) prefieren usar estrategias aditivas, aun
cuando el problema sugiera estrategias multiplicativas.

Otra investigacion muy importante es la de Karplus con su conocida tarea de Mr.
Tall y Mr. Short. El problema utilizado involucra la busqueda de valor perdido,
especificamente trata de hallar la altura en Clips de Mr. Tall conociendo su altura en
botones (6) y la altura en clips y botones de Mr. Short (6 y 4 respectivamente).

La categorizacion que hizo Karplus resultd interesante para que posteriormente
fueran profundizadas y mejor explicadas por él mismo y otros investigadores. La
categorizacion a la solucion de los problemas fue:

N. Sin explicacion

I: Intuitivas o adivinadas.

IC: Usando los datos de forma ilogica.

S. Usando multiplicacién, pero no por el factor correcto.

A. Usando todos los datos, pero usando la diferencia en vez de la razén de las

medidas.

AS. Centrandose en la altura excesiva de Mr. Tall y ocupandose de los 2 botones

extra mediante un factor no mencionado en los datos.

AP: Como AS, pero no basada en el factor de escala de los datos.

PC: Usando la relacion que un botén equivalia alrededor de 1.5 clips, encontrada

a partir de medir un cuarto de la altura de Mr. Short.

R: Derivando el factor de escala directamente de los datos y luego aplicarlo por

multiplicacion (En Hart, 1988, pp. 200-201).

En posteriores investigaciones con los mismos sujetos Karplus y Peterson (1972)
mencionaron que las categorias | e IC fueron estrategias ingenuas. Esa forma de
clasificar las respuestas no indicaba el orden en que se fuera dando la evolucion, sino
que variaba. Y mostrd que no todos los sujetos pasan por una etapa aditiva (en Hart,
1988, p. 101).

Karplus, Pulos y Stage (1983) sefialaron que las respuestas se pueden clasificar

en 4 grupos mas grandes: incompletas o sin usar los datos dados, aditivas o diferencia
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constante, relaciones, transicional (iterativa, grafica, o solo uso parcial de proporciones)
0 uso explicito de razones iguales.

La investigacion de Bryant (1974, en Hart, 1988) estuvo centrada en los métodos
cualitativos de los nifios da evidencia y muestra que ellos pueden inferir y establecer
que el fracaso de hacer un correcto juicio proporcional fue el resultado de un andlisis
inicial incorrecto.

Otra investigacion centrada en los métodos cualitativos fue realizada por Van
den Brink y Streefland (1978, en Hart, 1988), quienes aplicaron una tarea donde
muestra a un niflo un poster de una ballena asesina y un hombre, cuando el nifio la ve
declara que la ballena es demasiado larga porque la asocia con un escena vivida en el
pasado sobre una ballena con un hombre. De los resultados de estas investigaciones
se ha concluido que el inicio de un pensamiento proporcional pasa por comparaciones
cualitativa como lo menciona Streefland (1985, en Hart, 1988) “el aprendizaje de razén
y proporcion es un proceso largo que comienza con comparaciones cualitativas” (p.
202)

El trabajo de Noelting (1978) también ha sido muy importante en la investigacion,
ya que aportd valiosos datos sobre el razonamiento proporcional con un problema
distinto a los aplicados. El problema consistié en presentar graficamente la mezcla de
concentrado de naranja con agua Y los nifios tenian que elegir la férmula que pudiera
producir la bebida con mas sabor a naranja (en Hart, 1988, p. 203). Los estudios de
Noelting revelaron que el éxito de la tarea dependia de las relaciones numéricas, es
decir, de las razones puestas en juego.

El trabajo de Noelting fue reproducido por Karplus, Pulos y Stage (1981) usando
jugo de limon. Las cantidades empleadas fueron discretizadas mediante medidas en
cucharadas, ademas se demando hallar el valor perdido y la comparacion de razones.
El problema consistié en que John y Mary prepararon limonadas, pero existe diferencia
en la cantidad de cucharadas de azucar y la cantidad de cucharadas de jugo de limoén
que puso cada uno a su limonada. A partir de ahi formularon preguntas consistentes en
comparar e igualar el sabor de las limonadas de John y Mary.

Del andlisis de las respuestas dadas por los sujetos resultaron cuatro categorias

de respuestas:
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Categoria | (incompleta, il6gica) no sabe, suposicion, operaciones con
cantidades inapropiadas.

Categoria Q (cualitativa) comparacion cualitativa de 4 cantidades dadas, usando
mMAas, menos o términos equivalentes.

Categoria A (aditiva) usan los datos para calcular y comparar diferencias o
sobrantes.

Categoria P (proporcional) usando los datos para calcular y comparar relaciones

proporcionales, posiblemente con errores aritméticos. (Karplus et al., 1981).

Como resultado de la investigacion educativa sobre razon y proporcion se han
identificado caracteristicas en la resolucion de problemas. Una de ellas, la mas general,
esta referida a la relacion que los sujetos establecen entre los espacios de medida
involucrados en un problema: estrategia entre se le dice a aquella forma de resolver
donde se establece la relacion entre cantidades o magnitudes de la misma especie, un
ejemplo se muestra en el estudio de Karplus, donde los sujetos establecieron la relacion
entre los botones de Mr. Short con la medida en botones de Mr. Tall; y la estrategia
dentro donde se comparan cantidades o magnitudes de distinta especie, como
establecer las relaciones entre botones con los clips.

De los participantes en la investigacion de Noelting se muestra que un 60 por
ciento de los sujetos uso la estrategia “dentro” y un 20 por ciento usé la estrategia
“entre” en el problema que involucraba la comparacion de razones. Otro sefialamiento
importante de su investigacion es que el evitar el uso de fracciones fue algo recurrente
por los participantes. (Hart, 1988, p. 203)

Los antecedentes hasta ahora sefialados aportaron elementos importantes para
el andlisis de los datos de mi investigaciéon. Por ejemplo el considerar que el
razonamiento proporcional cualitativo es la base de partida de otros conocimientos.
Otro aspecto retomado es la preferencia de estrategia por los sujetos, asi como
considerar que la implicacion de razones fraccionarias genera mayores dificultades.
Hart (1988) identifica puntos comunes en las investigaciones hechas y planteadas hasta

el momento:
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a) dos modos de obtener una razon a partir de los datos, en una tarea “entre” y

“dentro”, tendiendo los nifios a preferir “entre”.

b) Las razones desiguales y no enteras prueban ser las mas dificiles.

c) Los nifios evitan la manipulacién de las fracciones

d) La existencia de métodos incorrectos de razonamiento, por ej. La estrategia
aditiva incorrecta.

El trabajo del CSMS (Conceptos de Matematicas y Ciencia en la Escuela
Secundaria) es uno de los mas importantes trabajos realizados a gran escala, dentro de
este trabajo evaluativo se aplicaron varias tareas a chicos de secundaria sobre distintos
topicos de matematicas y ciencia, dentro de matematicas existio un apartado destinado
a problemas de razon y proporcion. Un problema consistio en la receta de sopa para 8
personas y se les pregunté por las cantidades necesarias ahora para 4 y 6 personas de
tal manera que fuera proporcional. Un segundo problema fue el de unas anguilas de
diversas longitudes (5, 10 y 15 cm) que comian de manera proporcional a su longitud.
Un tercer problema fue el de la letra K donde se dibujan dos letras de la misma forma,
pero de tamafio distinto y se pregunta por algin segmento de la figura agrandada. El
cuarto problema es similar al de la letra K, pero con dos lineas perpendiculares.

Del andlisis de las respuestas de los nifios a papel y lapiz se hicieron entrevistas
a algunos de ellos, de lo cual surgieron las siguientes estrategias y procedimientos
seguidos:

La “estrategia aditiva incorrecta” Un error indicativo de un tipo particular de
razonamiento aditivo que lleva a una respuesta incorrecta. Un tercio de la muestra total
dio este tipo de respuestas en 3 0 4 de los reactivos.

Un grupo de estudiantes fueron considerados como “sumadores” porque
operaban aditivamente:

1. reemplazaron la multiplicacién por sumas repetidas, en las “preguntas faciles”
2. sumaban una diferencia fija en los problemas de ampliacion que tenian mayor

complejidad o involucraban razones distintas de n:1 o n:2,

nunca multiplicaron por una fracciéon

advertian la distorsion en las figuras pero tenian escasa idea de cémo

reemplazar la estrategia que conducia al error. (Hart, 1988, p. 212)
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También Hart (1980) reporta formas mas especificas de resolver los problemas:

Duplicando y dividiendo por mitad es el procedimiento que resulté mas facil.

En el problema de donde se da un segmento y su alargamiento y se le pregunta
completar la figura como la siguiente:
1%

3 6

En esta actividad los nifios reconocieron répido la razén 2:1 y fue exitoso su
resultado en un 72 por ciento.

En el problema de la receta para ocho personas y donde se les preguntaba la
cantidad que deberia usarse para cuatro personas, la mayoria dividié por la mitad, muy
pocos lo hicieron encontrando cuanto es por persona y luego multiplicando.

Construccion progresiva usando division por mitades. Un ejemplo es cuando se
le pregunta por la cantidad de ingredientes para seis persona, donde la mayoria de los
sujetos usaron la informacién obtenida para cuatro y dijeron “dos personas son la mitad
de 4” asi que dividieron nuevamente a la mitad y sumaron el resultado para 4 y 2
personas.

Se muestra que este procedimiento fue exitoso cuando los resultados fueron
nameros enteros, pero cuando se trabaja con fracciones las cosas cambian. P. ej. En la
receta hay un ingrediente donde se usa %2 y para encontrar el de 6 tuvieron que calcular
Y% de %2 mas % (¥ de %), lo cual es mas complicado.

Otras formas de construccion progresiva se evidencian en el problema de las
anguilas, un problema retomado de Piaget y aplicado por el CSMS, aunque hicieron
otra versién con algunos cambios en la relacion entre nimeros (2:3:5) y con otras
cantidades.

El problema original consiste en 3 anguilas, una de 15 cm de longitud (A), otra de
10 cm (B) y otra de 5 cm (C) que son alimentadas con sardinas de manera proporcional
a su longitud. La relacion entre los numeros es de 1:2:3 utilizando unidades discretas.
Una de las preguntas fue que la anguila C es alimentada con 2 sardinas, entonces ¢,con

cuantas deben ser alimentadas B y A?
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Una estrategia fue duplicar y triplicar. “C es dos, eso por 2 y luego por 3”. Y otros
no multiplicaron sino que su respuesta fue“2, 4, 6... 5, 10, 15 crece de 5. Ese 5
aumenta alli, suma otro 5 el cual son otros 2, otros 5 son otros dos, asi 2, 4, 6”.

El problema modificado de las anguilas consistio en una anguila de 10 cm de
longitud (X), de 15 cm (Y) y de 25 cm (Z) alimentadas con fishfingers. Una pregunta
fue: la anguila de 15 cm tiene 9 cm de comida, ¢cuanta comida debe darse a la anguila
de 25 cm?

Para responder los chicos utilizaron otros métodos de construccién progresiva,
ningn chico multiplic6 por 5/3. Unos chicos argumentaros que 10 es 2/3 de 15.
Entonces 2/3 de 9 es 6. Eso es 15 més 10, asi que sumamos las dos cantidades.

Luego se planteo que se la daban 2 cm a la anguila de 10 y se preguntaba por la
de 25, entonces surgi6 otra estrategia de construccion “la respuesta es 5, dos de esos
(X) hacen 20 y entonces otros 5 cm que es 1 cm de fishfinger.

Métodos inocentes. Son aquellos métodos muy insofisticados, por ejemplo uno
donde el sujeto sabia que la figura debia ser alargada pero no usoé la informacion dada,
asi solo dibujo cualquier figura, algunas veces alargando solo algunos lados de la figura
y otros no.

Otra estrategia fue ante la misma situacion de la anguila planteada anteriormente
(2 cm de comida para la anguila de 10 cm, cuanto para la de 15 y la de 25 cm).
Entonces el nifio (John) eligi6 como respuesta 5 y 8, cuando se le pregunto dijo:

J. Bien, ellos son 10, 15 y 25. No hay de 20. Asi que no pude subir mas.

E. ¢Porqué 5y no 6 para Y?

J. supongo eso podria ser, pero 5 va dentro de eso y eso. Podria haber tenido
10.

E. Pudiste haber elegido 20, pero elegiste 8.

J. ellos son més iguales pero podria haber sido.

Estrategia aditiva. Hart (1988) ejemplifica esta estrategia con la adaptacion del
problema de Mr. Short y Mr. Tall, planteado por Karplus. Cuando se le pregunta a un

nifio cuantos clips miden la altura de Mr. Tall, entonces el nifio argumenta:
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Mr. Short necesita dos clips mas que botones asi que Mr. Tall necesita dos clips

mMas que botones, asi que la respuesta es ocho. (Hart, 1988, p. 94)

La frecuencia de esta estrategia es entre 25 y 50 por ciento, segun Hart, y dentro
de CSMS el 30 por ciento fueron consistentes en ese tipo de estrategia ante todos los
problemas. Algo particular del uso de esta estrategia es que no estuvo relacionada
directamente con el nivel y edad de los alumnos.

Otra investigacion es la de Lawton (1993) mediante una metodologia
experimental trabajoé con chicos universitarios de psicologia. Su trabajo consistio en dos
experimentos de tal forma de ponderar la influencia del contexto de un problema en la
solucion:

El primero consistio en dar a cada sujeto una version del problema: 4 es a 6
como 6 es a ___ ? Contextualizado de diversas formas: una fue con cilindros
graduados, un cilindro contenia agua hasta la cuarta linea, y al vaciarlo llega a la sexta
linea del otro. La pregunta era predecir a qué linea llegaria si el primer cilindro
contuviera agua hasta la sexta linea. Esta vez fue contextualizado con globos que
contenian agua, uno 4 pulgadas cubicas y otro 6, con el primer globo se llenaba un
cilindro hasta la sexta linea y se preguntaba qué tanto se llenaria al vaciar el globo que
contenia 6 pulgadas. Y la ultima vez se ilustré el problema con cubos de hielo. 4 cubos
al derretirse llenaban hasta la sexta linea del cilindro y pregunta por la cantidad que
llenarian 6 cubitos.

El resultado de las explicaciones de los sujetos al resolver las situaciones mostré
que las estrategias variaron dependiendo del contexto en que se planted. La estrategia
unitaria se uso en 27 por ciento en el contexto de los cubos de hielo, y solo 12 y 1 por
ciento en los contextos de globos y cilindros respectivamente.

Lawton (1993) también identifico la estrategia de valor unitario, donde los sujetos
obtuvieron que cada cubo de hielo equivalia a 1 ¥z de las lineas del cilindro y entonces
era multiplicado por 6 o sumado 6 veces ese valor.

Al igual que en las demas investigaciones en esta estuvo presente la estrategia
aditiva, donde los sujetos dieron respuesta al problema en funcion de la diferencia entre

las cantidades puestas en juego. El 51% de los sujetos aplicé esta estrategia en el



49

problema de cilindros; 48% en el de globos y 16% en el de cubos. Resulté evidente que
a los sujetos les resulté mas facil solucionar el problema con unidades discretas que
continuas.

Lawton explica que la estrategia aditiva consistio en un razonamiento incorrecto,
donde la diferencia entre el par de numeros de la primera relacion (4 y 6), deberia ser la
diferencia entre el otro par de nimeros (6y ).

En el segundo experimento que realizd utilizé la misma relacion que los
problemas del experimento uno (4 es a 6 como 6 es a ___ ), solo que aqui utilizo el
contexto de mezcla. Aqui la tarea consistia en producir una dieta balanceada para
changos infantes. Una versién fue mezclar una férmula con otra (F/F) y la otra consistio
en mezclar biscuits con una formula (B/F).

Las estrategias fueron las mismas, excepto una que llamo6 razonamiento
regresivo, la cual consistié en que si 4 copas de la primera formula eran mezcladas con
6 de la segunda, entonces 6 de la primera deberian ser mezcladas con 4 de la
segunda. Esta estrategia fue encontrada en un 15% del problema F/F y en un 1% del
problema B/F.

Un trabajo méas que identifica y describe estrategias de solucion a problemas de
razon y proporcion es el de Susan Lamon (1996) quien retoma para su analisis los
conceptos de Unitizing y Norming del trabajo de Freudenthal porque lo considera un
constructo importante para analizar muchos procesos de los nUmeros racionales.

Los conceptos retomados los define de la siguiente manera: Unitizing es
“construir una referencia unitaria, y entonces reinterpretar una situacion en términos de
esa unidad”. Y Norming lo define como “la reconceptualizacion de un sistema en
relacion con alguna unidad compuesta o Estandar”. (Lamon, 1996, p. 92, 94).

La construccion de la unidad de referencia, bajo la cual el sujeto decide resolver
el problema, indica niveles de sofisticacion de las ideas matematicas. Segun Callanan y
Markman (1982, en Lamon, 1996) sugieren un nivel sofisticado de pensamiento
“cuando interpreta una situacion en términos de unidades colectivas porque invocan un
esquema parte-todo que permite al estudiante pensar de manera total e individual cada

item que la componen”
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También Lamon (1996) menciona que el paso de la adicidén y sustraccion a la
multiplicacion requiere la coordinacion de composiciones multiples. Como ejemplo de
una estructura multiplicativa simple es que requiere tres niveles de composicion de
unidades: encuentra ¥ de 16 objetos.

1. Considerar los 16 objetos como 16 unidades. Entonces tienes 16 unidades de

uno.

2. Crear unidades de unidades, esto es, 4 unidades compuestas de 4 unidades

cada una. Entonces tienes 4 unidades de cuatro.

3. Crear unidades de unidades de unidades, esto es, crear una unidad de tres,

consistente en tres unidades de cuatro cada una. (Lamon, 1992, p. 93)

En términos de los constructos de unitizar y normalizar Lamon interpreta el
estudio realizado. Una primera estrategia que analiza para la resolucion de
proporciones es la estrategia “dentro” o método escalar. Se dice que alguien utiliza una
estrategia de este tipo cuando utiliza el operador escalar que liga a las cantidades del
primer espacio de medida y lo aplica a las otras cantidades del segundo espacio de
medida, es decir, interpreta un espacio de media en términos del otro. Lamon propone
el siguiente ejemplo:

M-1 M-2

(NUumero de playeras) (NUumero de yardas de tela)

5 7
X3 @ 15 ? X X3

Este diagrama mostrado puede explicarse de la siguiente manera: si se ve al 5
como la unidad, puede pensarse que 15 es tres veces la unidad, entonces el operador
escalar es 3, y por lo tanto el factor escalar del segundo espacio de medida debe ser 3
para asi encontrar el valor faltante, veintiuno.

La otra estrategia definida por Lamon (1996) es la estrategia “entre” o método
funcional que consiste en equiparar dos razones de espacios de medida externo y se
confia en la relacion funcional para hallar el valor perdido mediante una descomposicion
escalar de una funcion. El ejemplo que se plantea para esta estrategia es:

M-1 M-2
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(onzas de medicina) (costo)

7 =
4 X
1Y
7 $8 .75
S ———

8% =1(7) + Y4 (7)

f(x) = 1(x) + ¥4 (X)

1(4) + ¥ (4) =5

Aqui en este ejemplo 1 ¥4 representa el coeficiente de la funcion lineal de M-1 y
M-2. Al resolver este problema se puede pensar el costo de cada onza, si $8.75 es el
costo de 7 onzas, entonces es un ddélar por onza mas $.25 por onza, y asi 4 onzas
debe costar 4 dolares mas 4 cuartos de dolar.

En el reporte de investigaciéon de Lamon (1996) con 24 nifios, a quienes se les
aplican varios problemas, se reporta lo siguiente:

Un primer problema aplicado es el de los globos: “Ellen, Jim, and Steve
compraron 3 globos llenos con helio y pagaron $2.00 por ellos. Ellos decidieron regresar
y comprar suficientes globos para cada uno de sus compafieros. ¢ Cuanto tuvieron que
pagar por 24 globos?

Ante este problema los nifios respondieron con distintas estrategias:

Aplicacion del factor escalar. Fue la primera estrategia clasificada, también la
mas frecuente, fue que por cada 3 globos eran $2.00. Asi que tienes 8 paquetes y 8 por
2 es 16. Esta estrategia muestra el trabajo con un factor escalar con espacios de
medida iguales, es decir utiliza la estrategia “dentro”.

Construccion progresiva. Estrategia que consisti6 en realizar una tabla de
variacién proporcional (de 3 globos son $2.00, de 6 son $4.00....).

Valor unitario. Esta estrategia consistio en obtener el costo de cada globo.
$2.00/3 = .6666............. Or .66 r2 .66 x 24 = $15.84 llamada two-step unit rate
strategy con la cual se sacrificd exactitud.

Estrategia de aplicacion externa o funcional. Y la Ultima estrategia aplicada

Gnicamente por un estudiante fue que 3 globos fueron $2.00 y 2 dividido por 3 es 2/3,
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asi que me pregunté ¢;cuanto es 2/3 de 247? La respuesta es 16. Quien usé esta
estrategia reconocié completamente la relacion estructural de equiparar tasas.

Otro problema planteado fue el de suscripcién a una revista en donde por un
periodo de 6 meses se hacian 3 pagos de $4.00; también un periodo de 9 meses en
tres pagos de $6.00; y una tercer opcion fue que por un periodo de 12 meses haria 3
pagos de $8.00. Aqui la tarea era elegir la mejor opcion, es decir, comparar razones. El
trabajo doctoral de David Block (2000) hace un amplio analisis de las caracteristicas de
la razén y la proporcion y de los problemas que involucran tales nociones. La
investigacion realizada por Block se enfocé en la resolucion que dan alumnos de
primaria de cuarto a sexto grados (36 estudiantes) a problemas de razén y proporcion,
considerando las caracteristicas de los problemas, como la demanda del problema:
comparacion o busqueda de valor faltante. Otro aspecto considerado fueron las razones
involucradas en los problemas. De la gran variedad de problemas aplicados a los
alumnos clasificé las siguientes estrategias de solucién: VU: valor unitario. Ej. 20
chocolates para 4 cajas, entonces dividir 20/4 y obtener la cantidad de chocolates por
caja y luego multiplicar ese numero por la cantidad de cajas que se pida.

I: Generacion de pares equivalentes. En esta estrategia existe una conservacion
de la suma o de las razones internas. Ej. En un problema, aplicado por Block, se
comparan las siguientes cantidades: 5c, $3, con 3c, $2, entonces para comparar las
razones la estrategia es crear pares equivalentes hasta igualar un término (15: 9 y
15:10), a partir de las cuales dan la respuesta.

OP: Cuantificacion de la razén externa y uso de la misma como operador. Ej. En
un problema de escala: 4cm:8cm :: 6cm:x :: 8cm:y :: 12cm:z La solucion es obtener el
operador entre 4 y 8 que es 2 y de ahi aplicarlo a cada uno de los pares de numeros.

R. reinterpretacion del problema a uno mas facil.

Ad: procedimiento aditivo. Aplicar la diferencia que existe entre los términos de
una razon a la otra.

Estima: comparan estimando, sin célculos.

N. Se centran en una sola variable.
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El trabajo de Lo (2004) se realizé con profesores en formacién, donde identifica
algunas estrategias de solucion y de razonamiento matematico. EIl problema que Lo
plantea involucra el pintado de una pared en cierto tiempo: Si a Jane le toma % de hora
pintar una pared de 12 por 12 pies ¢.cuanto le tomara pintar una pared de 15 por 16
pies?

Los sujetos tenian que ilustrar mediante un dibujo el problema, también tenian
que explicar como lo usarian para resolver el problema. Del total de participantes 22
(61%) obtuvieron respuesta correcta, 9 (25%) tenian una estrategia valida para resolver
el problema, pero plantearon errbneamente el tiempo adicional. Las estrategias
identificadas fueron seis:

la. el uso de razén equivalente/aproximacion con factor multiplicativo (uso de
144 pies cuadrados para 45 minutos como razon unitaria)

1b: el uso de razones equivalentes/aproximacion con factor multiplicativo (48 pies
cuadrados para 15 minutos como razén unitaria)

1c: razén equivalente/aproximacion factor multiplicativo (12 pies cuadrados para
3.75 minutos como razon unitaria)

2: aproximacion por minutos.

3: aproximacién por pies cuadrados

4: aproximacioén con tabla de razon.

El trabajo de Lo muestra que los sujetos construyeron las unidades de referencia
bajo la cual interpretaron el problema, sin embargo hubo casos en los que sélo lo
hicieron por aproximacion, lo que los llevo a resultados incorrectos.

También segun lo mostrado en investigaciones, las caracteristicas de los
problemas es un factor importante para su solucion: la demanda de la tarea, las
relaciones implicadas, las magnitudes puestas en juego y los contextos (Tabla 2). De
ahi que me permiti organizar en una tabla tales aspectos a considerar en los problemas

gue se les plantearon a los profesores participantes en este estudio.
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Tabla 2
Caracteristicas de los problemas de proporcionalidad
Demanda de la | Razones Magnitudes Estrategias de | Contextos
tarea Internas o | utilizadas solucién del
externas problema
Mezclas
Enteras Discretas Valor unitario
Busqueda de Diferencia aditiva Recetas
valor faltante Regla de tres
Pensamiento -
Comercio
Continuas regresivo
No enteras g etc.
Aplicacion de la razén
interna o externa
Mezclas
Enteras Discretas Valor unitario Recetas
Comparar Diferencia aditiva Comercio
razones Generacion de pares
equivalentes
No enteras etc.
Continuas Regla de tres
Recetas
Centrado en una .
Comercio

variable

etc.
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El presente trabajo se enmarca dentro del paradigma cualitativo de investigacion
porgque esta relacionado al andlisis de los procedimientos seguidos por los profesores al
resolver las tareas de razon y proporcién y a las explicaciones dadas por los profesores
en las entrevistas. En este caso, el andlisis de lo expresado escrita y oralmente por los
sujetos estuvo mediado tanto por la teoria existente sobre el tema como por las
interpretaciones del investigador, obviamente basadas en la teoria, en la intuicion, la
experiencia, las reflexiones, las creencias, es decir, la subjetividad del sujeto que
investiga.

Otra caracteristica que hace cualitativa a esta investigacion, es que ademas de
comprender el conocimiento del profesor, se trata de promover cambios en la
profesionalizacion docente, de tal forma de mejorar la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. De ahi que comparto algunas ideas con el paradigma critico-tedrico de la
investigacion cualitativa, llamado asi por Grows (1992) y que busca una transformacion
de la sociedad “no es solo entender y encontrar, sino de entrar en una critica social y
promover los cambios institucionales y sociales o mejorar reformas respecto a los
aspectos de la vida social” (Grows, 1992). Para llevar a cabo tal transformacion se
necesita compartir los resultados obtenidos con los investigadores, con todos los
interesados en educacion pero principalmente con los maestros en servicio. Este
compartir debe ir mas alld de un enfoque informativo, debe llegar a construir soluciones
entre investigadores y profesores. Porque, como ya lo sefalé, considero que el
investigador no es quien debe decir como hacer las cosas, ni el erudito que los va a
guiar, creo que para llegar a mejores resultados es necesario que investigadores y
maestros trabajen juntos, no aislados, tampoco los maestros deben permanecer
sometidos a los que los investigadores sefialen como lo mejor, lo novedoso o lo que
debe de ser.

Otro rasgo, que caracteriza como cualitativa a esta investigacion, esta
relacionado con el estudio de casos que dan pautas para comprender la poblacion
estudiada en su totalidad, que a su vez puede servir, como sefia Grows (1993), “para
ver el mundo en un grano de arena”, es decir, iluminar lo general a partir de lo particular

y de esta manera los resultados de la investigacion pueden ejemplificar otros casos.
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Delimitacion espacial de la investigacion

Oaxaca es un estado rico en recursos naturales y en diversidad cultural. La
mayor parte de la poblacion del estado son miembros de grupos indigenas que habitan
en medios rurales alejados de los centros urbanos. Las actividades econdémicas a las
que se dedica la poblacion son la agricultura, ganaderia y comercio a pequeiia escala,
tanto que sus ingresos, aun contando el trabajo de los nifios®, apenas les alcanza para
sobrevivir, aunque carezcan de vestido y vivienda dignos. Es decir, la pobreza es una
caracteristica de esta gente. Por otro lado, el rezago educativo, consecuencia de las
condiciones politicas y socioecondmicas, es un problema palpable. Asi mismo, esas
circunstancias provocan la emigracion de mucha gente en basqueda de una vida digna.

Los profesores estan obligados a cumplir con su tarea en esas condiciones
socioecondmicas que presenta la poblacion. Por otra parte los profesores carecen de
un salario digno, lo que provoca una desatencion de su trabajo por buscar otras fuentes
de ingreso. Los profesores que trabajan en medios rurales, que son la mayoria de la
poblacion docente en el Estado, tienen condiciones adversas para dar continuidad a su
formacion profesional, esto debido a la situacion geogréfica, a la falta de instituciones
cercanas que den este servicio, a la falta de proyectos educativos en el sindicato, al
poco apoyo por parte del Estado, y a las condiciones socioeconémicas en que viven.
Por estas razones los profesores cuentan con pocas oportunidades de
profesionalizacion, lo cual condiciona e influye negativamente en la mejora del trabajo
de los profesores.

Los maestros que participaron en la investigacion pertenecen a la zona escolar
045 de Santiago Juxtlahuaca, Oaxaca. Lugar ubicado al noroeste de la capital del
estado, dentro de la region mixteca. Dicha zona escolar agrupa 18 escuelas, 13 de ellas
ubicadas en medios rurales y 5 en la cabecera de zona, lugar semiurbano (Tabla 3).

El acceso a algunas escuelas es complicado debido al poco transporte existente,
a las distancias (algunas ubicadas a 20 km de la cabecera de zona) y a la orografia, ya

que las escuelas se ubican en una region montafiosa y de espesa vegetacion, donde el

5 Muchos nifios en edad escolar trabajan para apoyar a sus padres.
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acceso a ellas es por caminos revestidos. Nueve de las dieciocho escuelas son de
organizacion completa (minimo un grupo por grado), una pentadocente, cinco
bidocentes (dos maestros atienden los seis grados) y tres unitarias (un solo maestro
para los seis grados).

De estas caracteristicas es el espacio donde laboran los profesores
participantes, lo que permite comprender mejor la poblacion. Es aqui donde se realizo el
estudio y esto también tuvo sus implicaciones en el proceso de investigacion en el

sentido de acceso y trabajo con los profesores.

Tabla 3

Relacion de escuelas donde laboran los docentes

N/P ESCUELA POBLACION MEDIO RURAL | ORGANIZACION
(R)O COMPLETA (C)
SEMIURBANO | O INCOMPLETA
(SV) (1)
1 Cayetano Esteva Stgo. Juxtlahuaca SuU C
2 Lazaro Céardenas SU C
3 Benito Juarez SU C
4 Leyes de Reforma SuU C
5 Democracia SuU | (bidocente)
6 El porvenir Sta. Rosa R C
Caxtlahuaca
7 Rafael Ramirez La Reforma Juquila R | (bidocente)
8 Mariano Matamoros | Union de Cardenas R | (5 maestros)
9 Vicente Guerrero Stgo. Naranjas R C
10 | Belisario Dominguez | Sn. Miguel de R | (unitaria)
Cardenas
11 | Benito Juarez Sta. Maria Asuncién R C
12 | Fco. Gonzélez | Vista Hermosa R | (bidocente)
Bocanegra
13 | Minerva Agua Fria R | (bidocente)
14 | Ignacio Zaragoza Sta. Catarina R C
Noltepec
15 | Alma Campesina Nican R | (unitaria)
16 | Cuauhtémoc Yuchio R | (unitaria)
17 | Pedro Moreno Tacuya R | (bidocente)
18 | Vasco de Quiroga San Juan Copala R C
(particular)
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Delimitacion temporal de la investigacion

Una condicionante para desarrollar y delimitacion de los alcances de este estudio
fue la temporalidad del permiso para realizar los estudios y los tiempos del propio
programa de estudios de la maestria (dos afios). El primer y segundo semestre (2004-
2005) estuvo destinado a la construccion del proyecto, el tercero y parte del cuarto
(2005-2006) dedicados al trabajo de campo. Parte del cuarto y un quinto semestre
extra estuvo destinado al andlisis y sistematizacion de los datos obtenidos y a la

redaccion del informe de la investigacion.

Poblacién

La poblacién participante en este estudio estuvo integrada por 66 profesores y
profesoras de segundo Yy tercer ciclo de la zona escolar de educacion primaria 045. Las
caracteristicas de la poblacion en cuanto a sexo (tabla 1), afios de servicio (tabla 2) y
preparacion profesional (tabla 3) esta dada a continuacion.

Del total de la poblacién el 60.6% son mujeres (40) y el 39.4% hombres (26),
segun se muestra en la tabla 2.

Tabla 4
Sexo de la poblacion

Mujeres | Hombres | Total
2do ciclo 18 11 29
3er ciclo 22 15 37
Total 40 26 66

Formacion profesional

De los 66 profesores participantes cuatro no dieron respuesta al cuestionario de
datos personales, de ahi que solo presento los datos correspondientes a los 62

profesores que si contestaron el cuestionario.

El 11.3% de los profesores participantes tienen un grado méaximo de estudios de
bachillerato, aunque algunos de ellos se encuentran estudiando la licenciatura en el

sistema semiescolarizado de la Universidad Pedagdgica Nacional (UPN). El 21% de la
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poblacion realizd6 sus estudios normalistas antes de 1984, cuando aln no era
licenciatura y entonces conocida como Normal basica, es decir, eran estudios a un nivel
medio superior como el bachillerado. El 58% de los profesores cuenta con una
preparacion de licenciatura, estudios realizados en Normales o en sedes de la UPN. El
4.8% de los profesores tienen estudios de maestria. Por dltimo, en la columna otro
incluyé a tres profesores, de los cuales dos cuentan con otras licenciaturas, uno en
contaduria y otro en derecho, y el Ultimo tiene 7 semestres de ingenieria y estudia la

licenciatura en educacion por la UPN (Tabla 5).

Tabla 5

Grado de estudio de la poblacion

Bachillerato | Normal | Normal | Lic. UPN | Maestria | Otro | Total

Béasica | (Lic)

2do ciclo | 4 10 7 6 0 0 27
3erciclo | 3 3 13 10 3 3 35
Total 7 13 20 16 3 3 62

Experiencia docente

La experiencia docente de los profesores la organicé en periodos de cinco afios
(Tabla 6), ya que son tiempos considerables en los que, seglin mi punto de vista, se van
alcanzando niveles de experiencia y mayor preparacion.

De los profesores de tercer ciclo el 94.6% (35) del total de la poblacién dieron
respuesta a la pregunta de los afios de experiencia docente. Del total de profesores que
contestaron el 20% (7) cuentan con una experiencia de entre 0 y 5 afos, el 43% (15) de
entre 5 a 10 afos, el 31% (11) de entre 11 y 15 afios, el 3% (1 profesor) de entre 16 y
20 y un 3% (1 profesor) con 27 afios de experiencia.

Los profesores de segundo ciclo cuentan con la siguiente experiencia: el 24.1%
tienen de entre 0 a 5 afios de experiencia; el 6.9% estan dentro de los 6 y 10 afios de
servicio; el 20.7% entre los 11 y 15 afios; el 6.9% entre los 16 y 20 afios y; el 41.4%

tienes mas de 21 afios de experiencia docente.



Tabla 6
Afios de servicio docente de la poblacion

0-5|6-10 | 11-15| 16-20 | 21-25 | 26-30 | 30-> | Total
2dociclo| 5 3 6 1 4 6 2|27
3er ciclo 7| 15 11 1 0 1 0|35
Total 12 18 17 2 4 7 2162
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En la poblacion de los profesores de segundo ciclo existe una considerable

cantidad que sobrepasan los 20 afios de servicio, lo que explica que varios hayan

realizado sus estudios antes de que la carrera de normalista fuera a nivel licenciatura.

Para el analisis cualitativo se tomaron del total de participantes los casos de los

cuales se contaba con mayor evidencia ademas de ser representativos del grupo y de

aquellos que fueron entrevistados (Tabla 7), por lo que en la siguiente tabla se

enumeran algunas caracteristicas de estos profesores.

Tabla 7

Casos del andlisis cualitativo

Sexo

Caso (M. F)

Estudios

Afios
de
servicio
docente

Grados atendidos en
Gltimos cinco ciclos
(2000-2005)

Experiencia
con los
problemas
resueltos
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Anos Grados atendidos en Experiencia
Sexo . de e : ) con los
Caso Estudios - ultimos cinco ciclos
M, F) servicio problemas
(2000-2005)
docente resueltos

00 |01 [02 [03- [04- T[N|F|D
- |- |- |oa |o5 T

1-C2 M Lic. Normal 13 3° | 6° |6° |4° 6° X X
7-C2 F Lic. Normal 9 1° | 2° | 6° |4° 5° X X
8-C2 M Normal Béasica 30 6° |5° |4° |1° 4° X X
50
60
9-C2 M Cursando UPN 2 3° 3° X X
21- M Normal Basica y 20 4° | 5° |6° |5° 5° X X
C2 Lic. UPN
22- F Nor. Basica y Lic. 29 X
C2 UPN
25- F Lic. Normal 10 2° | 2° | 1° | 2° 4° X[ X
C2
28- M Lic. UPN 15 5° | 6° |4° |4° 1°
C2 2°
29- F Normal Basica 6 1° | 2° | 1° | 2° 2° X
C2
11- M Lic. UPN 15 2° | 5° |6° |1° 2° X X
C3
27- M Lic. Normal 9 3° | 5° |2° |4° 6° X
C3
34- F Lic. Normal vy 9 6° | 5° |6° |1° 2° X X
C3 Normal Superior

Sup: auxiliar en la supervision escolar Dir: director de escuela T: trabajada NT: no
trabajada F: facil D: dificil

La numeracion de los casos en la primera columna de la tabla indica el nUmero
de caso segun ciclo en el que trabajaban en ese momento, por ejemplo: el 6-C3, indica
el caso 6 de tercer ciclo, el 22-C2 indica el caso 22 de segundo ciclo. Los casos

sombreados son a quienes se les hicieron las entrevistas. En la columna de experiencia

¢ Instituto Federal de Capacitacién del Magisterio, un sistema a distancia por correspondencia y cursos
semiescolarizados que duré6 de 1945 a 1971 con profesores que s6lo contaban con educacién primaria
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con los problemas resueltos se identifica si ya habian trabajado los problemas que

resolvieron.

Eleccion y elaboracion de los instrumentos de inves tigacion

A diferencia de los trabajos centrados en creencias 0 concepciones, el presente
estudio esta centrado en el hacer de los sujetos y no en el decir o en la parte descriptiva
de conceptos. Ahora bien, la parte narrativa también tuvo un papel muy importante,
pero solo para describir las acciones realizadas por el sujeto, de tal manera de
profundizar en las interpretaciones hechas por los sujetos al ejecutar acciones.

La elaboracion de los instrumentos partio de un analisis curricular sobre el
contenido de razon y proporcidon en la escuela primaria, seguido de la construccién del
cuadernillo de lecciones de los libros de texto (cuestionario) y del disefio de guiones

para las entrevistas clinicas.

Analisis curricular

Para la seleccion de tales tareas existio la necesidad de analizar el programa de
estudios de educacion primaria y los libros de texto (Ver anexo 1), ademas de la
revision bibliografica. El andlisis curricular, cuyo objetivo fue el comprender el
tratamiento que se da al contenido de razon y proporcién en el programa, asi como las
caracteristicas de las tareas propuestas en los libros de texto gratuitos, aporto las
herramientas esenciales para la elaboracion del principal instrumento de investigacion:
el cuadernillo de lecciones seleccionados de los libros de texto a ser resueltas por los
profesores. Para este analisis revisé los libros cuarto, quinto y sexto, que es donde
declara el Programa de Estudios se aborda el tema de razén y proporcion.

Esta revision del programa me permitié tener claridad del como y el qué se
propone abordar del contenido de razén y proporcion en la escuela primaria teniendo en

cuenta la continuidad, secuencia e integracion de dicho contenido



64

El cuestionario

Este instrumento tuvo dos posibilidades: Una fue retomar problemas planteados
en otras investigaciones; la segunda fue elaborar problemas similares a los planteados
en los libros de texto y; la tercera fue la aplicacion de los problemas planteados en los
propios libros de texto.

En principio nos parecio viable la primera opcion y se aplicO un cuestionario a
profesores del Distrito Federal, sin embargo los resultados obtenidos no fueron
convincentes, daban cuenta de los conocimientos del profesor para resolver problemas
de razdén y proporcién, pero no podia afirmarse el desconocimiento para resolver los
problemas que se plantean en el aula, asi que optamos por poner a los profesores ante
las propias lecciones de los libros de texto, con lo que garantizamos tener evidencia
mas confiable sobre el conocimiento del profesor para resolver los problemas que
plantea y resuelve en clase con sus alumnos, dada la importancia del libro de texto para
el desarrollo de la clase, es mas, es sobre el cudl se articula la practica docente.

Seguido a esta decision, seleccionamos las lecciones y problemas posibles de
ser aplicados a los profesores, lo que llevo a la elaboracion de un cuadernillo con todas
las lecciones incluidas en los libros de texto y que su contenido, declarativo en el
mismo, fuera sobre razon y proporcion. El cuadernillo quedd constituido por un total de
26 lecciones, esta condicion hacia imposible que todas fueran resueltas por los
profesores, sin embargo no se descart6 la idea. De esta manera quedo constituido el
principal instrumento de la investigacion.

Este instrumento elaborado lo consideré un cuestionario porque consta de
preguntas que tienen las caracteristicas de preguntas abiertas y cerradas. Cerradas
porque la solucion a cada tarea es Unica; abiertas porque el procedimiento a seguir esta
a la eleccion y posibilidades de cada sujeto.

Una vez construido el instrumento anterior se elaboraron otros complementarios:
un cuestionario sobre datos personales, experiencia docente y formacion profesional;
otro cuestionario abierto para identificar los temas y lecciones de matematicas que les
han parecido faciles y dificiles durante su experiencia docente en la educacion primaria.

Otra inquietud que consideramos importante fue la de valorar la experiencia que

los profesores tenian con las lecciones incluidas en el cuadernillo, fue entonces que
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elaboramos etiquetas con las leyendas facil, dificil, trabajada y no trabajada para que

fueran colocadas por los profesores antes de resolver las tareas de las lecciones.

La entrevista

Como ultimo instrumento disefiado fue la entrevista clinica con el fin de
profundizar en las interpretaciones de los profesores y de dar sustento al analisis
cualitativo de la investigacion.

Este instrumento fue elaborado después de la aplicacion del cuadernito, ya que
se disefid con base en la evidencia plasmada en él. La entrevista disefiada fue
semiestructurada, ya que se tenian preguntas principales a partir de las cuales se

desarrollarian otras en el momento.

Aplicacion de los instrumentos de investigacion

Para llevar a cabo la aplicacién de los instrumentos pensamos en la posibilidad
de reunir a los profesores. De esta manera iniciamos el acercamiento con la supervisora
de zona escolar, a quien se le plantearon los propdésitos y acciones a realizar con los
maestros. Fue entonces cuando se acordd con la supervisora organizar unos talleres
sobre ensefianza de las matematicas de tres dias y aprovechar para aplicar los
instrumentos de investigacion.

Esta estrategia nos permitié tener una relacion mas cercana a los profesores y

con lo que tuvimos el apoyo para aplicar instrumento.

Primera fase de aplicacion de instrumentos

En acuerdo con la supervisora se decidio llevar a cabo la primera fase de
aplicacion al inicio del ciclo escolar 2005-2006, en las fechas de los Talleres Generales
de Actualizacion (TGA). La manera en que se organizan los profesores para los cursos
es por ciclos: el primero compuesto por primero y segundo grados; el segundo por
tercero y cuarto grados y el tercero por quinto y sexto grados. Esta situacién permiti6 el
trabajo con los profesores a los que nos enfocamos.

Puesto que los talleres iban a ser coordinados por mi asesora y yo, decidimos no
tratar temas de razon y proporcion, ya que éste era el tema a indagar y era necesario



66

no incidir en el conocimiento de los profesores en ese momento, de tal forma que las
respuestas a las lecciones del cuadernillo dieran las pautas del dominio de los
profesores sobre el tema.

El taller estuvo organizado de la siguiente manera: la duracién fue de cuatro
horas diarias, en un periodo de tres dias. La primera hora del taller estuvo destinada a
contestar los cuestionarios de indagacion y el demas tiempo estuvo destinado a
desarrollar las actividades especificas del taller.

Durante este primer taller los profesores contestaron el cuestionario de datos
personales y cuatro lecciones del cuadernillo elaborado. Durante la resolucion de los
problemas contenidos en las lecciones, se pididé a los profesores que el trabajo fuera
individual y que plasmaran sus respuestas y procedimientos con boligrafo. La primera
peticibn no se cumplié al cien por ciento ya que fue imposible impedir la interaccion
entre profesores. La segunda peticion tampoco fue conseguida al cien por ciento, ya
que hubo profesores que no contestaron debido a que faltaron algun dia, llegaron tarde
0 Nno quisieron.

En la aplicacion del cuadernillo existieron factores que impidieron fueran
contestados todos los problemas de las lecciones aplicadas. Uno de estos factores fue
el tiempo destinado a la resolucién de los problemas, lo que pudo haber ocasionado
gue algunos profesores no terminaran de contestar, sin embargo fue necesario poner
un limite, puesto que cuando la mayoria ya habia acabado de resolver el problema
comenzaban a comparar o comentar sus resultados, o que podia provocar borrar y
cambiar sus procedimientos o resultados, entonces se opt6é por la decision de no dar
mas tiempo, aun con el riesgo de que algunos no terminaran.

En esta primera fase también se aplicaron dos cuestionarios complementarios:
uno de datos personales, experiencia docente y formacion; el otro fue aquel destinado

indagar los temas que les han parecido dificiles durante su experiencia docente.

Primer andlisis de datos

En los dias posteriores a la aplicacion se revisaron los cuestionarios aplicados.
Respecto al cuestionario de datos personales identificamos casos de profesores que no
habian otorgado sus datos personales y por lo tanto era necesario recuperarlos en la

siguiente fase de aplicacion. En relacion a la parte del cuestionario que preguntaba
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sobre qué temas recuerdan, durante su experiencia docente, les eran dificiles, las
respuestas eran muy variadas y dificiles de sistematizar por ser abiertas, ademas
mostraban pocos elementos valiosos; las respuestas indicaban que los temas de
razon, la proporcién, las fracciones, conversiones, areas, volimenes eran contenidos
que a la mayoria de profesores les resultaban complicados.

Respecto a las respuestas del cuadernillo identificamos casos con respuestas
incompletas o sin contestar. Ante esta situacion acordamos dejarlas asi, puesto que ya
habia comenzado el ciclo escolar y pudieron haberlas trabajado en clase, y por lo tanto
ya no corresponderia al conocimiento que en aquel momento de aplicacién tenian esos
profesores. Este andlisis del cuadernillo también tuvo la finalidad de elegir a los
candidatos a entrevistar.

Después de haber revisado las lecciones contestadas, fue evidente que no era
posible preguntar sobre todas, por lo que tuvimos que elegir algunas, las que resultaron
mas relevantes, en cuanto a la evidencia mostrada, asimismo en cuanto a la estructura
y demanda de los problemas. A partir de este andlisis se contemplaron 16 profesores
candidatos a ser entrevistados, seleccionados a partir de sus respuestas Yy
procedimientos, también que fueran representativos de la poblacion. Sin embargo, las
entrevistas se harian segun la disposicion de los profesores, por lo que se tenia en
mente la posibilidad de entrevistar a menos y posiblemente a algunos no previstos.

Seleccionados los sujetos y las tres lecciones sobre cuéles preguntar se elaboro

el guion de la entrevista y se planeé la siguiente fase de aplicacion.

Segunda fase de aplicacion de instrumentos

La segunda fase de aplicacion se dio en el mes de noviembre de 2005, y al igual
que en la primera fase, la forma de obtener los datos fue mediante otro taller. Durante el
taller destinamos tiempo a conseguir datos personales faltantes de algunos profesores y
a resolver otras lecciones del cuadernillo, pero lo esencial de esta segunda etapa fue la
aplicacion de entrevistas. La forma en que se procedié fue mediante una invitacion a los
profesores seleccionados con anterioridad, a la cual algunos aceptaron y otros no.
Finalmente las entrevistas se llevaron a cabo con 9 profesores.

En la planeacion para la aplicacion de las entrevistas decidimos que fuera en

parejas porque consideramos que de esa manera se daria la confrontacion de ideas y
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habria mas riqueza de datos para analizar. También las entrevistas serian
audiograbadas y realizadas en tiempo fuera del taller, circunstancia que no permitié que
fueran entrevistados algunos profesores debido a la falta de tiempo de que disponian.
Durante la primera entrevista nos dimos cuenta que, aunque por momentos
habia confrontacién de ideas, en la mayor parte del tiempo predominaba la opinién de
un profesor, siendo aceptada por el otro. Esta situacion provoco algunos cambios,
seguir con las entrevistas en pareja, pero con el cambio de que cada profesor tendria
que dar respuesta por separado y luego, si se diera la ocasion, discutir y comparar
respuestas. Esta modalidad dada nos llevo a tener entrevistas individuales mas que

como se habia pensado.

Segunda y ultima fase de analisis

La informacion recopilada fue muy abundante, debido a esta circunstancia y al
tiempo fue necesario hacer una seleccion para el andlisis de este reporte. Con base en
los datos obtenidos a través del cuadernillo de lecciones y de las entrevistas hechas,
decidimos reportar los datos de la leccién llamada “con el mismo sabor”, la cual fue una
de las que, por las respuestas de los profesores, resultaron mas interesantes para el
analisis. Otra razoén por la cual la eleccion de mostrar estos datos se debio a las propias
caracteristicas de los problemas planteados en la leccion.

Por ultimo, falta sefialar que la revision bibliografica fue una actividad constante
en todo el proceso de la investigacion basada en las necesidades y circunstancias a
gue nos enfrentamos en cada momento: la elaboracién del proyecto, su ejecucion y la
redaccion de este informe.

Reconozco la existencia de debilidades en la metodologia del trabajo, como las
referidas a la aplicacion de instrumentos, ya que fue imposible controlar del todo las
variables pretendidas. Sin embargo, el analisis fue realizado minuciosamente apoyado
en los referentes tedricos y empiricos, de tal forma de lograr la validez interna del
trabajo.

Asi como existen debilidades en el estudio, existen fortalezas, como lo es
indagar cualitativamente el conocimiento del profesor sobre un contenido que ensefia:
razon y proporcion; asimismo el valerse de las lecciones de los libros de texto, principal

referente para el desarrollo de la clase del profesor, lo considero un acierto.
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Seguramente existen mas fortalezas, al igual que debilidades, pero es mejor dejarlo a
criterio de los lectores.
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Procedimientos empleados por los profesores en la r esoluciéon de problemas de

razdn y proporcion

Los datos presentados a continuacion pertenecen a los cuatro problemas
planteados en la leccidn “con el mismo sabor” del libro del alumno de quinto grado de
educacion primaria. Para un mejor manejo de los datos conservé la numeracién de los
problemas como los presenta la leccion. La leccion esta dividida en 3 apartados: el
primero lo dividi en tres partes debido a las condiciones del problema (Problemas 1a,
la’ y 1b), el segundo y tercero apartados quedaron numerados igual a como estan en
la leccion (Problema 2 y 3).

La forma de clasificar las estrategias de solucién de los problemas fue con base
en las clasificadas por otros investigadores, sin embargo no consideré todas, sino solo
las que coinciden con las encontradas en el presente informe de investigacion:

VU= valor unitario

R-3= regla de tres

AD-= estrategia aditiva incorrecta.

I= Generacion de pares equivalentes. Apelan a la conservacion de la suma o de
las razones internas para generar pares equivalentes.

NV= estrategia no visible. Se trata de profesores que dieron la respuesta, pero no
desarrollaron su procedimiento.

NC= sin respuesta. Son los profesores quienes no dieron respuesta al problema.

Debido al hecho de trabajar con dos grupos de profesores, uno de segundo ciclo
(tercero y cuarto de primaria) y otro tercer ciclo (quinto y sexto grado de primaria)
agregué a la clasificaciéon el nimero 2 y 3 para indicar el ciclo al que corresponden las
respuestas de los profesores. Por ejemplo VU2 indicar la estrategia de valor unitario
utilizada por profesores del segundo ciclo.

La forma de presentacion de los datos esta estructurado de la siguiente forma:
Caracteristicas del problema, datos cuantitativos de las respuestas de los 66
participantes y los datos cualitativos de 9 casos particulares con quienes se hicieron

entrevistas y otros casos que mostraron procedimientos ilustrativos.
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Problema lay la’

En la escuela de Juan estan preparando agua de distintos sabores para la
kermés.

Para hacer naranjada, en la olla color crema se pusieron 40 naranjas y 4 tazas

de azucar. ¢Cuéntas naranjas y cuanta azucar deberan poner en la olla color

azul para que la naranjada tenga el mismo sabor que la de la olla color crema?

(libro de texto, 5to, p. 108).

1. En la escuela de Juan estdn preparande agua
de distintos sabores para una kermés.

Para hacer naranjada, en la olla color crema
se pusieron 40 naranjas y 4 tazas de aziicar.
:Cuéntas naranjas y cuanta azicar deberan
poner en la olla color azul para que la
naranjada tenga el mismo sabor que la de
la olla color crema?

Figura 1. Problema del libro de texto de quinto grado 1a y 1a' de valor faltante

Para fines del analisis el problema lo dividi en 2 partes: 1la (cantidad de naranjas)
y 1a” (cantidad de azucar) debido a que es un problema de proporciéon multiple de valor
perdido, que demanda dos respuestas de muy clara y diferenciada complejidad. La
representacion de los datos del problema los muestro en la Tabla 8 para identificar a
detalle las caracteristicas del mismo:

El problema involucra cantidades continuas (litros de agua) y discretas (botellas,

naranjas) como puede apreciarse. Para hallar la cantidad de naranjas la razén externa
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es entera (10 litros a 40 naranjas o 5 botellas a 40 naranjas) y razon interna fraccionaria
(6 a 10 0 3 ab) con la cual podria hallarse la cantidad de naranjas, pero es una relacion
que no fue utilizada en la resolucion del problema. Por otro lado, en la segunda parte
del problema (1&’) tanto la razén interna como externa son fraccionarias (4 a 10,4a5o0
6 a 10). El contexto del problema es de mezcla, lo que provoca la construccion de
relaciones funcionales mas que a utilizar relaciones escalares porque los datos (40
naranjas para 10 litros) asi lo sugieren. Esto se vio reflejado en los resultados, ya que

los profesores no recurrieron a relaciones escalares, las cuales pudieron haberse

aplicado.
Tabla 8
Estructura numérica del problema lay la’
Agua
Litros o botellas | naranjas | az(car
10 5 40 4
6 3 ? ?

La presentacion detallada de todas las relaciones posibles entre los datos del
problema, dan pauta para hacer consideraciones en las respuestas de los profesores.
Primero, para hallar la cantidad de naranjas son varias las posibilidades de relacién,
una de ellas es la funcional: de 10 a40 05 a 40 (4 o 1/4, 8 0 1/8), es decir a cada litro
le corresponden 4 naranjas o a cada botella le corresponden 8 naranjas; sus inversos
indican que por cada naranja le corresponde un cuarto de litro o un octavo de botella.
También se pueden establecer relaciones escalares, es decir, entre las magnitudes de
la misma especie: la relacién de 6 a 10 (6:10::3:x 0 10:6:x:3) o biende 3a 5 (3:5 0 5:3).
La aplicacion de cualquiera de las razones es viable para hallar la cantidad de naranjas,
pero solo algunas se aplicaron.

Con la cantidad de azucar sucede lo mismo. La relacion funcional posible es
azucar/litros (4/10 o 10/4), también azlcar/botella (4/5 o 5/4); o bien las mismas
relaciones escalaras mostradas para la cantidad de naranjas (10:6::4:x 0 6:10::x:4).

También existe la posibilidad de trabajar con otras relaciones una vez hallada la
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cantidad de naranjas o azucar. Por ejemplo, hallada la cantidad de naranjas (24) para la
olla azul, puede relacionarse tazas/naranjas (40:4::24:x), naranjas/naranjas (40:24::4:x)

0 Sus inversos.

Cuantificacion de respuestas y estrategias

Los datos cuantitativos que arrojan las respuestas de los 66 profesores
participantes en la investigacion se muestran en la Figura 2.

En ellas puede apreciarse las respuestas correctas, las incorrectas y quienes no
dieron respuesta (NC), aunque en algunos casos existieron procedimientos sin
respuesta final. De los 66 profesores el 86.4% (57 profesores) obtuvieron una respuesta
correcta, no hubo respuestas incorrectas y 13.6% (9 profesores) no contestaron por
causas desconocidas. Pero contabilizando solo los profesores que contestaron, el 100%
de ellos obtuvo una respuesta correcta. Tal situacion muestra que ante el problema de
hallar la cantidad de naranjas no tuvieron mayores dificultades debido a que, segun las
caracteristicas de la primera parte del problema, se trabajé con relaciones funcionales
donde la razon es entera (10 a 40 o 5 a 40) y por tanto el valor unitario obtenido
también.

Dado el trabajo con profesores de dos ciclos, presento los resultados
desglosados de esa manera. En el caso de los profesores de segundo ciclo que
participaron, el 86.2% obtuvieron una respuesta correcta, ninguna incorrecta y el 13.8%
no contestd. Pero de los que contestaron el 100% contest6 correctamente al problema
la (cantidad de naranjas).

En el tercer ciclo varia un poco la situacién, del total de profesores que
participaron (37), el 86.5% (32 profesores) resolvié correctamente, nadie dio una
respuesta incorrecta y el 13.5% no contest6. Del numero de profesores que
respondieron el 100% (32) lo hizo correctamente.

Es notorio el alto porcentaje de los profesores que exitosamente hallaron el valor
de la cantidad de naranjas para la olla azul de naranjada. Pero la situacion cambia
cuando se trata del manejo de razones fraccionarias. Esta situacion es evidente en la

dificultad que tuvieron los profesores para hallar la cantidad de azlcar (1a).
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Resolucién del problema lay 1a'

32
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correcto incorrecto N.C 2do correcto 3er incorrecto N.C 3er
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Figura 2. Respuestas al problema 1ay 1a'.’

Del total de quienes participaron, el 65.1% obtuvo una respuesta correcta, el
15.1% incorrecta y el 19.7% no contestdé. En comparacién con la pregunta 1la, el
porcentaje de quienes no contestaron aumentd en un 6%, lo que sugiere que ese 6%
que si contesto el anterior problema prefirid no hacerlo, también puede suponerse que
fue debido a la complejidad de las relaciones involucradas para hallar la cantidad de
azucar (razones fraccionarias).

Al considerar sélo a los que contestaron (53 profesores), en comparacién con los
porcentajes del total de participantes (66), el éxito aumenta, pero también el fracaso: el
81.1% obtuvo un resultado correcto y el 18.7% obtuvo una respuesta incorrecta. Hay
que hacer notar que asi como aumenta el éxito en un 16.3% al no tomar en cuenta a
quienes no contestaron, también aumento el fracaso en 3.6%. El eliminar a los que no
contestaron y solo tomar en cuenta a los que si lo hicieron muestra con mayor precision
el éxito y el fracaso en hallar el resultado pedido, porque de quienes no contestaron no
podemos saber a ciencia cierta lo que paso, solo suponer. Sin embargo, debido a la
forma presencial en que se realizé el cuestionario puedo afirmar que algunos profesores

no contestaron el cuestionario porque no pudieron y algunos simplemente no quisieron.

7 Las letras N.C sefiala los casos sin respuesta y los numeros ordinales 2do (tercero y cuarto grgd®r (quinto
y sexto grados) indican el ciclo escolar en quens®ntraba laborando los profesores participantes.
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La revision de las respuestas por ciclos al problema 1a también muestra datos
interesantes. En el segundo ciclo, del total de participantes el 55.2% (16 profesores)
obtiene una respuesta correcta, el 27.6% (8) incorrecta y el 17.2% (5) no contesto. Del
total de quienes respondieron el 66.6% responde correctamente y el 33.4%
incorrectamente. En el tercer ciclo el 73% (27) da una respuesta correcta, el 5.4% (2)
incorrecta y el 21.6% (8) de los profesores no respondié. De los 29 profesores que
contestaron, el 96% contesto de forma correcta y el 4% no. Nuevamente es visible el
aumento de profesores que no contestaron, o que da mas evidencia que tal situacion
fue debido al aumento de la complejidad del problema, ya que demandd el uso de
razones fraccionarias.

Los datos mostrados sobre la resoluciéon al problema 1ay 1a’ dan cuenta de los
profesores que resolvieron el problema, sin embargo mi experiencia en la aplicacion del
cuestionario me permiti6 observar cosas que, de alguna manera, pueden hacer
desconfiar del éxito obtenido por algunos profesores. En una revision detallada de las
respuestas de los profesores para categorizar las estrategias utilizadas, como se
muestra en la tabla 15 y gréfico 2, hubo quienes no registraron ninguin procedimiento
(N.V), pero colocaron respuestas correctas, especificamente el 22% (15 profesores de
los 66). Desde mi punto de vista y experiencia, pudo haber existido copia de respuestas
en el problema 1a’, debido a la mayor complejidad de la relacién fraccionaria. Por otro
lado, el no registrar el procedimiento en el caso del apartado 1a, podria deberse a
facilidad de esa parte del problema, ya que no hubiese sido necesario la elaboraciéon
escrita del procedimientos.

Del analisis de los procedimientos implementados en la solucién al problema
surgieron resultados que muestran la frecuencia y el tipo de estrategias (Figura 3)
utilizadas por los profesores, asi como los recursos de los que se valieron para hallarlo.
Respecto a las estrategias usadas debo aclarar que aun dentro de una misma
estrategia existen variantes en funcién de los recursos y operaciones utilizadas en sus
procedimientos, tal situacion es notoria en el apartado de datos cualitativos de cada
problema. Ante la demanda del problema de hallar el nimero de naranjas para la olla
azul el 63.6% (42 profesores) lo hicieron mediante el uso de la estrategia de valor

unitario (V.U), ya fuese naranjas por litro (4 a 1) o naranjas por botella (8 a 1), existi6é un
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caso donde se utilizé la regla de tres y casos donde no se muestra el procedimiento o

quienes no contestaron.

ESTRATEGIAS PROBLEMA lay la'
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20 —l
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1
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estrategia

Figura 3. Estrategias empleadas en la solucion al problema lay la&’

Para hallar la cantidad de azucar (Ia’) para los 6 litros de agua (3 botellas), varia
un poco el uso de las estrategias respecto a la primera tarea (1a): El uso del valor
unitario se dio en un 40.9% (27 profesores), mientras que en un 63.6% (42) en el 1a; el
uso de la regla de tres tuvo una frecuencia de un 19.7 % (13) en comparacion con el
1.5% (1) de la primera parte; el nUmero de los que no muestran su estrategia fue de
24.7% (16) con un 22.7% (15) del 1a y; aumentaron los profesores que no contestaron
de 8 (12.1% en el 1a) a 10 (15.1% en el 1a).

La aparicion del uso de otras estrategias o el aumento de quienes no contestaron
refleja que los profesores se vieron obligados a la busqueda de otras formas de
solucion, las cuales pueden no haber sido conocidas por ellos, sino creados al momento
0 copiados del trabajo de algunos de sus comparieros. En el caso de la busqueda de la
cantidad de azucar el hallar el valor unitario no resulté tan sencillo, lo que obligé a los
sujetos a la busqueda de variedad de recursos, lo cual es mas visible en el andlisis a

detalle de algunos casos.
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Andlisis cualitativo de los procedimientos utilizados

Lo mostrado en los resultados cuantitativos, dejé ver que las estrategias
utilizadas en el primer problema por los profesores fueron: el valor unitario y regla de
tres, cada una con sus variantes.

Las estrategias utilizadas por los profesores al resolver problemas de razon y
proporcion ya estan clasificadas por investigadores, sin embargo no todas emergen
ante una clase de problema, sino que existe cierta dependencia con las caracteristicas
del problema y del conocimiento de los sujetos. Esta situacion se refleja en lo hecho por
los profesores a lapiz y papel y después narrado en la entrevista por los profesores

participantes.

Valor unitario

La estrategia de valor unitario es hacer corresponder la cantidad por unidad para
cualquiera de los dos términos de una razén, siempre y cuando se trate de una relacion
funcional o externa. Por ejemplo: de 10 litros de agua para 4 tazas de azlcar, puede
obtenerse la cantidad de agua por cada taza o la cantidad de azlcar por cada litro. Sin
embargo, Lamon llama unidad de referencia a un conjunto que se corresponde con
otro, a partir del cual se construye la solucion al problema. Es decir, se trata de un valor
no estrictamente unitario, bien podrian llamarseles subunidades (p.ej. a 1/2 litro le
corresponde 1/4 de taza de azucar) o multiunidades (p. €j. 2 litros para 8 naranjas).

El caso 6-C3 menciona que obtiene la cantidad de naranjas a partir de una

division entre el numero de naranjas y el de botellas (valor unitario).

Entrevistador (Ent): ¢ Este ocho como lo sac6? (el 8 que puso en las botellas)
Entrevistado 1 (E1): (se queda pensando)

Entrevistado 2 (E2) jYo si se! Mira, dividiste los cuarenta... dos....

E1l. Eran sesenta y tantos

E2. Para sacar el ocho cada, cada...

E1l. Porque estos cuarenta, cuarenta naranjas... lo dividi. Y cdmo son cinco...
E2. Botellas

E1l. Botellas, le pusimos ocho
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E2. Cuarenta entre cinco(...)

E1l: Eran 40 naranjas, entre cinco envases, les toca de a 8 naranjas por envase,

que si fuera por litros, le tocarian 4 naranjas por litro... ¢no?
Ent: Umju...

E1: Ocho naranjas por dos litros... (Entrevista LUPVIA101105, pp. 2, 3).

' naranjada, en la olla color crema
se pusieron m@ ¥ 4 tazas de-azacar.
;Cuantas naranjas § cuanta azdcar deberan
poner en la olla CM para que la
naranjada tenga el mismo_sabor que la de
la olla color crema?

Naraa a Qcd = .Y V‘la.'o,n‘g‘&.}:
B »no

2

= ] )
b | NP'ara hace

RT7IC Qlecrac &= A s
3

Se tienen 56 limones para hacer d
de agua fresca. A una le caben 4 litros de
agua, a la otra le caben 3. ;Cuantos limones 7/ ’
deberan ponerse en cada olla para que toda

el agua tenga el mismo sabor? ST e Y

gl =" 372 VtwmonesS SR 31,,
=2k Z 29 limow-e > : ) /’/5
~ '-‘ Lj X :/k"’ £
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Figura 4. Procedimiento del caso 6-C3 al problema ay a’
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En la Figura 4 se muestra el procedimiento seguido por la profesora, vemos
como coloca el nimero de naranjas que corresponde a cada una de las botellas,
también coloca que 4 naranjas corresponde a un litro, es decir, obtiene el valor unitario
por botella y por litro. A partir de la obtencion del valor unitario de naranjas por botellas,
realiza la multiplicacion de 8 por 3 y asi obtiene el nidmero de naranjas que
corresponden a la naranjada de la olla azul. De acuerdo a los planteamientos de Lamon
(1996), la profesora obtiene dos unidades de referencia a partir de las cuales llega al
resultado, pero solo usa una: la primera relacion es de un litro con su correspondiente
cantidad de naranjas (4 a 1); la otra es una unidad compuesta de dos litros (una botella)
con su correspondiente cantidad de naranjas (8 a 2), en el caso de esta maestra eligio
el de 8 a 2.

Asi como lo describe en la entrevista y lo muestra en el cuadernillo, no tuvo
mayor dificultad hallar el resultado, pero también es evidente el amplio apoyo en la
representacion gréafica, el colocar la cantidad de naranjas en cada envase es una
muestra del apoyo visual que necesita para deducir que la multiplicacion es 8 por 3. La
profesora da evidencia de saber que el valor unitario es la estrategia para hallar el valor
perdido de la proporcién. Esto lo consigue sin mayores dificultades puesto que la razén
es entera.

En 8 de los 9 casos el procedimiento para obtener el valor unitario fue la division
de las naranjas entre el nimero de botellas o litros, para luego ser multiplicado o
sumado y hallar la cantidad de naranjas para la olla azul. Una diferencia entre los
procedimientos fue que algunos se apoyaron colocando el nUmero de naranjas en cada
botella para luego sumar y otros sélo aplicaron el algoritmo de la multiplicacion.

La situacion cambio cuando se traté de hallar la cantidad de azucar, ya que las
razones implicadas eran fraccionarias, debido a lo cual se aplicaron una mayor variedad
de estrategias y de recursos. Ante esta segunda parte del problema la estrategia del
valor unitario ya no fue tan sencilla y aunque el razonamiento era correcto, los
procedimientos y operaciones aplicados no resultaron del todo faciles para hallar el
valor buscado. Por tal motivo hubo casos que no dieron con la solucion al problema.

En la Figura 2 se mostré que el éxito en resolver el problema disminuyé al

tratarse de hallar la cantidad de azucar. El trabajo con razones fraccionarias (10:4, 5:4)
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resulté ser motivo de mas errores y dificultades, lo que provocoé la busqueda de otros
procedimientos y estrategias de solucion. Aunque en el analisis de los datos del
problema se evidencia la posibilidad de que los profesores hubieran considerado
razones enteras, como podria ser la relacion de naranjas con el azucar (40:4), sélo fue
tomada en cuenta en dos casos.

La estrategia de valor unitario, aunque menos, fue recurrente en la solucion a la
segunda parte del problema para hallar la cantidad de azucar. Los casos 6-C3 y 32-C3
son ejemplos del uso de esta estrategia y asi lo muestran en su cuadernillo y cuando se
les pregunto sobre como llegaron a la obtencion de la cantidad de azucar:

E2. jUmm, umju;j ... cuatro tazas de azucar entre cuarenta naranjas, que serian.

O también daria lo mismo cuatro tazas de azucar entre, dos, cuatro, seis, ocho,

idiez! (contando los litros de las botellas) Me sale a punto cuatro. Este es el

azucar, el azucar va a ser cuatro décimos.

E1. Umju.

E2. ¢SI? Punto cuatro en decimales. (Se cruzan las respuestas al mismo tiempo)

E1l. Apenas cuatro décimos

E2. O cuatro décimos. jEso es Azlcar! Yo siempre uso mucho la division.

Entrevistador: Y ya entonces, ¢cuanto es para la... qué cantidad es para ésta (la

olla azul)?

E2: Para esa son... este, cuatro décimos.

E1: Pero cuatro décimos por uno (botella) ¢no? Méas cuatro décimos, mas cuatro

décimos (son tres botellas)

E2: Umju. jPor cada litro eh! Porque yo lo hice aqui por cada litro. Cuatro

décimos cada...litro.

Entrevistador: Pero aqui le pregunta por...

E1l. Por seis litros.

E2: Entonces serian...

E1l: Serian dos tazas cuatro quintos. (ENTREVISTA LUPVIA101105, pp. 5,6).
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Figura 5. Procedimiento del caso 32-C3 al problema ay a’

La estrategia usada es el valor unitario y segun se visualiza en la Figura 5y en lo
que narra la profesora realiza dos divisiones en la parte inferior de las botellas, una para
hallar el valor unitario de cantidad de azUcar por botella y también cantidad de azlcar
por litro. Sobre la imagen del botellon de agua se aprecia la multiplicacion de los 6 litros
de agua de la olla azul por la cantidad de azucar por litro. Luego el caso 32-C3 plantea
haber convertido los decimales a fracciones, por lo cual el resultado lo escribe de

manera decimal y en fraccion.

E2. Serian dos quintos, ya pasandolo...serian dos quintos simplificando...
E1. No porque dos son dos tazas, namas que el cuatro ¢qué seria?

E2. Décimos. Dos enteros con cuatro décimos.

El. ¢Por qué décimos?
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E2. Por la ubicacion. Yo siempre me ubico, décimos, centésimos, milésimos
(sefialando el valor posicional de los ndmeros decimales) y...asi me ubico.
¢, Como se llama la otra?

Entrevistador. Diezmilésimos.

E2. Diezmilésimos.

El. ;O sea que son décimos?

E2. Dos punto cuatro en decimal y dos punto cuatro en fraccion... ésto es lo
mismo. Esto es igual a dos...cuatro décimos, o es lo mismo, igual a dos quintos.
Dos enteros con dos quintos. Esto y esto es lo mismo (se refiere a las cantidades
de 2.4y 2 2/5) ya simplificadas. (ENTREVISTA LUPVIA101105, pp. 7-8)

En el fragmento citado, mientras la profesora caso 32-C3 tiene claro el valor
posicional de los decimales, la profesora caso 6-C3 no, por lo cual se muestra
confundida ante lo hecho por su compafera. Esta dificultad, no relacionada con el
razonamiento proporcional, es el representar en fraccion los decimales, parece no
comprender por qué punto cuatro es igual a cuatro décimos “No porque dos son dos
tazas, ¢namas que el cuatro qué seria?”

Asi como la profesora muestra dificultad en comprender la conversién entre
decimales y fracciones, también dejo claro la dificultad de trabajar con unidades no
convencionales: En la parte inferior de la olla azul (Figura 4) coloca unas cantidades en
gramos, debido a que la profesora habia convertido las tazas de azlucar a gramos, ya
que sefalé que en la cocina se ocupan tazas con capacidad de 250 gramos y como
fueron cuatro tazas, entonces utilizaron un kilogramo de azlcar. Esa era la forma en
que la profesora estaba resolviendo el problema, pero luego observo y escucho el
trabajo de otros, lo que la hizo cambiar su procedimiento. Esta explicacion la dio la
maestra en los dias que se aplicé el cuestionario (cuadernillo), ya que comentaba con
una compafiera y me acerqué a escuchar.

Son 4 tazas de azucar para 10 litros o 5 botellas, entonces para 6 litros o 3
botellas ¢cuanta azlcar es? Tras la experiencia de la maestra en los quehaceres de
cocina, trata de trasladar el problema a un contexto cotidiano a ella. Las tazas no

representan una unidad de medida para ella, por lo que cambia las tazas por gramos de
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azucar. Este caso ejemplifica que el contexto del problema puede provocar conflictos
para interpretarlo y resolverlo.

Un procedimiento distinto, pero con la misma estrategia de valor unitario, fue
observado en el caso 7-C3, licenciada en educacién por la UPN y con estudios de
maestria. En el trabajo frente a grupo lleva un tiempo de 13 afios, de los cuales 2 han

sido con quinto grado y uno con sexto.

La profesora se valié de los dibujos (Figura 6) para representar los datos del

problema. Utiliza el dibujo de las tazas para poder hacer el reparto y hallar la cantidad

de azucar por botella.

Para hacer naranjada, en la olla color crema
se pusieron 40 naranjas y 4 tazas de azdcar.
:Cuantas naranjas y cuanta aztcar deberan
poner en la olla color azul para que la
naranjada tenga el mismo sabor que la de
la olla color crema?
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Se tienen 56 limones para hacer dos ollas
de agua fresca. A una le caben 4 litros de
agua, a la otra le caben 3. ;Cuantos limones
deberan ponerse en cada olla para que toda
el agua tenga el mismo sabor?
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Figura 6. Procedimiento de caso 7-C3 al problema ay a'

Entrevistador: Y usted maestra ¢cémo encontro?
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Entrevistado 3 (E3): jMire! Dos litros de agua le agregamos cuatro quintos
de...azlcar.

Entrevistador. ¢ Cuatro quintos de azucar?

E3: Cuatro quintos de azucar. Porque lo hicimos asi en dibujito. Dibujamos
nuestros cuatro...nuestras cuatro tacitas de...de azUcar, las dividimos en quintos,
entonces fuimos repartiendo cada quinto para dos litros, nos tocaron de cuatro
quintos. Entonces para esta...estos seis litros, pues igual le tuvimos que dar
cuatro quintos a cada uno, y la suma de ellos nos da dos tazas, con este...dos
quintos.

Porque aqui por ejemplo: un quinto, dos, tres, cuatro...para una; uno, dos, tres,
cuatro...para otra....a ver, a ver, a ver...si...si, si, si, si...a ver, a ver...a
ver...bueno el asunto es que...uno, dos, tres, cuatro, para un litro; uno, dos, tres,
cuatro...quintos para otro litro; uno, dos, tres, cuatro... quintos para otro litro.
Entonces juntando: uno, dos, tres, cuatro, cinco, hasta aqui tenemos una taza
¢no?... hora... tres quintos mas dos...tenemos...forman otra taza y le sobran dos
quintos. Entonces seria dos tazas con dos quintos.

Y aqui (en su respuesta) le escribi dos décimos ¢no? Entonces aqui debo de
escribir el cin...el...para representar el dos quintos es el cinco ¢no?
(ENTREVISTA NORERI111105, p. 4)

La profesora divide cada taza en cinco partes, a partir de la divisién grafica de
cada taza. Con el apoyo de los dibujos realizados observa que a cada botella (dos litros
de agua) le tocan 4/5 de taza de azucar. En la Figura 6 se muestra como remarca los
doce quintos que corresponden a las tres botellas de la olla azul, y en su narracion
menciona la reagrupacioén que hace, lo que le da el resultado de dos tazas con dos
quintos de taza (2 2/5), s6lo que se equivocO al poner el resultado y colocé dos
décimos. Conociendo la cantidad de azucar por botella bien pudo haber multiplicado el
valor unitario por tres, pero realiza un procedimiento aditivo: Subraya cada porcion de
taza de azucar por botella y luego cuenta el total de las porciones subrayadas, de lo
cual va integrando enteros (tazas de azucar). Es asi como obtiene el resultado de 2

tazas con 2/5 de azlcar para las 3 botellas de agua (6 litros). En el proceder de esta
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profesora se evidencia un razonamiento proporcional valido, asi como un conocimiento
de la representacion gréfica y escrita de las fracciones, sin embargo, existen limitantes
para hallar un valor unitario cuando es fraccionario y necesita de un apoyo mas
concreto como los dibujos. Por otro lado, la maestra no opera con las fracciones, sino
que mediante agrupamientos y conteo llega a la solucion, lo que evidencia un
pensamiento mas aditivo que multiplicativo.

En la parte inferior de la Figura 6 puede apreciarse la aplicacion de la regla de
tres, sin embargo, en la entrevista menciond que lo hicieron después de haber realizado
el primer procedimiento porque un profesor les dijo.

E3: Creo que pas6 un compafero...paso alguien y...y por eso este...anoté esto

(la regla de tres) después del procedimiento, aja, y coincide con lo que ellos

hicieron... (Entrevista NORERI111105, p. 5).

Otro procedimiento de valor unitario es el caso 15-C2, entrevistado 8, profesor
con 25 afios de experiencia y con experiencia en 5to y 6to grados los ultimos afios. En
la resolucién del problema pone en juego una relacion diferente a las de los casos
anteriores. Lo regular fue trabajar la relacion azucar/agua, pero este caso relaciono
naranjas con azucar (40:4), sin embargo obtuvo un resultado impreciso debido a la
carencia de procedimientos algoritmicos y desconocimiento de lo que representan
algunas fracciones.

En la Figura 7, bajo las botellas de la olla azul, es notoria la relacion puesta en
juego, la unidad con la que decide trabajar es con la de naranjas por taza (10 a 1), con
esta relacion el profesor evita de entrada el trabajar con fracciones, sin embargo mas
adelante debe enfrentarse a ellas. En la entrevista plantea el procedimiento seguido
bajo esa relacion, donde se identifica de forma clara las dificultades a las que se

enfrentd al hacerlo de esa manera.

Entrevistado 8 (E8). (Se queda pensando) ... jya! jAqui esta! jMire! 8 por 3, 24.
Entrevistador. A ver, 8 qué, cuales 8.
E8. 8 naranjas

Entrevistador. Ah si, 8 naranjas de... cada... por 3 litros son 24 naranjas.
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E8. Aja, son 24 naranjas. Son 10 y 10, 20 y aqui no... al otro 10 no... no le
pude... e... por decir... estos diez no le pude llegar a la mitad, entonces nada
mas le puse un cuarto, supuestamente, porque eran otras 8 naranjas, no se por
que...

Entrevistador. jAh ya! Lo sacé por la aproximacion... de los datos numéricos
de... 10 naranjas, 20 naranjas, la siguiente eran 30 naranjas, entonces aqui le
ajusto.

E8. No, eran 4 naranjas nada mas, 3 por 8, 24, entonces 10y 10, 20 y a éste (el
4), tiene que ser 24. Entonces... la mitad seria... media taza, pero como no llega
ni a la mitad, entonces yo le aproximé un cuarto nada mas. Porque no hice
registro, nada mas lo fui sacando de la pura mente.

Entr. Ah, entonces usted esta relacionando 24 naranjas con 2 un cuarto. Los
ente... las... unida... las decenas con 2 tazas y el resto... de las unidades que
guedan de naranjas con un aproximado de tazas...

E8. ... un cuarto porque no llegd ni a la mitad de la otra taza. Como ahorita yo lo
hago en mi mente, ya me acostumbré a que... no esta para saberlo ni yo para
contarle... trabajo también con mi esposa de ayudante de panadero y
manejamos todo de los precios... (Entrevista OFEFER111105, pp. 6-7)

El profesor considerd la relacion entre las 40 naranjas con las 4 tazas de azUcar,
entonces tendria que hallar la cantidad de tazas de azUcar para 24 naranjas, resultado
obtenido en el apartado la del problema. De esta manera evit6 el trabajar con la razon
fraccionaria de relacionar las botellas o litros de agua con las tazas de azucar, como
sucedié en la mayoria de los casos, sin embargo, no le resultd la mejor relacion para

sSus conocimientos.
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Para hacer naranjada, en la olla color crema
se pusieron 40 naranjas y 4 tazas de azdcar.
¢Cudntas naranjas y cuanta azdcar deberan
poner en a olla color azul para que la
naranjada tenga el mismo sabor que la de
la olla color crema?

Figura 7. Procedimiento del caso 15 C2 al problemaay a'

Una vez seleccionado la relacion que le parecié conveniente, obtuvo el valor
unitario de 10 naranjas por taza de azucar, sin embargo este valor no le resulto el
idoneo para resolver el problema, es decir, operar con este valor unitario (10
naranjas/taza) no lo llevaba a hallar el valor perdido mediante la suma sucesiva —como
suele acostumbrarse- o bien, multiplicar por un entero, ya que para eso debié hallar el
valor unitario de naranjas por azucar (1/10 taza/naranja). Veamos, en la entrevista el
profesor argumentd que a una taza de azucar le corresponden 10 naranjas, entonces
para dos tazas son 20 naranjas, el conflicto vino cuando traté de hallar la cantidad de
azucar para las 4 naranjas restantes, ya que su valor unitario no encajaba exactamente
como sucedid6 en el apartado la del problema, donde si encajaba exactamente
(8:1::x:6). Ante tal situacion el profesor dio a entender que si fueran 5 naranjas le
corresponderia media taza de azucar, pero como tiene 4, es decir, menos de la mitad,
deberia ser ¥ porque para €l puede ser la fraccion mas aproximada y que se
correspondia con las 4 naranjas.

El razonamiento proporcional del profesor es correcto, sin embargo, presenta

dificultades en la interpretacion y operacién de fracciones, lo cual es visible en el
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momento en que no puede indicar qué fraccion de 10 es 4. Ante esta manera de
proceder es evidente que no siempre el valor unitario, aun siendo entero, es la mejor
estrategia cuando al sumarlo repetidamente o multiplicarlo por un entero lleva al valor
perdido. Por otro lado, resulta esclarecedor que el uso de fracciones es causa de mayor
dificultad para hallar la solucion a un problema de proporcion, aun cuando el
razonamiento sea correcto.

En otro sentido, aunque la estimacion es una herramienta necesaria en la
resolucion de problemas, ya que permite ponderar el resultado final, no es suficiente
para llegar a su solucion, se necesitan herramientas algoritmicas, como lo evidencia el
caso de este profesor. Con claridad desarrolla un razonamiento proporcional de la
relaciones entre los datos del problema, pero no llega a su solucién. La carencia de
procedimientos algoritmicos no le permitié dar certidumbre a sus estimaciones, a lo que
representa 4 de 10 en este caso: Las estimaciones que hace el profesor es que 4 casi
es la mitad, pero falta un poquito, lo cual lo lleva a elegir una fraccion menor (1/4) que
resulta ser mucho menor. El profesor sabia que para llegar a la mitad le faltaba s6lo una
naranja, y la fraccion que elige es 1/4, que es la mitad de un medio, esta situacion
refleja dificultades del valor y tamafio de las fracciones.

Comparado con los casos precedentes, el profesor también hace uso de la
estrategia de valor unitario, aunque con variantes. Por ejemplo el caso 7-C3 obtiene el
valor unitario (4/5 botella/azicar) de azucar por botella a partir de dibujar las cuatro
tazas de azucar y dividirlas en cinco partes, luego sumar tres veces el valor unitario vy
asi obtener la cantidad de azucar para 3 botellas (4/5:1::X:3). Vemos que en este caso
el valor unitario sumado tres veces daba exactamente la respuesta; pero con el caso
15-C2 fue distinto, obtuvo la cantidad de naranjas por taza de azucar (10:1), valor con el
cual obtenia duplicando el valor unitario o multiplicando por un factor entero
(10:1::24:X). Para que el valor unitario hubiese funcionado como lo esperaba el, debio
obtener la cantidad de azucar por naranja. Ahora bien, si hubiese obtenido el valor
unitario de agua por taza de azucar también se hubiesen encontrado con dificultades,
ya que el valor seria fraccionario. Esta comparacion da un ejemplo de que debe

saberse obtener el valor unitario adecuado, no cualquier relacién de valor unitario es la
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mas apropiada, o bien puede no ser tan importante la utilizacién de cualquier valor
unitario si se sabe operar con él.

Un procedimiento similar (Figura 8) lo utilizé el caso 27-C3, quien no fue
entrevistado: con estudios de licenciatura en educacion primaria y nueve afios de
experiencia. En este caso el profesor se valid de una tabla donde registro la cantidad
total de naranjas, repartiendo de diez naranjas por taza de azlcar, el procedimiento fue

semejante al del entrevistado 8, pero en este profesor si identifico lo que representaba

cada naranja.
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Figura 8. Procedimiento del caso 27- C3

En el procedimiento puede apreciarse el trabajo de separacion que va haciendo

de 10 en 10, durante la aplicacién del cuestionario mencioné que cada naranja

representaba un décimo de taza de azucar, entonces a 4 naranjas le correspondian
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4/10 de tazas azucar, por lo tanto, para 24 naranjas correspondia 2 tazas de azUcar
mas 4/10 mas.

El procedimiento de otro profesor no entrevistado, caso 1-C2, trata de identificar
el valor unitario (Figura 9), y para tal objetivo muestra varios intentos, pero se
evidencian claras dificultades para identificar las relaciones de una proporcion.

En la Figura 9 se distingue el procedimiento de este profesor, quien realiza un
intento fallido para hallar la cantidad de azucar mediante el valor unitario. El profesor
parte de subdividir las 4 tazas de azucar en cuartos, de lo que obtiene 16/4. Enseguida
construye una tablita donde establece que a cada ¥ litro de agua le corresponde % de
taza de azucar, entonces para los 6 litros de agua de la olla azul le corresponden 12/4,
es decir, 3 tazas de azucar.
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Para hacer nar;fnjada, en ta olla color crema
se pusieron 40 naranjas y 4 tazas de aziicar.
;Cudntas naranjas y cudnta azicar deberan
poner en la olla color azul para que la
naranjada tenga el mismo sabor que la de
la olla color crema?
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Figura 9. Procedimiento del caso 1-C2 al problema lay 1a'

En este procedimiento se distingue que la unidad de referencia construida
(1/2:1/4) puede no estar basada en una razonamiento proporcional porque el valor

unitario es obtenido de una decision aparentemente arbitraria (estimacion) de dividir las



92

tazas en cuartos, porgue no pone en juego los términos dados en la primera relaciéon
(5:4 0 10:4), que es de donde pudo haber obtenido el valor unitario. Otra observacion
sobre el procedimiento del profesor es la necesidad de apoyos graficos para interpretar
el problema, también la forma aditiva en que trabaja con los nimeros utilizados.

Un caso mas, de una profesora no entrevistada, es el 22-C2, quien aplico un
procedimiento similar al caso anterior (Figura 10). El razonamiento de la profesora es
querer descubrir el valor unitario, pero carece de herramientas que la lleven a tal fin, por
lo cual mediante estimacién intenta hacer el reparto de las tazas de azucar entre las
botellas. Es decir, la profesora sabe que para resolver el problema debe conocer la
cantidad de azucar que le corresponde a cada botella. Pero desconoce algoritmos para
hallar tal valor unitario, puesto que se trata de una razon fraccionaria, entonces recurre
al uso de dibujos y estimar fracciones de las tazas, en este caso cuartos, que puedan
repartirse entre las 5 botellas. Con tal procedimiento no logra hallar el valor unitario de

azucar por botella de agua.

Figura 10. Procedimiento del caso 22-C2 al problema ay a’
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Después comienza a trabajar con el valor unitario de 4/5 de taza por botella, pero
no es evidente la obtencién de tal valor, también realiza algunas operaciones con ese
valor unitario sin llegar al resultado esperado. Sin embargo, en el cuadernillo coloca una
respuesta correcta, por lo que se duda de su autenticidad.

Una variante ma&s en la estrategia de valor unitario corresponde a algunos
profesores (no entrevistados) quienes intentaron hallar la cantidad de azucar por litro
mediante particiones por la mitad, pero el procedimiento para llegar no les resultd
eficiente. El proceso fue mediante la particion por mitades: a 10 litros de agua le
corresponden 4 tazas de azucar; a 5 litros, 2 tazas; a 2.5 6 2 1/2 litros, 1 taza; a 1 1/4
litros, 1/2 taza y hasta ahi se quedaron, no pudieron hallar el valor unitario esperado, la
cantidad de azUcar por botella. Mediante este procedimiento intentaron hallar la
cantidad de azucar por litro, lo que resulto ineficaz, ya que con dividir sucesivamente las
cantidades (5:4) por mitad no llegaba a la cantidad unitaria de azucar por litro. Estos
casos son un ejemplo mas que muestran un razonamiento correcto para resolver el
problema, pero lo que les impide resolverlo es la falta de herramientas algoritmicas o
graficas.

En esta forma de proceder, seguido por algunos profesores, para hallar el valor
unitario mediante la division por mitades, muestra que la divisiébn por mitad es la forma
de hallar cantidades proporcionales, asi como bien podria ser duplicar en el caso
inverso. Esto es evidente en la Figura 11, que se trata del caso 25-C2, profesora de
segundo ciclo, donde se ve su intento por hallar el valor unitario de azucar por litro de
agua.

Partiendo de donde se quedo la profesora (a 1 1/4 litros le corresponde 1/2 taza
de azlcar), para hallar el valor unitario debié haber quitado 1/4 de litro a 1 1/4 litros,
para lo cual tendria que identificar qué parte representa ese cuarto de 1 1/4 y de ahi
poder quitarle la cantidad proporcional a 1/2 taza de azulcar. La fraccion 1/4 de litro es
1/5 de 1 1/4 litros, entonces tendrian que haber quitado 1/5 de 1/2 de taza de azUcar, lo

que daria 4/10 de taza. Pero este camino aun resulta mas complejo.
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Figura 11. Procedimiento del caso 25-C2 al problemaaya'’

Regla de tres

Esta estrategia consiste en la aplicacion directa del algoritmo para hallar o que
se conoce como la cuarta proporcional o el valor faltante en una proporcién (A/B=x/C,
entonces x=A*C/B). La aplicacion del algoritmo no significa un razonamiento
proporcional, como Lesh, et al. (1988) lo mencionan, ya que, en algunos casos, es solo
la aplicacién del algoritmo sin comprension de su razén de ser, por tanto, puede 0 ho
existir razonamiento proporcional en su aplicacion.

El caso 33-C3, entrevistado 5, aplica la regla de tres para resolver el problema.
Se trata de un profesor con 3 afios de servicio, estudia la licenciatura en educacion
primaria en la UPN, realizé 7 semestres de estudios de ingenieria. Este profesor en el
procedimiento de solucién combiné varias estrategias: el valor unitario, regla de tres y
algebra para dar la solucién al problema.

En la Figura 12 se muestra la tabla realizada por el profesor, en la parte inferior
de la imagen hace uso de la regla de tres para hallar el valor unitario, tanto para la

cantidad de naranjas por cada botella (dos litros), como para la cantidad de azucar por
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botella (dos litros), a partir del cual construye una tabla de variacion proporcional con el
objetivo de obtener el resultado final.

Entrevistado 5 (E5): Hice una tabla de variacion proporcional... pues ya aca (en
la tabla que hizo) por ejemplo dice: 10 litros, dos, cuatro, seis, ocho, diez litros
¢,Si? Y 40 naranjas, aqui son 40 naranjas, primero los datos ¢no? 4... 4 tazas de
azucar, de ahi busco mi constante de proporcionalidad, ya aca (el seis de la
tabla) tengo seis... litros, que son estos 6 litros de aca (las botellas de la olla
azul), entonces los seis litros de acuerdo a la constante de proporcionalidad me
da 24 y me dio 2.4 tazas... tazas de azulcar (...)

E5: Lo que pasa que esto se obtuvo desde acé (sefala las operaciones que

estan debajo de la tabla) en ese sentido aca..., diez, o sea por regla de tres

simple.

Entrevistador: Pero aqui (en la regla de tres) ¢ qué significa esto, diez qué?

E5: 10 litros, 10 litros equivalen a cuarenta... cuarenta naranjas...

Entrevistador: Y este, dos....

E5: dos... entonces dos litros a cuantos equivaldran, entonces son 8 naranjas, a

8 naranjas que son estos ocho que estan aca (el 8 encerrado con el circulo)...

(Entrevista ABEJOR101105, p. 2-3).

Con el algoritmo de la regla de tres se puede llegar al resultado final de forma
directa, sin embargo, en ocasiones no sucede asi, sino forma parte de un paso en un
procedimiento mas largo. El caso 33-C3 es un ejemplo de esa forma de proceder, hace
un uso reducido de la regla de tres, ya que lo aplica sélo para hallar el valor unitario de
cantidad de naranjas y azucar por botella de agua, a partir de los cuales construye la

tabla de variacion proporcional (Figura 12).
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Figura 12. Procedimiento de 33-C3 al problemaay a’

E5. aja si, 10 litros son... son a 4 tazas de azucar, entonces este... entonces 2
litros ¢cuantas tazas de azucar equivalen? Que me da también punto ocho, y de
ahi empieza a derivar este...

Entrevistador: Ya dices para dos, para cuatro, para seis.

E5. ... para ocho, para diez.... Entonces aqui (en el 6 de la tabla que construyo)

es donde empatan estos, que son seis litros. Para que este tenga el mismo sabor
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gue este, esta debe tener 6 litros (se refiere a las ilustraciones de las ollas) ¢,si?
Debe tener 24 naranjas

Entrevistador: Y de azucar...

E5: y dos punto cuatro tazas de azucar... (Entrevista ABEJOR101105, p. 3)

El profesor también aplico un procedimiento semialgebraico (Figura 13), ya que
s6lo usa el algebra en una parte del problema. Este es el Unico caso que hace uso de
algebra para resolver el problema, lo que refleja un conocimiento amplio de algoritmos.

En el procedimiento mostrado en la Figura 13 (parte inferior izquierda) se puede
deducir la forma de razonar del profesor. Primero plantea que existe una cantidad
cualquiera de azucar para cada botella (2 litros de agua), y juntando las 5 partes de
cada botella deben ser las 4 tazas de azucar, por lo tanto si multiplica el nimero
desconocido y por 5 debe darle 4, de ahi la ecuacion planteada: y * 5 = 4. Hace el
despeje correspondiente y obtiene que tal nUmero desconocido es la fraccion 4/5.

Después del procedimiento para hallar el valor unitario de azucar por botella de
agua, verifica que en realidad juntando la cantidad de azUcar para cada botella de como
resultado 4, entonces multiplicar 2 * 4/5, 3 * 4/5, 4*4/5 y 5*4/5. El proceso de verificacion
que realiza el profesor le ayuda a estar mas seguro de que el numero hallado es el valor
unitario que buscaba, para asi construir la tabla de variacion proporcional.

Otra consideracion de este caso es que después construye la tabla para tener
mas confianza en su resultado, convierte las fracciones a decimales, lo que bien podria
ser para comparar con el primer procedimiento (Figura 12), donde utiliza decimales.

Para que el procedimiento fuera algebraico debi6 plantear, después de hallar el
factor de proporcionalidad, la igualdad correspondiente: 4/5=x/3, entonces x=3*4/5 =
12/5. Comprobando la igualdad tenemos que 4/5=12/5 / 3 y realizando la operacion

correspondiente tenemos que 4/5=4/5.
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Figura 13. Procedimiento del caso 33-C3 al problema ay a’

Aunque el valor unitario y el factor de proporcion coincidan, tienen significativas
diferencias en la interpretacion cognitiva de los sujetos. El uso del valor unitario (4/5)
utiizado en casos 7-C3 y 33-C3 dan cuenta de esta situacion. Estos profesores
interpretan la fraccion 4/5 como cuatro quintas partes de una taza corresponden a una
botella de agua, y no como el factor que relaciona los dos términos de la razon, lo que
posibilitaria un avance en la comprension y desarrollo del razonamiento proporcional, es
decir, pasarian de un procedimiento aditivo a uno multiplicativo. Entonces, aunque el

namero que representa el valor unitario sea igual a la razon y al factor de
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proporcionalidad no son lo mismo, la diferencia radica en cédmo sea considerado por el
sujeto.

Al comienzo de esta seccion de analisis cualitativo el caso 6-C3 presenta
dificultades con la comprension de las unidades utilizadas en el problema (tazas), en
este caso 33-C3 se identifica de nuevo la dificultad en comprender el significado de
ellas. Por ejemplo, aunque el profesor fue exitoso en hallar la respuesta al problema,
presenta dificultades al momento de interpretar lo que significa la fraccién decimal del
namero 2.4 (respuesta al apartado 1a’). El profesor sefiala que el 2 son la cantidad de
tazas de azlcar y que .4 significan 4 cucharadas, pero tras la intervencion del otro
entrevistado, quien indica que son fracciones de la tazas, cambia su postura de acuerdo
con él.

Entrevistado 6 (E6). ...con 40 naranjas tu haces... o tu ocupas 4 tazas de azucar,

hacemos una regla de tres simple, y con 24 naranjas cuanto tendrias, por eso

multiplicamos: 4 por 24, 96. 96 entre 40, toca a 2.4. Serian 2.4 tazas de azucar,
no gramos. O sea 2 tazas y un cu... y punto cuatro...

E5. Cucharadas, cucharadas

E6. ... no es tampoco la mitad, es tantito abajo.

Entrevistador: ¢ Esas son cucharadas?

E5. Punto cuatro cucharadas, sale cuatro... cuatro cucharadas.

E6. jTazasj

ES5. ¢ O es por tazas?

E6. Cuatro punto cuatro tazas jpues! De las... 0 sea la taza, la taza es la unidad

de medida... (Entrevista ABEJOR101105, p. 4)

A diferencia del caso 7-C3, que busca la conversion a gramos en base a su
experiencia en los quehaceres culinarios, este profesor lo hace a cucharadas, lo que
hace suponer que esta dificultad que presentan los profesores puede ser debido al uso
de unidades no convencionales, es decir, no identifican a la taza como unidad de
medida. Ahora bien, en el caso del entrevistado 5 evidencia su razonamiento que a
mayor cantidad corresponde una medida mayor (tazas) y a menor cantidad una medida

menor (cucharadas), lo cual es cierto, pero en este caso que se tratd de una medida no
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convencional, la cual no puede funcionar de esa forma puesto que no hay equivalencias
establecidas. Esta forma de pensar podria deberse a la transferencia de experiencias
similares, por ejemplo: cuando tenemos 1.25 metros, podemos decir que tenemos un
metro con dos decimetros y cinco centimetros, o bien un metro con 25 centimetros.
Esto no tiene que ver directamente con el tema de razon y proporcion, pero es de
importancia en lo que concierne a la comprension del significado de los datos
numéricos de un problema y que puede ser la causa de no resolverlo.

Otro profesor que aplica la regla de tres es el caso 15-C3 (Figura 14), con 15
aflos de experiencia como profesor, realizé estudios de licenciatura en educacion
primaria y de maestria. Este profesor, para resolver el problema 1a’ aplica la regla de
tres. Sin embargo, existe una diferencia en su aplicacion en comparacion con el caso
anterior: este Ultimo so6lo la utiliza para hallar el valor unitario y el caso VI la utiliza para
obtener el resultado final:

E6. Lo que pasa es que...aqui... aqui las 24 naranjas...

...cada 2 litros ocupamos 8 naranjas, entonces si queremos 6 litros, entonces

necesitamos... 8 naranjas para 2 litros, en total serian... 3 por 8, 24. Eso sale en

relacion a las botellas de acé... sale el 24... y luego para saber que tanto de...
de azlcar le vas a poner, pues seria 40... con 40 naranjas tu haces... o0 tu
ocupas 4 tazas de azucar, hacemos una regla de tres simple, y con 24 naranjas

cuanto tendrias, por eso multiplicamos: 4 por 24, 96. 96 entre 40, toca a 2.4.

Serian 2.4 tazas de azlcar, no gramos. O sea 2 tazas y un cu... y punto cuatro...

(Entrevista ABEJOR101105, p. 1)

En la descripcion hecha por el profesor sefiala que utiliza la estrategia de valor
unitario para hallar la cantidad de naranjas en el problema la, semejante a como la
utilizaron otros profesores. Respecto a hallar la cantidad de azucar utiliza la regla de
tres, donde establece la relacion de azucar con las naranjas, a diferencia de como
sucedié en la mayoria de los casos que relacionaron el azlUcar con el agua. Sin
embargo, es dificil profundizar mas en el razonamiento proporcional seguido por el
profesor ya que solo aplica el algoritmo de la regla de tres.

A pesar de que el uso de tal estrategia no es garantia de un razonamiento

proporcional, su aplicaciéon es eficaz. Solo es cuestion de aprenderse los trucos, como
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es colocar los numeros en el orden correcto y luego saber que se multiplican los dos
nameros en diagonal y se divide por el tercero para hallar el cuarto nUmero.

Otra observacion en la forma de proceder del caso 15-C3 (Figura 16), en lo hasta
ahora revisado, es que usa la regla de tres en el problema 1a’ y la estrategia de valor
unitario en el problema l1a, a diferencia del caso anterior, quien utiliza la estrategia de
regla de tres en la resolucién de todos los problemas, o los primeros dos casos
entrevistados utilizan la estrategia de valor unitario en todos los problemas. Con esto
quiero sefialar que existe una flexibilidad y dominio de dos estrategias por este profesor,

lo que permlte utilizar la estrategia que le resulte mas economica.

4 8 1. En la escuela de Juan estian preparando agu.

de distintos sabores para una kermeés. \

S A I
- O
TS

Para hacer naranjada, en la olla color crema
se pusieron 40 naranjas y 4 tazas de azdcar.
Gudntas naranjas y cuanta azicar deberan
—poner en la olla color azul para que la
rranjada tenga el mismo sabor que la de
l olla color crema? _
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Figura 14. Procedimiento del caso 15-C3 al problema ay a’

Un caso mas es el 36-C3, profesor con 18 afios de servicio, realizé estudios de
normal cuando no era a nivel licenciatura y los dltimos 4 afios ha tenido a su cargo
cuarto, quinto y sexto grados. El profesor parte del valor unitario de naranjas por taza de

azucar para aplicar la regla de tres (Figura 15) y obtener el resultado final de cantidad



102

de azucar, al contrario del caso 33-C3 que aplica la regla de tres para obtener el valor

unitario para luego trabajar con él.

Figura 15. Procedimiento del caso 36-C3 al problemaay a’

Hallar el valor unitario de naranjas por taza de azUcar le resultd relativamente
facil, ya que si 40 naranjas son para 4 tazas, entonces 10 para 1 taza:

Entrevistado 4 (E4). (se queda pensando) ...teniamos vasos en ese momento

¢no?...jumm!...teniamos vasos, donde este... uno estaba marcando de que si 40

naranjas eran a cuatro tazas de azucar...entonces nosotros lo que este...lo que

hicimos fue una...una divisién... en ese momento cuando estdbamos trabajando.

Pero ademas de eso nos valimos mucho de...de esa regla...de...de...
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(inaudible)... pero...mira lo que pasa que deciamos “primero sacamos, si 40... y
4, pues la proporcion era a 10” ¢Si? ...” (NORERI111105)

Después de obtener la cantidad de naranjas (24), aplica la regla de tres
10:1::24:x, de donde obtiene 2.4 tazas de azUcar para 24 naranjas, asimismo, el
nuamero decimal obtenido lo representa en forma de fraccion (Figura 15). El profesor
parece no recordar bien la forma en que llegé al resultado, pero en la imagen 13 se
aprecia su procedimiento.

Hasta aqui he mostrado las dos estrategias utilizadas para resolver los
problemas la y 1a’. Es evidente que ante la presencia de razones fraccionarias los
profesores recurrieron a diversos recursos para identificar el valor unitario, como
recursos pictograficos, uso de tablas y de algoritmos, donde algunos si lo hallaron y
otros no. El manejo de las fracciones representé una dificultad al momento de operar e
interpretarlas (caso 15-C2). Otra consideracion necesaria es la dificultad de representar
el problema cuando se trata de unidades desconocidas, no comunes o tal vez no
convencionales para el sujeto. En el caso 6-C3 la profesora convirtid las tazas a

gramos, el caso 33-C3 considero los decimales de una taza como cucharadas.

Sin estrategia: Un caso especial

El caso 16-C2, es el profesor con méas afios de experiencia, 37, y segun los datos
de formacion inicié a laborar con un nivel maximo de estudios de educacion primaria.
Esa circunstancia parece justificar, en parte, la carencia en el conocimiento y dominio
del tema.

En cuanto al problema 1a y l1a’ el profesor contesta correctamente, pero parece
haber copiado los resultados porque no puede argumentar su solucion (Figura 16), sino
gue menciona no acordarse del procedimiento. También en la imagen del cuadernillo se
aprecia la estrategia usada de valor unitario, pero no lo justifica y argumenta la
respuesta, es decir, la forma en que obtuvo el valor unitario y cémo opero con él.

Entrevistador: No se preocupe, este es el resultado. La idea es como identificar

gue de donde, de dénde obtuvimos... cdmo podemos obtener el total de azlcar

para esta cantidad de agua.
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Entrevistado 9 (E9). Bueno. No se si estaré bien o estaré mal, quiero que me
corrija usted.

Entrevistador: Esta esta bien, pero el punto es saber por qué sale esto (2.4)

E9. Bueno la siguiente, ¢ queda superado esto?

Entrevistador. No porque no sabemos de donde sali6 el 2.4.

E9. Dejé mi cuaderno, no se a donde para identificarme en estas.

Entrevistador. Pero no importa si se acuerda mas o menos.

E9. No. no me acuerdo. (Entrevista ALF111105, p. 1).

A ‘» .’ ‘»17 o € -.‘ b .
1. En la escuela de Juan estan preparando agua

de distintos fabores para una kermeés.

Para hacer naranjada, en la olla color crema
se pusieron 40 naranjas y 4 tazas de az(icar.
¢Cuéntas naranjas y cuanta azhcar deberan
poner en la olla color azul para que la
naranjada tenga el mismo sabor que la de
la olla color crema?

24 navawins 4 2.4 J Wayaes g,

2o ; P
Figura 16. Procedimiento del caso 16-C2 al problema lay 1a’

El profesor sefala no tener su cuaderno, pero en la imagen se aprecian algunos

algoritmos que no puede explicar.
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Problema 1b

El problema del que se trata ahora es de valor perdido (Figura 17), en un
contexto de mezcla y, al igual que el problema anterior, se hace uso de cantidades

continuas (agua) y discretas (limones).

Tabla 9

Estructura numérica del problema 1b
litros ' limones

Ollal 3 ?
Olla2 4 ?
Total | 7 56

J' X it = )
/ Se tienen 56 limones para hacer dos ollas b &
/ de agua fresca. A una le caben 4 litros de .

agua, a la otra le caben 3. ;Cuantos limones

deberdn ponerse en cada olla para que toda
el agua tenga el mismo sabor?

Figura 17. Problema 1b del libro de texto de quinto grado de valor faltante

El problema es semejante al primero, se da una cantidad total de limones (56)
para las dos ollas, una con tres litros de agua y otra con cuatro. Para resolver el
problema se tiene que pasar por identificar el nUmero que se corresponde con el 56
(tabla 14), o sea, el 7, que es el total de litros de agua. A partir de ahi se pudieron
establecer relaciones escalares y funcionales. Para trabajar con relaciones escalares
existen dos razones con las cuales se puede resolver el problema: de 7:4::56:x la razon
es 7/4 y de 7:3:56:x la razén es 7/3, aunque debo sefalar que bastaria con la
utilizacion de solo una razén, ya que hallando el resultado para una incognita (olla 1 ¢
2) se halla el resultados de la otra. Las relaciones funcionales que se pueden establecer

son: 56:7::x:4, donde la razén es 8/1 6 56:7::x:3, donde la razén es la misma (8/1). De
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esto es evidente que establecer relaciones funcionales es la forma mas facil de resolver
el problema, claro que el planteamiento también guia hacia all&.

Una incégnita del problema, que resulté muy obvio para los maestros, fue el 7, la
suma de la cantidad de agua de las dos ollas, nUmero necesario para hallar los valores
correspondientes de limones para cada olla. El razonamiento realizado por los
profesores estuvo dado en los siguientes términos: si 56 limones son para 7 litros,
entonces cuantos limones para 4 litros y cuantos para 3 litros. De ahi la légica de
obtener el valor unitario. La relacion de 56 a 7 es de 8 a 1, razon entera con la cual no
se presentaron mayores complicaciones para obtener la cantidad de limones para cada
olla. Esta forma de relacionar los datos es de tipo funcional y fue la Unica forma en que
los profesores se apoyaron para desarrollar sus procedimientos. Considero que al igual
que en los otros problemas, la forma de plantearlo promueve un tipo de estrategia, en
este caso el valor unitario. Sin embargo, este problema también puede resolverse
estableciendo relaciones escalares, inexistente en las respuestas de los profesores.
Esta posibilidad es relacionar 7 litros, 4 litros y 3 litros, de donde se obtiene las razones
fraccionarias 7/4 y & 7/3, pero con la utilizacion de estas relaciones escalares se
hubiera incrementado la dificultad de comprensién, asi como el operar con ellos.

En la resolucién a este problema, al igual que el problema anterior, sélo se hace
uso de dos estrategias: el valor unitario y la regla de tres. La mayoria de los profesores

hizo uso de la primera, sin embargo existen diferencias en los procedimientos seguidos.

Cuantificacion de las respuestas y estrategias

La resolucion del problema 1b resulté tan exitosa como sucedié con el problema
la. El 83.3% de los profesores tuvieron una respuesta correcta, el 1.5% incorrecto y el
15.1% no contestaron. Del total de profesores que contestaron el 98.2% resolvio el
problema y el 1.8% no. En un desglose por ciclos queda de la siguiente manera: Del
total de profesores de segundo ciclo el 82.7% resolvi6 el problema, el 3.4% dio
respuestas incorrectas y el 13.8% no intentd resolverlo. Considerando sélo a los que
hicieron por resolver el problema, el 96% tuvo éxito y el 4% no; en tercer ciclo el 83.7%
dio respuesta correcta al problema y el 16.35% no contestd. Nuevamente si se
considera, en el tercer ciclo, solo el total de quienes contestaron, el 100% obtuvo una

respuesta correcta.



107

Como puede apreciarse en la Figura 18 la resolucion del problema fue muy

exitoso, al igual que sucedié con el problema 1la, lo cual es debido al uso de razon

entera con la que trabajaron los profesores, por lo que no les resulté complicado operar

con ella.
resolucion del problema 1b
L 3B s 31
g R
S 20
5 15
s 18- 1 3
= 0
o @% v S o
& &’ < & &’
& N & N
O < ) &

Figura 18. Respuestas al problema 1b

Asi mismo, de las estrategias utilizadas (Figura 19) la de valor unitario fue la mas

usada por los profesores (53%). La regla de tres fue menos utilizada (7.5%). También

hubo un alto porcentaje de profesores que no mostraron su procedimiento (24.2%), lo

que pudiera estar asociado a la facilidad del problema, por lo que no resultd necesario

realizar operaciones escritas.
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estrategias de resolucion al problema 1b
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estrategia

Figura 19. Estrategias empleadas en la solucién al problema 1b

Las estrategias aditiva incorrecta (AD) y creacion de pares equivalentes (I) no
aparecieron en la resolucion de los problemas hasta ahora analizados. Esta situacion
deja ver que el uso de diferentes estrategias estd asociado a las caracteristicas del
problema, es decir, cuando el problema les resulta mas complejo se dan a la tarea de

buscar otros caminos.

Andlisis cualitativo de los procedimientos utilizados

Las entrevistas con 9 profesores pertenecientes a la poblacién estudiada, me
permitieron observar algunas caracteristicas en la interpretacion que hacen del
problema y la légica bajo la que construyeron sus procedimientos. Asi mismo, dan

evidencia del conocimiento de los profesores sobre las nociones de razén y proporcion.

Valor unitario

El desarrollo de la estrategia de valor unitario me permitié comprender con mas
profundidad las interpretaciones de los profesores, con base en las cuales resuelven el
problema, a diferencia de la regla de tres, que muestra poca evidencia del razonamiento
del profesor.

El caso que retomo es el 13-C2, el cual es representativo de la forma de

proceder por la mayoria de los profesores al utilizar la estrategia de valor unitario
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(Figura 20). Se trata de una profesora normalista con licenciatura en educacion
primaria, con 13 afios de servicio. De los ultimos cinco afios, tres afios ha tenido a su
cargo el sexto grado y los dos ultimos ha sido directora. Esta profesora en el problema
la’ (cantidad de azucar) utiliza la estrategia de valor unitario, apoyada en la
representacion con dibujos, al igual que otros casos mostrados anteriormente. Sin
embargo, durante la entrevista ella no recuerda como obtuvo el valor unitario, aunque
se puede apreciar en la Figura 20 que es a partir del dibujo y reparto de las tazas.

Para la resolucién del problema 1b, la profesora realiza la division de 56 limones
entre 7 litros, cantidad de agua de las dos ollas juntas. Enseguida, a partir de la
cantidad de limones por litro (8 al), construye una tabla de variacion proporcional: para
1 litro 8 limones, para 2 litros 16 limones, etc. Esta forma de proceder, mediante tablas,
muestra una forma aditiva de operar, sin embargo, es una forma que da seguridad de
que la respuesta sea correcta.

Entrevistador: Se necesita... tienen 56 limones y se tienen 2 ollas, una de 3 y

una de 4 litros. ¢Cuantos limones le ponemos a cada olla para que los dos

sabores... para que las dos limonadas queden igual?

¢, Qué hicieron en este caso?

E8: Yo dividi.

Entrevistador: ¢ qué dividio?

E8: Los 56 limones entre los 7 litros de 4 y 3.

Entrevistador: ¢de qué le sali6 el 7?

E7: Siete...

ES8: 8 por 7, 56.

Entrevistador: No digo Ofe, ¢de dénde sali6 el 7?

E7: El siete...dice en una caben 4 litros y en otra 3.

Entrevistador: Aja. Entonces encontraron el valor de 8. ¢8 qué seria?

E8: (pausado) 8 limones por litro. Multiplicamos 8 limones por 4 litros, 32.

E7: Si, yo aqui tengo mi tablita. Ciencuenta... lo dividi y aqui también fui

haciendo mi tablita (Entrevista OFEFER111105, p. 9-10).
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Para hacer naranjada, en la olla color crema
se pusieron 40 naranjas y 4 tazas de azicar.
;Cuantas naranjas y cuanta aziicar deberan
poner en la olla color azul para que la
naranjada tenga el mismo sabor que la de
la olla color crema?

B

Se tienen 56 limones para hacer dos ollas
de agua fresca. A una le caben 4 litros de

¢ agua, a la otra le caben 3. ;Cuantos limones
'”j’ deberan ponerse en cada olla para que toda
T i ) el agua tenga el mismo sabor?
{ 4 7 32 R S il

Trmo®

14 — 3
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Figura 20. Procedimiento del caso 13-C2 al problema 1b

La profesora caso 13-C2 utiliza la division para obtener el valor unitario (Figura 20).
A patrtir de ese valor construye una tabla, donde registra por cada cantidad de litros la
cantidad de limones correspondiente y de ahi responde a lo que se le pide. Bien
pudiera haber multiplicado Unicamente por 3 y por 4 y hallar el resultado. Pero la tabla
les da un mayor afianzamiento en la respuesta, es decir, la utiliza como una
herramienta para comprobar y visualizar la proporcionalidad, asi como la utilizan otros
profesores (caso 33-C3).

En el analisis curricular del programa de estudios y de las lecciones de los libros
de texto se muestra el peso dado a las tablas para el aprendizaje de la
proporcionalidad, por lo que se podria suponer que esta situacion es un reflejo de lo
que se pondera en los libros de texto, como una herramienta necesaria para dar
muestra de la proporcionalidad.
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Las tablas de variacion que construyeron los profesores permiten analizar y dar
cuenta de otro aspecto sobre las soluciones dadas por los profesores: Todos los sujetos
trabajaron con relaciones funcionales, aunque los profesores que hicieron uso de tablas
también aplican relaciones escalares. Por ejemplo, en el caso 13-C2, la profesora
establece la relacion de 56 limones para 7 litros de agua, de ahi obtiene 8 limones para
1 litro de agua, hasta aqui la relacion establecida es funcional. Después elabora la tabla
(Figura 20): para 1 litro 8 naranjas; para 2 litros, 16 naranjas; para 3 litros, 24; etc. En
las tablas de variacion proporcional lo que se hace es ir duplicando la cantidad que
corresponde a cada espacio de medida y se deja a un lado la relacién funcional
establecida al principio. Es decir, como ya tenemos el punto de partida para iniciar la
tabla (8 y 1), entonces la forma de proceder es 1, 2, 3, 4.... Etc y por el otro lado 8, 16,
24, 32... etc. Puede aplicarse el valor unitario, por ejemplo, 1 x 8=8,2 x 8 =16, 3x 8 =
24, etc.

Otros casos que aplicaron la estrategia de valor unitario fueron 6-C3 y 32-C3
(Figuras 4 y 5), pero en estos casos no utilizaron tablas de variacion proporcional.

E2. Aqui yo le saqué mira: tengo 56 limones para dos ollas de agua fresca. A una

le caben 4 litros, a otra le caben 3. Entonces en total son 7, entonces voy a

repartir los 56 entre los 7 litros. Toca a 8, a 8 limones por cada litro. Ocho

limooones...cada...cada litro.

E1l. Igual acd, 4 litros, 4 por 8, 32. Y 3 litros, 3 por 8, 24 limones.

E2. Veinticuatro.

El. Y ya salid. (Entrevista LUPVIA101105, pp. 8)

El caso 27-C3, profesor no entrevistado, utiliza también el valor unitario como
estrategia, pero segun se muestra en la Figura 21, parte de los resultados y lo que
intenta es validar, mediante la obtencién del valor unitario y la construccion de tablas, si
coinciden sus respuestas.

Segun se muestra en el procedimiento, el profesor conoce que para 4 litros son
32 limones, entonces intenta buscar el valor unitario que le de como resultado ese valor
(lado inferior izquierdo de la Figura 21). Su eleccion es el 9 sin que coincida; después
construye otra tabla donde selecciona el numero 8 como valor unitario, el cual si cuadra

con el resultado obtenido y también con el total de limones. El procedimiento deja ver
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que al profesor se le dificulta la obtencién del valor unitario mediante algoritmos y lo
hace por estimacion.

24
3L,
zad e
¥ 5‘5 i g ¢
zZiw
= 2y
£ b= 32
e=> 4>
A N . ;g
2. 4y 7> S6
3 a7 : 2
Gl s ! -

Figura 21. Procedimiento del caso 27-C3 al problema 1b

El caso 9-C2, profesor no entrevistado, muestra un procedimiento distinto al
anterior, pero también con la estrategia de valor unitario. Este profesor parece realizar
toda clase de pruebas para comprobar el resultado obtenido (Figura 22)

Obtiene el valor unitario a partir de la division de 56 entre 7, multiplica el 8
obtenido por la cantidad de agua de cada olla (3 y 4), suma las cantidades halladas de
tales multiplicaciones y verifica que le de 56, pero no le basta con eso, sino también
construye tablas de variaciéon y lo complementa con dibujos de las ollas. De nueva
cuenta, esta situacion da evidencia que los dibujos sirven como forma de concretizar la
situacion y las tablas sirven como una forma de verificacion del resultado, ya que
aunque el resultado esté dado a partir de las multiplicaciones, parece que el profesor
duda del resultado y lo verifican mediante tablas.

La estrategia de valor unitario es a la que mas recurren los profesores, sin
embargo, las formas de obtenerlo y trabajar con él varian. Algunos muestran
herramientas con las que tratan de concretizar el problema, como son los dibujos,

mientras otros mediante tablas o solo la aplicacion de algoritmos.
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Se tienen 56 limones para hacer dos ollas
de agua fresca. A una le caben 4 litros de
agua, a la otra le caben 3. ;Cuantos limones
deberan ponerse en cada olla para que toda
el agua tenga el mismo sabor?

Eﬂﬂ L/ /i frcq _2)'07\ .f)( M eyesS \f 9 1) % !rJrC‘j Z“}/

Figura 22. Procedimiento del caso 9-C2 al problema 1b

Sin estrategia: Un caso especial

El caso 16-C2, al igual que en el problema anterior no puede explicar su
procedimiento, sin embargo, muestra el uso de la estrategia de valor unitario, donde se
vale de dibujos para representar cada olla, pero no existe evidencia de dénde obtiene

ese valor unitario.

35 { M. Se tienen 56 limones para hacer dos ollas ‘
~!l . de agua fresca. A una le caben 4 litros de

: agua, a la otra le caben 3. ;Cudntos limones

e deberéan ponerse en cada olla para que toda

2 & el agua tenga el mismo sabor?
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Figura 23. Procedimiento del caso 16-C2 al problema 1b
E9. Se tienen 56 limones para hacer dos ollas de agua fresca. A una le caben 4
litros de agua, la otra le caben 3 ¢ cuantos limones deberan ponerse en cada olla
para que toda el agua tenga el mismo sabor?
Yo hice esta operacion: dividi, hice como especie de una olla... cuatro.
Entrevistador: Dividio entre 4.
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E9. Acé, para saber este... cuantos este... cuantos limones...

Entrevistador: Pero si dividia entre 4 qué hubiera hecho? Divide entre cuatro y

luego qué le pone, qué cantidad de limones le pone a cada parte de cuarto, a

cada cuarto.

E9: Ocho este... serian...

Entrevistador: Y como sabe que fueron ocho, esa es la pregunta.

E9. Dividi. Ocho entre... entre de un medio.

Entrevistador: De qué?

E9. De un... un entero de estos. Por eso, por decir este es...

Entrevistador. Un entero o no?

E9. Una parte, es una parte.

Entrevistador: Pero por qué no le puso 25, 17 o algun otro nimero?

E9. No, no. ja, ja, ja. No se me abria el entendimiento!

Entrevistador: No, no, pero es que esta bien, por eso digo que por qué 8 y no

cualquier otro numero.

E9: Aqui, aqui. Entonces digo aqui lo hice rapido porque la otra la estaba yo

haciendo tal como es. (Entrevista ALF111105, p. 2)

El profesor sefiala que el valor unitario salié de dividir 8 entre un medio y trata de
relacionar los datos registrados en su procedimiento, pero de nueva cuenta no halla la
explicacidon. Esta situacion da evidencia de una carencia de conocimiento por parte del
profesor, ya que, aunque no recordara el procedimiento, pudo haber resuelto el

problema en el momento.

Regla de tres

El caso 33-C3 es uno de los profesores que utilizaron tal estrategia, y a
diferencia de la primera vez donde la utiliza para obtener el valor unitario, lo hace para
obtener los resultados finales. En la Figura 24 son visibles las operaciones de regla de
tres. De nueva cuenta el profesor recurre a la tabla como una forma de validar su

resultado.
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Figura 24. Procedimiento del caso 33-C3 al problema 1b

El profesor caso 15-C3 aplica también la regla de tres de la misma forma que el
caso anterior. En la parte inferior de la Figura 25 es visible la forma de proceder: 56
limones para 7 litros de agua, entonces x limones para 4 litros, luego realiza lo mismo
pero ahora para 3 litros, es decir: 56:7::x:4 = (56) (4)/7=32.

/ Se tienen 56 limones-para hacer dos ollas
de agua fresca. A una le caben 4 litros de
agua, a la otra le caben 3. ;Cuantos limones
deberan ponerse en cada olla para que toda
el agua tenga el mismo sabor?

J A Z» e < 37 _\ e
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Figura 25. Procedimiento del caso 15-C3 al problema 1b

Hasta aqui los resultados del problema 1b, el cual result6 facil de resolver para la
mayoria de los profesores. Como se mostré en los datos cuantitativos, hubo profesores
guienes no mostraron ningun procedimiento, lo que se pudo deberse, en algunos casos,

a operar sélo mentalmente debido a la relacién poco compleja entre los nUmeros dados.
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Problema 2

El problema 2 (Figura 26 y Tabla 10) de comparacion de razones fue muy rico
para explorar interpretaciones de los profesores y también fue el que mayores
dificultades presenté para resolverse. En los procedimientos de solucion se pusieron en
juego una amplia variedad de estrategias, ya clasificadas en investigaciones sobre el
tema: regla de tres, valor unitario, creacién de pares equivalentes, diferencia aditiva y
cualitativa (Figura 28).

El problema, al que esta vez se enfrentaron los profesores, es de comparacion
de razones y, al igual que los anteriores, esta planteado en un contexto de mezcla. En
cuanto a los espacios de medida utilizados se hace uso de cantidades continuas
discretizadas con unidades arbitrarias (tazas y cucharadas). Por ultimo, se trata de un

problema donde las razones necesarias para resolverlo son funcionales y fraccionarias.

2. Paula y sus compafieros preparan jarabe de tamarindo para =3 - -
los raspados de la kermés. ek ' ‘

En la botella de tapa verde pusieron 3 tazas de aguay 5
cucharadas de concentrado de jarabe.

En la botella de tapa naranja pusieron 8 tazas de agua y 10
cucharadas de concentrado de jarabe.

En [a botella de tapa roja pusieron 6 tazas de agua y 8 cucharadas
de concentrado de jarabe.

Lupe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la botella de tapa naranja.
Pepe dice que el que tiene mas sabor es el de la botella de tapa verde. ;Quién tiene
razon?

¢ Por qué?

Coméntalo con tus companeros.

Figura 26. Problema 2 del libro de texto de 5to grado de comparacion de razones
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Tabla 10
Estructura numérica del problema 2

Tazas de agua | Cucharadas de
concentrado

Botella verde 3 5

Botella naranja 8 10

Botella roja 6 8

Segun lo demandado por el problema era necesario establecer comparaciones
entre razones funcionales, descartando las escalares. De las relaciones funcionales
implicadas en el problema surgen las siguientes: 3:5 (tazas por cucharada) o 5:3
(cucharadas por taza), en la segunda es de 8:10 0 10:8 y en la ultima es 6:8 u 8:6. Se
tratd de un problema que implicaba el trabajo con fracciones.

El problema plantea lo siguiente: Pepe dice que la botella verde tiene mas sabor
y Lupe que la botella naranja ¢ quién tiene razon? Esta forma en que esta planteado el
problema provoc6 que algunos profesores se centraran en comparar Unicamente las
dos mezclas que sefialan los personajes del problema y descartan la tercera opcion y
Sus respuestas estuvieron encaminadas a solo dos: que pepe tiene razén o que Lupe.
Sin embargo, dentro de las posibles respuestas, existen cuatro: una que Pepe tiene
razon (3:5); otra que Lupe es quien tiene la razén (8:10); una tercera seria que ninguno
tiene la razén porque tiene méas sabor la tercera botella (6:10); y por ultimo que ninguno
tiene la razon porque las tres tienen el mismo sabor.

Como ya lo indiqué, para resolver este problema era necesaria, en la mayoria de
los casos, la correcta interpretacion del significado de cantidades intensivas, es decir,
comprender la nueva unidad (tazas/cucharada o cucharada/tazas) surgida de la relacion
de los dos espacios de medida, ya que de otra forma se llegaria a respuestas
incorrectas. En otras palabras, para la resolucion del problema, era de vital importancia
tener conocimientos de lo que implica una relacion funcional para comprender el
resultado de las relaciones establecidas. Por ejemplo, si se compara 3/5 con 8/10
resulta que 8/10 es mayor, entonces puede deducirse que la botella naranja tiene mas
sabor porque la fraccién es mayor. Ahora si comparo 5/3 con 10/8, entonces resulta que

5/3 es mayor, por lo que podria decirse que la botella verde tiene mas sabor debido a
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que la fraccibn es mayor. Es aqui la importancia de comprender las cantidades
intensivas, el cual es resultado de trabajar con relaciones funcionales, porque a
diferencia de los primeros problemas de valor perdido, donde se pedia completar la
proporcion o de hallar el valor perdido, era posible obtener el resultado estableciendo
relaciones funcionales o escalares, por lo que la resolucibn no dependia tanto de
comprender las cantidades intensivas como sucedi6 ante este problema.

La comparacion de fracciones puede resultar confusa cuando esos numeros
representan una relacion funcional, ya que necesita interpretarse las unidades que
representa y no solo el numero. Es decir, la interpretacion correcta de las cantidades
intensivas llevaria a los sujetos a elegir la opcidn correcta segun lo demandado en el
problema. Por ejemplo, la fraccion 8/10 es mayor que la fraccion 3:5, pero
considerando la cantidad intensiva que representan, decimos que 8/10 y 3/5
representan las tazas de agua por cucharada de azucar, por lo tanto la razén 8/10
representa que hay mas agua por cucharada de concentrado comparado con lo que
representa la fraccion 3/5, entonces tiene mas sabor el agua donde la relacion es de 3 a
5. Por otro lado, si las relaciones son tomadas de forma inversa 10:8 y 5:3, tenemos
que 10/8 es menor que 5/3, pero estas fracciones representan la cantidad de
cucharadas de azUcar por taza de agua, por lo tanto, la mezcla con mas sabor es la de
la relacion 5:3. De esta manera se observa que el resultado es el mismo, so6lo que se
debe saber interpretar las unidades que representan esas cantidades intensivas.

Una dificultad mas que se involucré en el problema, ademas de las cantidades
intensivas, fueron las razones fraccionarias, las cuales, como se ha evidenciado, son de
mayor complejidad para los sujetos. También cabe sefalar que hubo casos donde se
evito el trabajo con cantidades intensivas y el uso de fracciones, ya que a traves de la

creacion de pares equivalentes, a partir de las relaciones dadas, se lleg6 a la solucién.

Cuantificacion de respuestas y estrategias

Este problema resulté ser el menos resuelto por los profesores, apenas poco
mas de la mitad logré una respuesta acertada, mientras que los otros erraron 0 no
contestaron. Ademdas habrd de considerar las bajas de quienes contestaron

correctamente mediante respuestas basadas su mera intuicion.
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El problema fue resuelto por un 63.7% (42 profesores), un poco menos que el
apartado l1la’ del primer problema. Estos resultados muestran que una dificultad
primordial estd en el manejo de las fracciones y en la interpretacion de la fraccion como
razon, en este caso también con el manejo de unidades intensivas. El porcentaje de
profesores que dieron una respuesta incorrecta al problema (18.1%) fue superior al
problema 1a’ que también fue dificil. Por dltimo, la cantidad de profesores que no lo
contestaron (18.1%) fue poco menos que en el problema 1a’.

En comparacién con los otros problemas (1a y 1b), se dispara la cantidad de
profesores con respuestas incorrectas y los profesores que no contestaron. Claro que,
como se ha podido observar, en los problemas 1a y 1b las razones usadas fueron
enteras y no presentaron mayores dificultades para los profesores. Por lo que es
posible observar que el uso de fracciones provoca mayores dificultades, tanto para

operar con ellas como para interpretarlas cuando se trata de cantidades intensivas.

Resolucién al problema 2
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Figura 27. Respuestas al problema 2

En la Figura 27 se aprecia que fueron mas los profesores de tercer ciclo (36.4%)
que resolvieron el problema, comparados con los profesores de segundo (27.3%), sin
embargo, es mayor el porcentaje de profesores de tercer ciclo que no contesto 13.6%
contra el 4.5% de los profesores de segundo ciclo.

Las estrategias usadas (Figura 28) por los profesores al resolver este problema
fueron las mas variadas, en comparacion con las utilizadas en los otros problemas de la

leccién trabajada, situacion debida a que la dificultad que representé llevé a los
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profesores a la busqueda de mas alternativas, ademas que en este caso se trataba de
comparar y no de hallar el valor perdido.

La estrategia de valor unitario (V.U) fue utilizada por un 22.7% (15 profesores) de
la poblacion total, del cual el 4.5% corresponde a los profesores de segundo ciclo y el
18.2% a profesores de tercer ciclo. Es evidente que los profesores de tercer ciclo
recurrieron mas al uso del valor unitario, lo cual se podria deber a que trabajaban en
ese momento en los grados de quinto y sexto, donde se implementa la estrategia de
valor unitario en los libros de texto.

Otra estrategia aplicada fue la regla de tres (R-3), aunque sélo fue en dos casos,
un profesor del tercer ciclo y uno del segundo. La disminucion de su uso en
comparacion con los problemas anteriores, principalmente en el 1a’ pudo ser debido a
que no existia un valor desconocido que buscar, para lo cual es util la regla de tres, sin

embargo, existieron dos excepciones las cuales abordaré en el apartado cualitativo.

Estrategias en el problema 2
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Figura 28. Estrategias empleadas en la solucién al problema 2
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La estrategia aditiva incorrecta o de diferencia aditiva (AD) tuvo lugar en la
resolucion de este problema (7.5 % de los profesores), estrategia que no habia
aparecido en ninguno de los demas problemas de la lecciéon. Los profesores de
segundo ciclo mostraron una mayor recurrencia (4.5%) que los profesores de tercero
(1.5%). La diferencia entre los profesores de cada ciclo puede estar dada en funcién de
la experiencia de los profesores, ya que los profesores de tercer ciclo tienen mayor
experiencia con tareas de razon y proporcion.

Otra estrategia aplicada por algunos profesores fue la generacién de pares (de
razones) equivalentes (10.5% del total), el 6% correspondié a profesores de segundo
ciclo y el 4.5% a profesores de tercer ciclo. Esta estrategia de solucion result6 muy
interesante, ya que los profesores que la aplicaron no tuvieron la dificultad de trabajar
con cantidades intensivas o con fracciones, lo que representd un obstaculo en los que si
las utilizaron.

Una caracteristica al solucionar este problema fue que una gran cantidad de
profesores (37.8%) dieron la respuesta sin mostrar evidencia del procedimiento,
situacion no tan frecuente en los problemas anteriores. La explicacion a este fenbmeno
esta en las caracteristicas del problema: la demanda de comparar las relaciones, ante
la carencia de una estrategia algoritmica para hacerlo, llevd soluciones basadas en
inferencia a partir de los datos e imagenes. Ademas, no se pide un dato numérico, sino
so6lo optar por una de las tres razones, la que tenga mayor sabor.

La aparicion de otras estrategias en la resolucion del problema 2 resalta otras
caracteristicas de razonamiento de los profesores y que sefialo en el siguiente apartado

cualitativo donde analizo los casos de profesores entrevistados.

Andlisis cualitativo de los procedimientos utilizados

Los profesores entrevistados dieron, durante la explicacion de sus
procedimientos, un panorama mas amplio de las estrategias usadas. Este apartado, al
igual que sus semejantes en los problemas anteriores, va a ir acompafado por algunos
casos de profesores no entrevistados, pero que dan pautas de variantes en el

razonamiento para resolver el problema.
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Valor unitario

La estrategia de valor unitario ha estado presente a lo largo de cado uno de los
anteriores problemas y éste no es la excepcion, ademas que ha sido la mas usada por
los profesores. No hay duda de que esta estrategia es la mas recurrida para resolver los
problemas de razon y proporcion.

Las profesoras caso 6-C3 y caso 32-C3, quienes han sido constantes en la
aplicacion de la estrategia de valor unitario en cada uno de los problemas resueltos,
explican como llegaron al resultado mediante esa estrategia.

E2: Primero si lo saqué asi, valor unitario. Es el mas pronto. Esto se lo copie a

Pita (los nUmeros que aparecen en las botellas, 5/3, 10/8 y 8/6). Porque cuando

yo los hago, hago la cuenta. Haz de cuenta que aqui son, dice: En la botella de la

tapa verde, no me acuerdo cudl era la verde... (las lecciones estan en blanco y

negro)

E1l: Aqui esté la verde

E2: La verde de agua...y cinco cucharadas de concentrado.

E1: Entonces dividimos

E2: ¢Por qué cinco tercios? ¢ Por qué? Porque son 5 cucharadas para... ¢para
qué?

E1l: Son tres tazas de agua y cinco cucharadas de jarabe, entonces hicimos la
division.

E2: jAh, si es cierto! Y aqui esta. Sale a 1.66.

Entrevistador. Y ese 1.66 qué... ¢qué significa?

E1: Que es una cucharada...

E2: Con 66 centésimos de la cucharada.

Entrevistador: Para...

E2: Para cada taza, por eso te digo que yo siempre saco el valor unitario. 5 entre

3, 0 sea 5 cucharadas para 3 tazas. Y me da...y me sale una cucharada sesenta

y seis por cada taza, por eso le puse aqui “cada taza” (en su respuesta escribi6

c/taza) (ENTREVISTA LUPVIA101105, pp. 5,6).
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Las profesoras comparan las razones a partir de obtener el valor unitario en
decimales (Figura 29). Pudieron haber dividido en forma inversa (ej. 3/5), sin embargo,
dado que le dan una interpretacion correcta a lo que representa el cociente de la
divisiobn (cucharadas por taza), no lo hicieron. Aqui se muestra la importancia del
manejo de cantidades intensivas. Comprender la cantidad resultante de la composicion
de dos cantidades extensivas es primordial para resolver este tipo de problemas.
Comprender que la nueva cantidad ya no es ni una (tazas) ni otra (cucharadas) de las
que la componen, sino una mezcla de ambas, proporciona las bases para decidir la
respuesta al problema. Aqui las maestras saben que las cantidades indican la cantidad
de cucharadas de concentrado por taza de agua, y en consecuencia deciden que la
botella verde (1.66 cucharadas por taza) es la que tiene mas sabor.

Las maestras también mencionaron que comparar nimeros decimales es mas
facil que comparar fracciones. De la relacion establecida por ellas surgieron las
fracciones 5/3 y 10/8, pero, segun lo sefalan, les resulta complicado comparar las
fracciones para saber cual es mayor, de ahi que prefirieran realizar las divisiones para
convertirlas a decimales (1.66 y 1.25), y asi “por l6gica” —sefial6 la profesora- se sabe
cual es mayor y en consecuencia cual de las dos mezclas tiene mas sabor.

Entrevistador: Pero, entonces aqui ¢cOmo compararon éstos (las botellas)?

E2: Yo nada mas con los décimos, haz de cuenta que mira, por l6gica aqui

sacando los décimos...un entero...también aqui saqué el valor unitario (1.25 y

1.33) para cada tasa y aqui también. Entonces se compara facil.

Aqui un entero, un entero. Aqui cual es el mayor (entre 1.66 y 1.25), pues el que

tiene el seis, por logica. Se compara mas facil asi. El mayor es éste (1.66) que el

segundo (1.25) y que el tercero (1.33). No hay pierde, ahi si no hay pierde.

Entrevistador: ¢con el decimal?

E2: Con el decimal...si porque con fraccion es mas dificil...compararlos. Para mi

es mas dificil comparar las fracciones. Aprendiendo lo del...la...lo del cruzado ya

es mas facil pues, pero no...no. (ENTREVISTA LUPVIA101105, p. 8).
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Figura 29. Procedimiento del caso 6-C3 al problema 2

A pesar de lo exitosas que han sido las profesoras en solucionar los problemas
mediante la estrategia de valor unitario presentan dificultades en el manejo de
fracciones. El uso de fracciones también es una necesidad en la solucion de este tipo
de problemas, ya que regularmente estan inmersas en ellos. Las profesoras evitaron
trabajar con fracciones, pero un inconveniente de evitar trabajar con ellas y obtener el
resultado en decimales es que se puede sacrificar exactitud en el resultado, aunque en
este caso particular no sucede.

Por otro lado la profesora caso 32-C3 dice conocer un método para comparar las
fracciones, “el cruzado”, pero no recuerda bien como es el procedimiento, sin embargo
lo realiza:

E2. Para comparar, por ejemplo, fracciones: dos cuartos (2/4), qué es mas

grande, ocho novenos (8/9), asi: 2 por 9, 18. 4 por 8, 32 y asi ya se sabe que

este (8/9) es el mayor y este (2/4) es el menor. Es igual que 2 cuartos es menor
gue 8 novenos. (silencio)...O sea para comparar cual es mayor y menor.

La profesora explica que esa es la forma de comprobar cual fraccion es mayor,
pero prefiere comparar en decimales. Claro que esto puede deberse a una falta de
comprension del procedimiento, por lo cual no le da seguridad en su respuesta como

ocurre con los decimales.
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En los dos casos citados, que utilizaron la estrategia de valor unitario, es claro
gue interpretaron correctamente las cantidades intensivas, cosa que no sucedié en
otros casos: El caso 8-C2 es un ejemplo. Este profesor no fue entrevistado pero aplico
la estrategia de valor unitario, donde evidencia un error de interpretacion de las

cantidades intensivas y como consecuencia da una respuesta equivocada al problema.
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Figura 30. Procedimiento del caso 8-C2 al problema 2

En la Figura 30 se pueden apreciar las divisiones que el profesor realiza con el
fin de resolver el problema, sin embargo, al momento de interpretar y comparar el
cociente de sus divisiones tiene dos complicaciones: una con la interpretacion de las
cantidades intensivas y otra con la comparacién de niumeros decimales. En cuanto a la
primera complicacién el profesor opta por elegir la cantidad que cree mayor, sin
considerar lo que representa esa cantidad (tazas de agua por cucharada de
concentrado), por tanto su respuesta es fallida. En cuanto a la segunda complicacion, el
profesor hace una equivocada interpretacion de los numeros decimales, ya que los
compara como si se tratara de naturales. Los cocientes obtenidos de las divisiones

fueron 0.6, 0.8 y 0.75, y de ellos considerd que el 0.75 es el nUmero mayor de los tres.
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Por tal razén en su respuesta sefiala que nadie tiene razén porque es la tercera mezcla
la que tiene més sabor.

Un caso similar al anterior es la profesora caso 11-C3 (Figura 31), ya que
también interpreta incorrectamente las cantidades intensivas surgidas de la estrategia
de valor unitario aplicada.

La profesora, para resolver el problema, establece la relacion entre el par de
nameros de cada mezcla y lo expresé mediante fracciones (3/5, 8/10 y 6/8). Aunque las
fracciones obtenidas pueden representar valores unitarios, no son vistas asi por la
profesora, ya que no les da un significado bajo el cual apoyarse para resolver el
problema. Esta falta de comprension de lo que representaban las fracciones obtenidas
provoco que la profesora solo se centrara en la fraccion mayor.

1

-
\ i > Fis |
} .~ - e & s
e = r =
Nevde = " 5 te s
L4 4 ? . -
]\_j el Y ey .‘l-',.-{f_ i 10 —n " o .
J f,q F L ]
f'
& g Ty B R
> =, & ‘ % 4 1
' g i
L SR G . SRS F
v ¥ i e | e
| ! 1 | ‘ T
| ! i
1l 1]
1 ) i |
. | i L A RN W ,5’7
/ 75
ey 4 3
L it
i ! -l il 1 | \¢
‘ % Nt i .
| i B2 AT AR A58 i
& 7
¢ 3 ==
\s s ¥ % - 1 a § { e
! L] ll
| [ ! ) 7
i ]
| 1 f D
et s ) (=

Figura 31. Procedimiento del caso 11-C3 al problema 2
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Tras la dificultad para comparar las primeras fracciones para decidir cual es
mayor, opta por convertirlas a decimales (0.6, 0.8 y 0.75), para luego nuevamente
convertirlas a fracciones siguiendo algunas caracteristicas de los decimales. Estas
conversiones de fraccion a decimal y de decimal a fraccidbn muestran sus conocimientos
del algoritmo de la division y de lo que representan los nimeros decimales segun el
lugar que ocupan, pero también da cuenta de una falta de dominio en identificar el
tamafno que representan las fracciones. Otro apoyo en el que se basa la profesora para
decidir cudl es la fraccion mayor, fue mediante la representacion de las fracciones en
dibujos que le permitieran ver cual era la fraccion mayor.

Ante esta forma de proceder quiero sefialar algunas implicaciones que limitarian
el trabajo del profesor: una referida a la representacion gréafica de las fracciones porque
¢qué hubiese pasado si entre las fracciones hubiera tan poca diferencia que dibujarla
no fuera suficiente para distinguirla visualmente? Otra encaminada a la creacion de
fracciones equivalentes, porque ¢qué hubiese pasado si en la conversion de fracciones
a decimales hubiese obtenido numeros periddicos? Tal vez no fuera exitoso su
procedimiento para convertirlos a fracciones nuevamente.

A pesar de las multiples formas, utilizadas por la profesora, para comparar las
fracciones no supo interpretar el significado de las mismas por lo que su respuesta es
incorrecta (Figura 32). La profesora no se equivocO en decidir cual fraccion era la
mayor, pero por la falta de una correcta interpretacion de las fracciones, como
cantidades intensivas, provocé que errara en su respuesta: “Lupe, porque si los
convertimos a numeros decimales es mayor el 8/10".
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Figura 32. Respuesta del caso 11-C3 al problema 2
El profesor caso 15-C3 utiliza la estrategia de valor unitario, pero para obtenerlo
se vale de la regla de tres (Figura 33). Este profesor realiza la comparacion tanto en
nameros decimales como fraccionarios y explica por qué se debe elegir una relacién en
lugar de otra (p. ej. 5/3 en lugar de 3/5), es decir, interpreta de manera correcta las
cantidades intensivas obtenidas.
E6: ... igual una regla de 3 simple, nada mas divides 5 entre de 3, te toca a 1.6,
entonces una taza... de... de es... de esta tapa verde tiene 1.6 de jarabe. La otra
gue tiene 8 de agua y 10... 10 cucharadas de concentrado y te toca a 1.2 que es
igual a una taza. La otra es de 6 tazas, 8 de concentrado, divides 8 entre de 6, te
tocaa 1.3.
Ta te das cuenta... cudl taza estd mas concentrada, en este caso seria la de 1.6
gue es la... la de tapa verde. 1.6, la otra es 1.2 y la otra es 1.3, pero ya lo
hicimos con relacion a uno... y lo puedes comprobar, bueno pero ese es otro
rollo... compruebas tus... fracciones. Por ejemplo 5...tercios como es en relacion
a 10... octavos... para eso haces una regla... haces una.... Productos
cruzados...
Entrevistador: ¢ Y aqui por qué 10 octavos?
E6: Ah porque este... Son... son 10 de jarabe y... y 8 tazas de agua. Son 10...

10 de 8 pues, o0 10 para ocho como se le quiera entender.
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Ahora si... yo me estaba equivocando acé porque le puse 5... 8 décimos, si tu
quieres saber en relacion a las tazas de agua seria 8 décimos, 8 de 10 o 8 para
10 pues por eso le puse una tache, aqui lo que pregunta es el jarabe, no
pregunta I... las tazas de agua. Entonces ahora no mas, tu por ejemplo dices
bueno... aqui sali6é por ejemplo que 5... al revés, cinco quintos (se refiere a 3/5)
en relacion a 8 décimos, es mayor 8 décimos, pero ese... ese lo que... es mayor
porque aqui tiene mas agua nada mas. Si preguntas en relacion al agua este
tiene mas agua (tapa naranja). No es porque esté el nivel aca, sino porque en
realidad tiene mas agua y tiene menos jarabe. Entonces si pregunta por el jarabe
tengo que voltear la formula... 5/3 en relacién a 8... a 10/8... entonces me sale
gue, con producto cruzado... entonces me sale que la primera fraccion es mayor,
0 sea 5/3 es mayor que 8... que 10/8, si voltean lo niumeros este es mayor
(Entrevista ABEJOR101105, pp. 7-8).
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e Coméntalo con tus comparieros,
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Figura 33. Procedimiento del caso 15-C3 al problema 2
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El profesor, al igual que las profesoras de los casos 6-C3 y 32-C3, da con la
solucion a partir del valor unitario (cucharadas de concentrado por taza de agua), pero
a diferencia de las maestras este profesor utiliza la regla de tres para hallarlo, aunque
solo lo hace en las dos primeras mezclas como se aprecia en la Figura 30, ya que para
las otras mezclas no la utiliza (3 — 5, entonces 1 — x). Parece darse cuenta que con la
regla de tres resulta lo mismo al dividir directamente 5 entre 3 (1.66), por lo cual en los
otros casos ya no tiene que plantear la regla, sino sélo divide 10 entre 8 (1.25) y 8 entre
6 (1.33). A partir de los resultados de las divisiones decide que la botella de tapa verde
tiene mas sabor (5/3) que la botella tapa naranja (10/8).

Como lo sefalé, el profesor interpreta las cantidades intensivas correctamente,
ademas explica las razones de elegir una forma de relacionar las cantidades y no otra:
5/3 y 10/8 en lugar de 3/5 y 8/10. Porque, segun él, una esta expresada en relacion al
jarabe y otra en relacion al agua y “si pregunta por el jarabe” dice el profesor-
“entonces no puede utilizarse la relacién que indica la cantidad de agua (3/5 y 8/10)”,
aunque bien podria usarse.

De hecho el profesor menciona que si hubiera tomado la relacién inversa a la
elegida (3/5 Y 8/10) hubiera dado como resultado la razéon de agua por cucharada,
entonces 8/10 seria mayor, lo que significaria que a cada cucharada de concentrado de
la botella tapa naranja tendria mas agua que una cucharada de concentrado de la
botella de tapa verde: “aqui salié por ejemplo que 5... al revés, 5 quintos (se refiere a
3/5) en relacién a 8 décimos, es mayor 8 décimos, pero ese... ese lo que... es mayor
porque aqui tiene mas agua nada mas. Si preguntas en relacion al agua este tiene mas
agua (tapa naranja)”. Tiene razén en lo que dice, pero con ese resultado “en relacion al
agua” también puede deducirse la respuesta correcta porque si la proporcién de agua
es mayor en la botella de tapa naranja que en la botella de tapa verde, entonces la
verde tiene mas sabor, ya que aqui la fraccibn menor da cuenta de lo que demanda el
problema.

He sefalado algunas consideraciones de que la tabla de variacion proporcional,
en algunos casos, sirve como forma para comprobar si hay proporcion y dar

afianzamiento a sus resultados, asi también, otro recurso utilizado en este caso fue los
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“productos cruzados”. Aqui el profesor indica que con los “productos cruzados” se
prueba cudl fraccion es mayor 5/3 0 10/8, y segun él es “otro rollo”.

Aunque aplico la regla de los productos cruzados la decision de su respuesta
estuvo en base al valor unitario expresado con niumeros decimales. Pero ¢por qué no
dio respuesta a partir de aplicar los productos cruzados desde el principio? Una posible
respuesta es porque la utilizacion de los productos cruzados deberia involucrar un
conocimiento del por qué son asi y no solo verla como una regla magica. Porque esta
situacion de desconocimiento del fundamento de la regla provoca inseguridad en el
resultado y opta por validar su respuesta mediante una forma méas comprensible, que
en este caso es el valor unitario.

La comprension de los productos cruzados pasa por la comprension de la
propiedad fundamente de la proporcion “el producto de los medios es igual al producto
de los extremos” (a/b = c/d entonces ad = cb) La proporcion es una igualdad de
razones a/b = c/d, entonces si ambas razones son multiplicadas por n, se mantiene la
proporcion, a/b(n) = c¢/d(n). Entonces a/b(b)(d) = c/d(b)(d), despejando tenemos que ad
= cb. Ahora si se trata de una desigualdad, como es ahora el caso, y aplicamos las
mismas operaciones también se mantiene la desigualdad a/b < > c/d = ad < > bc.

Los productos cruzados se han utilizado como férmulas, pero sin comprenderlos
al igual que la regla tres. Esta incomprension es resultado de la forma en que se ensefa
a los estudiantes, como lo sefiale en el analisis de los libros de texto, se promueve su
utilizacién sin los antecedentes que lleven a su comprension. Entonces el recurso de los
productos cruzados, aplicado por los profesores para comparar fracciones, necesita de
una comprension de la propiedad de la proporcidén y de la semejanza de fracciones, las
cuales no son poseidas por los profesores y por tanto parecen ser “magicas”.

Los sujetos hacen uso de procedimientos comprendidos por ellos, aunque sean
los menos sofisticados. Ya que la aplicacion de formulas o algoritmos, como los
productos cruzados, a los que les tienen fe, sblo les sirven para comprobar las
respuestas o en la busqueda de la solucion las ponen a prueba y elegir la que les
convenza. Por tal razon, investigadores como Lesh y Behr (1988), mencionan que la

aplicacion de tales procedimientos, como la regla de tres, no implica un razonamiento
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proporcional, y agrego, tampoco lo desarrollan, aunque nuestras intenciones didacticas
sean esas.

En la investigacién surgieron casos muy interesantes que, al igual de los que
utilizaron el valor unitario, aplicaron estrategias que muestran la comprension de la
razon y proporcion, ademas dan pautas para promover otras estrategias en los libros de
texto, y no sélo el valor unitario. Ese tipo de estrategias las sefialo en el siguiente

apartado.

Generacion de pares equivalentes

Esta estrategia surgi¢ ante el problema de comparacidon de razones y consiste en
crear pares equivales de razones hasta igualar un término de las razones comparadas.
Con esta estrategia los profesores evitaron comparar fracciones o numeros decimales y
la interpretacién de cantidades intensivas, por lo tanto quienes lo hicieron de esta
manera dieron una respuesta correcta.

El profesor caso 36-C3 hace uso de esta estrategia (Figura 34) con lo cual evitd
la dificultad de trabajar con fracciones y cantidades intensivas, pero muestra su
conocimiento implicito sobre equivalencia de razones, lo que puede ser la base para
comprender formulas como los productos cruzados y la regla de tres.

Entrevistador. ¢ Y en este segundo punto del concentrado, cudl tenia mas sabor?

E4: Lo que pasa que yo aqui usé las equivalencias. De acuerdo a una... tabla de

variacion proporcional nos fuimos...a buscar el ndmero...numero igualitario

en...primer dato. Por decir en uno dice: tres tazas...cinco cucharadas de
concentrado. En uno dice con... tres tazas... me dan...tiene tres tazas y cinco
cucharadas...

E3. jde jarabe!

E4: (escribe en una hoja)...bueno éstas (3) son... tazas vamos a decir ¢no? Y

éstas son... jarabe (5)...

E3: Jarabe...

E4: ...¢sale? Este es...tengo una tapa. En la otra es...ocho y diez (escribe) y en

la otra es...seis... y ocho...

E3: (esta leyendo mientras E4 estd hablando) en la botella de tapa verde se

pusieron tres tapas de agua...
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E4: ...ahora, lo que se hizo es...buscar un nimero equivalente entre los tres ¢ si?
Por decir nosotros... les deciamos que...por qué niumero podiamos multiplicar y
encontrar este...un equivalente. Entonces deciamos no, si nos vamos al mayor
namero me va a dar 24... para que me de 24, bueno ¢ por cuanto multiplico esto?
ibueno! Por tres ¢no? Y ya me da 24...24 ¢si? O sea lo estoy multiplicando aqui
por tres. Pero aqui también debo de encontrar otro 24 ¢por cuanto debo
de...?...bueno aqui 24 y 24 pues... 0 sea que sea el...el mismo este... multiplo,
24, 24, pero para que me de 24 yo lo multiplico por tres entonces ese tres lo
debo de utilizar también por el segundo este... que es el jarabe, tres por diez me
tiene que dar treinta.

Y ya encuentro aqui por decir, 24, 30 ¢no? Aqui...si tenia seis y quiero 24 ¢ pues
por cuanto voy a multiplicar? Por cuatro, ese mismo cuatro lo multiplico por el
ocho y aqui van a haber 32. Ahora ya tengo aqui 24, 32.

En este igual tengo 3 y quiero tener 24, ¢ seria por 8, no? Aqui ese 8 por el 5, me
va a dar 40 y aqui me da 24. Y ya encontramos para que sea igual...en todos,
pero ahi ya vemos la diferencia ¢si? ¢Cudl tiene mas jarabe? 40, 30 y 32
con...teniendo...vamos a decir el...las mismas tazas ¢no? jDe agua! Las mismas
tazas ya, ya fueron 24, 24...ya, ya lo convertimos a... lo igualamos pues...a 24.
Entonces si, ahora ya nos damos cuenta cual es. Es la 24 y este... y 40
gue...que en este caso lo decia este... Pepe...Pepe era el que tenia la razon
porque nosotros ya...lo comparamos, pero también se puede hacer una tablita
de variacion proporcional, pero...hacer... jde tres entradas pues! las tres
comparaciones... la duda, la duda era aqui quién era la tapa verde, quién era la
tapa...pero ya cuando...cuando ya vimos a colores... ja no pues esta es!
(Entrevista NORERI111105, p. 8)-
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Figura 34. Procedimiento del caso 36-C3 al problema 2

El profesor obtiene, a partir de las razones dadas en el problema, sus
equivalentes, de tal forma que un término de cada razén coincidiera. En términos del
problema, igualaron la cantidad de tazas de agua. Ahora bien, en la obtencion de
razones equivalentes ocurrié un proceso escalar, ya que aplica factores que establecen
la relacion entre iguales espacios de medida y asi obtiene las razones equivalentes. En
el procedimiento seguido el profesor evidencia un conocimiento importante relacionado
con la semejanza de razones: r(a:b) = r(an:bn). Esta creacion de razones equivalentes
le permitié hacer la comparacion mas facil. Veamos, las razones dadas fueron 3:5, 8:10
y 6:8, a partir de ellas, mediante la aplicacion de distintos factores (8, 3y 4), obtuvo: 24
1 40; 24 :30; y 24 : 32 respectivamente. Como es notorio cada factor lo aplica a ambos
términos de cada razén, es por lo cual sefialo que el profesor tiene conocimientos de la
propiedad, antes mencionada, sobre equivalencia de razones. De esta manera es como
obtiene razones mas faciles de comparar, puesto que coinciden en un término y por
tanto elige la mezcla que cumple con lo demandado en el problema: la que tuviera mas
sabor.

Esta forma de proceder es opuesta a la de valor unitario. Para obtener el valor
unitario lo que se hace es obtener el cociente de los dos numeros puestos en relacion

funcional, ya sea entero, fraccion o decimal. El valor unitario corresponde a la cantidad
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de algo que le corresponde a una unidad, es decir se simplifica la relacién dada, por
ejemplo: de la relacion 3 tazas a 5 cucharadas se obtiene que es 3/5 o 0.6 tazas por
cucharada. Mientras la estrategia de creacion de razones equivalentes consiste en
aplicar un operador que iguale algun término de las razones comparadas, sin ser
necesariamente uno. Ahora bien, existe semejanza entre las dos estrategias, puesto
que en las dos se iguala un término de la razén y se decide en base al segundo. Segun
Lamon (1996) los sujetos interpretan el problema en términos de la unidad de referencia
que puede ser simple como el valor unitario, 0 bien compuesta como es 3 a 5, retomo
este planteamiento porque este profesor trabaja con unidades compuestas y asi evita
trabajar con fracciones.

Otro aspecto, que me parece importante de sefialar, es que el problema de la
incorrecta interpretacion de cantidades intensivas, cuando se trabaja con valores
unitarios y en un problema de comparacion, esta dado porque la relacion se simplifica a
la unidad y se pierde claridad. Por ejemplo: en la relacion 3 a 5 los profesores obtienen
el valor unitario 3/5 o 0.6, entonces este cociente lo ven como un nimero aislado y no
en relacion como deberia ser: 3/5a 1 0 0.6 a 1. Sin embargo, cuando se crean pares
equivalentes, como lo realiza en este caso, en ningiin momento se pierde algan término
de la razén (24 a 40), ambos se maodifican simultaneamente y al final resulta mas
sencilla la comparacion.

Otro profesor, caso 21-C2, utiliza esta estrategia (Figura 35). La estrategia
aplicada es la misma, pero difiere en cOmo crear las razones semejantes. Mientras que
en el caso anterior iguala un término de cada razén mediante la aplicacion de distintos
factores escalares, en este caso el profesor lo hace aditivamente con la construccion de
tablas de variacion proporcional. Sin embargo, al igual que el caso anterior, no pierde
de vista a qué corresponde cada término de la relacion (razén), por lo cual es facil
determinar cual botella tiene mas sabor. Los resultados obtenidos son: 24/40, 24/30 y
24/32, entonces el agua de la botella verde tiene mas sabor porque a la misma cantidad
de tazas le ponen mas cucharadas. La forma de proceder en los dos casos, hasta ahora
mostrados, ilustran una estrategia importante para evitar dificultades con la
interpretacion del valor unitario (como cantidad intensiva), porque en lugar de reducir la

relacion a la unidad, obtienen multiplos (unidades compuestas), donde también igualan



136

un término y no se pierde el significado de la relacion. Por otro lado, evitan la
complejidad de las fracciones. Mi intencidon no es decir que evitar el uso de fracciones
sea la mejor opcién, pero puede ayudar a la comprension de otras propiedades de la

proporcion, de tal manera de apoyar el razonamiento proporcional.

_paula y sUS COMpaneros preparan jarabe de tamarindo para
:5 raspados de la kermes.

‘tn la botella de tapa verde pusieron 3 tazas de aqua y s
':ffg‘charadas de concetrado de jarabe.

En la botella de tapa naranja pusieron 8 tazas de agua y 10
:a}charadas de concentrado de jarabe.

‘fn la botella de tapa roja pusieron 6 tazas de agua y 8 cucharadas
" de concentrado de jarabe.

Lupe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la botella de tapa naranja.

pepe dice que el que tiene mas sabor es el de la botella de tapa verde. ;Quién tiene 1o T [1 ¢
e N ) U R it Bt -
ggron?___ b follle A A= =15 13
o ;Por qué? fon ole o | |
2 =
Coméntalo con tus companeros. e HOB b

3. Pedro y sus amigos preparan bolsas de dulces para la kermés. Escoge, de entre

las etiquetas siguientes, cuales deben llevar las bolsas que prepararon Pedro y sus 6 |12 |ey '
amigos y coldcalas en las bolsas que corresponda. Fijate bien, porque van a sobrdr = = [ f ;
ik . .

atinnatac

Figura 35. Procedimiento del caso 21-C2 al problema 2

Otro procedimiento semejante es el caso 29-C2, profesora de segundo ciclo que
no fue entrevistada. El desarrollo de su estrategia (Figura 36) consiste en simplificar las
razones para hacer coincidir uno de sus términos: La primera relacion es de 3 tazas con
5 cucharadas; la segunda es de 8 tazas con 10 cucharadas, la simplifica a 4 con 5; y la
tercera de 6 tazas con 8 cucharadas, la simplifica a 3 con 4. A partir de la simplificacién
compara las razones 3-5, 4-5 y 3-4, al comparar las dos primeras, que son las que
sefialan los personajes del problema (pepe y Lupe), identifica que por la misma
cantidad de cucharadas existe mas agua en la segunda mezcla, por lo tanto indica en
su respuesta que la mezcla sefalada por Pepe (3 a 5) es la que tiene mas sabor

“porque tiene menos agua y mas concentrado” que la otra mezcla (4 a 5).
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En la Figura 36 se aprecian indicios de una diferencia aditiva, sin embargo su
respuesta es en base al procedimiento de creacion de pares equivalentes de razones,
por lo cual lo consideré como un primer razonamiento descartado por el mismo sujeto.

El procedimiento de este profesor difiere un poco del anterior, ya que identifica
gue algun término de cada razon es multiplo o divisor, de ahi que no necesite igualar
algun término de las tres razones mediante un comun mdltiplo, sino alterna segun las
razones que compare. Por ejemplo 3:5 con 4:5 y otra pudo ser 3:5 con 3:4. A pesar de
las deducciones hechas descarta la posibilidad de comparar la segunda y tercera razén
(4:5 con 3:4), es decir, descarta una posible respuesta y se centra en decidir cual de las
dos primeras razones es mayor, claro que en base a lo pedido en el problema. Una vez
mas es evidente que la profesora nunca pierde de vista lo que representa cada razon y

por tanto su respuesta es acertada, es decir, resuelve el problema.

paula y sus companeros preparan jarabe de tamapRgadn30 % % ﬂ
os raspados de la kermes. ; .

fnla hotella de tapa verde pusieron 3 tazas de agua y 5
c ﬁaradas de concetrado de jarabe.

En |z botella de tapa naranja pusieron 8 tazas de agua y 10
‘tucharadas de concentrado de jarabe.

:"En la botella de tapa roja pusieron 6 tazas de agua y 8 cucharadas
de concentrado de jarabe.

‘L'upe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la botella de tapa naranja.
jpﬁpe dice que el que tiene mas sabor es el de la botella de tapa verde. ;Quién tiene

razon? _ ‘ .
: ;Por qué? _ - 0 ‘ o .z PR

Coméntalo con tus compaineros. - 3~ 3

3. Pedro y sus amigos preparan bolsas de dulces para la kermés. Escoge, de entre { 0 -
lac etinuetas siauientes. cuales deben llevar las halsas aue nrenararan Pedra v siis i

Figura 36. Procedimiento del caso 29-C2 al problema 2

Algunas dificultades en la resolucion de este problema han estado relacionados
una falta en el reconocimiento del significado de las cantidades intensivas cuando se

trabajé con valores unitarios, otra dificultad estuvo en interpretar correctamente
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nameros decimales. A pesar de las dificultades presentadas por los profesores existen
nociones de la variacion proporcional en ellos, muestra de ello es que decidan obtener
el valor unitario o bien mediante la busqueda de razones semejantes que faciliten la
comparacion. Por otra parte, existieron casos donde el razonamiento proporcional no

aparece y entonces surgen estrategias como la diferencia aditiva.

Diferencia aditiva

La diferencia aditiva o estrategia aditiva incorrecta es una estrategia errénea
encontrada en la literatura sobre el tema. En los dos problemas anteriores no se utilizd
esta estrategia, pero resultd que ante el problema de comparacion de razones surgieron
algunos casos que la aplicaron. Los profesores que la utilizaron dejaron ver una
carencia de razonamiento proporcional, o bien una falta de herramientas matematicas
que les permitiera resolver el problema.

La profesora caso 7-C3 es un ejemplo de la aplicacion de esta estrategia (Figura
37). Esta profesora habia aplicado la estrategia de valor unitario en los problemas
anteriores, también se vali6 de apoyo pictografico en el problema 1a’. Aunque en los
anteriores problemas aplico estrategias adecuadas y que mostraron su razonamiento

proporcional, en este problema no hallé una estrategia adecuada.

| paula y sus compaiieros preparan jarabe de tamarindo para
s raspados de a kermés.

la botella de tapa verde pusieron 3 tazas de aguay 5
| ?g,charadas de concetrado de jarabe.

n(B botella de tapa naranja pusieron 8 tazas de agua y 10
cﬁcharadas de concentrado de jarabe.

,fn la botella de tapa roja pusieron 6 tazas de agua y 8 cucharadas
de concentrado de jarabe.

'Lupe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la botella de tapa naranja.
pepe dice que el que tiene mas sabor es el de la botella de tapa verde. ;Quién tiene
L fazon? 4/, mouho
1{or qué? los 3 Vec(p,mw-('e; 1‘; erekh Jp moheya. pye =
“ pPovcional QauQ concentiddos .

Comeéntalo con tus companeros. . 14—

Figura 37. Procedimiento del caso 7-C3 al problema 2
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En la Figura 37 es visible que en la parte superior de cada botella coloca un
namero 2, el cual representa la diferencia entre los términos de cada relacion: la
diferenciade 3y5es 2,lade8yl1l0es2ylade 6y 8 es 2. A partir de tal deduccion
responde que “Ninguno, porque los 3 recipientes tienen de manera proporcional agua y
concentrado”. La carencia de herramientas la hizo buscar regularidades entre los
nameros involucrados, de tal forma que diera una respuesta que le pareciese
coherente, aunque sin comprender de manera correcta el significado de las diferencias
halladas.

E3: (leyendo) Lupe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la botella de
tapa naranja... y abajo que la botella verde.

Si porque si aqui pusieron...tres tazas de agua y...cinco cucha...radas de
concentrado...aja...si aqui a 3... vimos la... de 3 para cinco 2; aqui igual
dice...que pusieron ocho tazas de agua...y el concentrado independientemente
de lo que le... de las 10 cucharadas igual nada mas este...restamos de 8...si, de
8 a las 10 cucharadas...igual este...hay de diferencia 2; en la otra igual, de seis
tazas de agua, le restamos a 8 y hay de diferencia otros 2. Entonces deciamos
bueno lo que...hay de... diferencia es 2, 2, 2, entonces tienen la misma cantidad
de concentrado. Estimando nos fuimos también.

Entrevistador: y...

E3: Aja. Y si prueba aunque esta tenga mas este...tazas de a...menos tazas de
agua, igual tazas de agua, tiene la misma cantidad de jarabe....de... aplicado
para nosotros (Entrevista NORERI111105, p. 8).

El uso de dibujos, de tal forma de concretizar lo mas posible los datos del
problema, es una caracteristica en la solucion de algunos profesores, como sucede con
esta profesora, sin embargo cuando tales herramientas no evidencian la respuesta
optan por buscar algunas relaciones numéricas que les parezcan coherentes. Este es el
caso del profesor caso 1-C2, profesor no entrevistado, quien después dibujar las
cucharadas de concentrado y al parecer no hallar respuesta al problema, opta por la
diferencia aditiva (Figura 38).
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Paula y sus comparieros preparan jarabe de tamarindo para
raspados de la kermes.

|a botella de tapa verde pusieron 3 tazas de aguay 5
charadas de concetrado de jarabe.

_gq la botella de tapa naranja pusieron 8 tazas de agua y 10
f:c'iajcharadas de concentrado de jarabe.

En la botella de tapa roja pusieron 6 tazas de agua y 8 cucharadas
“de concentrado de jarabe.

:'Lupe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la botella de tapa naranja.

“pepe dice que el que tiene mas sabor es el de la botella de tapa verde. ;Quién tiene —
607 ,,hgw»t

('.POI' qué? g Son i ‘( .1._,%,,/ I L"'///'ﬁ/fc;/can&/é
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Comeéntalo con tus companeros. i : .

3 Pedro y sus amigos preparan bolsas de dulces para la kermés. Escoge, de entre _
las etiquetas siguientes, cuales deben llevar las bolsas que prepararon Pedro y sus o) ( J

Figura 38. Procedimiento del caso 1-C2 al problema 2

Otro caso que muestra la misma estrategia es el 9-C2. En su procedimiento se
vale de dibujos para representar las relaciones (tazas y cucharadas), pero al igual que
el caso anterior no es la mejor opcion y cae en la diferencia aditiva (Figura 39).
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}%ula y sus companeros preparan jarabe de tamarindo para

< raspados de la kermes.

n {a botella de tapa verde pusieron 3)tazas de agua y/ 5
icharadas de concetrado de jarabe.

“gn la botella de tapa naranja pusieron 8 ftazas de agua y 10,
cucharadas de concentrado de jarabe.

5’En a botella de tapa roja pusieron 6 tazas de agua ¥ 8 cucharadas
" de concentrado de jarabe.

JL'uPe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la botella de tapa naranja.
Pepe dice que el que tiene mas sabor es el de la botella de tapa verde. ;Quién tiene
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las etiquetas §1gngnt§s, cuales deben llevar las bolsas que prepararon Pedro y sus ¢ '_‘-‘i =
amigos y colocalas en las bolsas que corresponda. Fijate bien, porque van a sobrar 0 =

etiquetas.
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Figura 39. Procedimiento del caso 9-C2 al problema 2

Al igual que el caso anterior los dibujos no dieron el apoyo necesario para dar
respuesta al problema, entonces opta por identificar la diferencia entre los términos de
cadarazény los coloca en la parte superior de las botellas.

Un ejemplo méas de este tipo de estrategia incorrecta (Figura 40) es la profesora
caso 13-C2, quien deduce su respuesta de manera similar al caso 7-C3.

Entrevistador: Ummm. ¢y usted como le hizo?

E7: Ah, porque yo vi por ejemplo que aqui... dije jbueno!... 3 tazas de agua... si

son 3 tazas de agua... 3 tazas de concentrado, pero a esos le pusieron otros

dos. Ahora, 8 tazas de agua son 10, igual 8 tazas de... 8 tapitas o ¢como son?...

8...
Entrevistador: cucharadas.
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E7: 8 cucharadas, que da igual a una y le agregaron otras dos. Aqui igual, 6
tazas de agua y 6 cucharadas, le agregaron otras dos, por eso concluyo que....
Todas tienen igual pues. (Entrevista OFEFER111105, p. 11-12).

2 paula y Sus companeros preparan jarabe de tamarindo para e “ ﬂ
{os raspados de la kermés.
én la botella de tapa verde pusieron 3 tazas de aguay 5

‘cucharadas de concetrado de jarabe.

gn la botella de tapa naranja pusieron 8 tazas de agua y 10
cucharadas de concentrado de jarabe.

gn la botella de tapa roja pusieron 6 tazas de agua y 8 cucharadas
de concentrado de jarabe.

Lupe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la botella de tapa naranja.
pepe dice que el que tiene mas sabor es el de la botella de tapa verde. ;Quién tiene

s '
pON: ___ M e Y -— |

:Por qué? { &> Ao ¢ + e NEY, ( LS O/
:Po q!e\ (92 - — > LoDt

‘,_“\,4- v ¢ \ tC { oy Ty -
Coméntalo con tus companeros. :

Figura 40. Respuesta del caso 13-C2 al problema 2

En los casos de diferencia aditiva, hasta ahora analizado, se han valido de

relaciones funcionales (tazas con cucharadas), aunque su procedimiento sea incorrecto.

Sin embargo, todo indica que existi6 un caso, también erréneo, donde la diferencia

aditiva fue obtenida de relaciones escalares (Figura 41): la profesora caso 34-C3. En la

siguiente imagen se aprecia la respuesta dada por la profesora “nadie, porque los 3

tienen de manera proporcional agua y concentrado de jarabe”.
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5, paula y SUS companeros preparan jarabe de tamarindo para
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3, Pedro y sus amigos preparan bolsas de dulces para la kermés. Escoge, de entre
las etiquetas siguientes, cuales deben llevar las bolsas que prepararon Pedro y sus

amigos y colocalas en las bolsas que corresponda. Fijate bien, porque van a sobrar

etiquetas.
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Figura 41. Procedimiento del caso 34-C3 al problema 2.

En la imagen también se aprecia una tabla de variacion proporcional construida a
partir del valor unitario de la primera relacién (5 a 3) con el objeto de poder comparar las
razones, sin embargo parece no tener éxito y opta por otra estrategia. En este primer
intento obtiene el valor unitario de cucharadas por taza, a partir de ese valor construye
la tabla y siguiendo su construccion obtiene que a 6 tazas de agua le debe
corresponder 10 cucharadas de concentrado. A pesar de poder haber hecho, con ese
resultado, la comparacién entre las razones, como sucedi6 en la estrategia de creacion
de pares equivalentes, prefiere buscar por otro lado la respuesta al problema.
Considero que lo que aqui sucedio fue una incomprension de las razones equivalentes
halladas y por tanto no le fue de utilidad.

En la respuesta plasmada en el cuadernillo el profesor sefala que los tres
recipientes tienen de manera proporcional agua y concentrado de jarabe. Si

observemos las flechas existentes entre los datos numeéricos del problema es evidente
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que ligan ciertos nimeros: el 3 con el 8 y el 5 con el 10, también el 8 con el 6. Entre 3y
8 existe una diferencia de 5 y entre 5 y 10 también; asimismo aparece otra flecha que
liga al 6 con el 8, donde hay una diferencia de 2 al igual que entre 8 y 10. Y si
continuamos la comparacion vemos que entre 3 y 6 la diferencia es 3, y entre 5y 8
también. Por lo tanto, creo que la respuesta del profesor estuvo basada en estas
regularidades.

Ante las evidencias mostradas pareciera que la estrategia de diferencia aditiva
es, en ocasiones, una salida ante la imposibilidad de hallar una estrategia que permita
dar solucion a los problemas, ya que, a los ojos de los sujetos, parece ser un

procedimiento matematico coherente.

Regla de tres

Esta estrategia fue poco recurrida por los sujetos participantes, sin embargo,
aunque minimo, existio en cada uno de los problemas. El profesor caso 33-C3 fue
consistente con la aplicacion de la regla de tres, la aplico en cada uno de los problemas
anteriores (1a, 1a’' y 1b) y en éste.

El profesor ha utilizado esta estrategia de distintas maneras: en los casos la y
la’ para hallar el valor unitario, en el 1b para hallar el resultado final del problema y en
el presente problema hace uso de ella para identificar razones semejantes y poder
compararlas, es decir, mezcla ambas estrategias (Figura 42).

Entrevistador: ¢.como le hiciste?
E5: jA ver espérate! Estoy recordando como le hice...
... hice una relacion de... entonces digo 3 cucharadas... digo 3 tazas... tiene 5
cucharadas, entonces aqui en el 6... como aqui maneja 6 tazas, que es este que
esta acé (botella de tapa roja), 6 tazas. Primero lo comparamos este (3 a 5) con
este (6 a 8) ¢si? Que son 8 cucharadas, dice que 6 tazas son 8 cucharadas
caja? Y acd 8 cucharadas... digo 8 tazas igual a 10... 10 cucharadas... de
jarabe.

Entonces lo que hago aca es una relacion... a 6 acé le sacamos 3... 3 por 5

cucharadas, entonces lo voy a confrontar con este que esta acé ¢si? Entonces

si aca (sefiala la regla de tres 3-5, 6-x) le pongo 3 cucharadas y le pongo 6 cu...
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6 tazas ¢cuantas cucharadas necesitaré? Entonces aqui tengo que necesito 10
cucharadas ¢no? 6 por 5, 30 jaja! 10 cucharadas ¢si?

O sea que si yo lo... yo lo resolviera con esta relacion que esta aca (la de tapa
verde) entonces necesitaria yo 10 este... 10 cucharadas.

Entrevistador: Oh, si.

E5: ¢SI? O sea al... al darme inmediatamente esto ya este... yo digo que este...
...... (pensando)...

Entrevistador: Luego haces otra ¢,no?

E5: aja si, luego hago otra aca.... jaaah! Ahora lo confronto al revés, ahora digo
si... si 6 tazas le pongo 8 cucharadas... si yo tuviera 3 tazas ¢cuantas
cucharadas necesitaria? ... necesitaria no mas 4 ¢si? ... 4 cucharadas...
entonces 4 es mayor ummm... digo 5 es mayor que 4 y 10 es mayor que 8... en
2, entonces digo: bueno, aqui es mayor nada mas en uno y aqui es mayor en 2.
Entonces eso dice que bueno...es mas... es mas grande la esta... la... la
cucharada con la botella... verde, que es esta que esta aca. Es la de 3 tazas...
de 3 a 5, esta relacion es més grande...

... esta relacion es mas grande... (inaudible) ... o sea que aqui nada mas hay de

diferencia uno y aqui hay de diferencia 2, jaja! Hay de diferencia dos...

X
]
X

Figura 42. Procedimiento del caso 33-C3 al problema 2
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Segun la entrevista y la evidencia de procedimiento, el profesor aplica la regla de
tres para crear razones semejantes y poder compararlas, pero sélo considera dos de
las tres relaciones planteadas. Primero establece la relacion 3:5::6:x, donde el 6 lo toma
de la relacién con la cual compara (6:8); a partir de ahi realizando las operaciones
correspondientes obtiene que 3:5::6:10; entonces compara 6 a 10 con 6 a 8, centrado
en la diferencia entre 10 y 8 indica que existe una diferencia de 2, es decir, la razén
equivalente de 3:5 es mayor en 2 que 6:8. En la segunda vez que aplica la regla de
tres plantea 6:8::3:x, ahora toma la otra razén (6:8) para crear una razon que coincida
en un término con la primera (3:5); al aplicar la regla de tres obtiene 6:8::3:4 y entonces
compara 3-4 con 3-5, y nuevamente se centra en la diferencia de uno de los términos
cada razén y el resultado es 1. Es asi como a partir de esas diferencias (2 y 1) el
profesor elige la mezcla con mas sabor, de acuerdo al siguiente razonamiento: en la
razon semejante de 3:5 (6:10), su segundo término es mayor en 2 que la otra razén
(6:8) y; la diferencia entre los segundos términos de las razones semejantes 6:8 (3:4)
con 3:5 es 1, por lo cual, segun el profesor, la primera mezcla (3-5) tiene mas sabor, ya
gue su equivalente fue mayor en 2. La decision del profesor, basada en la diferencia de
las diferencias (2 y 1), deja ver que existe una incorrecta interpretacion, ya que hubiese
bastado una sélo comparacion para deducir cual razon era mayor seguin lo demandado
en el problema.

Este profesor ha mostrado la aplicacion de avanzados procedimientos como la
regla de tres y algebra, o que no sorprende al considerar su formacion de ingenieria,
sin embargo, muestra algunas dificultades en el desarrollo de un razonamiento
proporcional. El procedimiento del profesor parecia seguir el camino de la estrategia de
creacion de pares equivalentes de razones, sin embargo, la forma en que compara es
distinta, se centra en comparar la diferencia de las diferencias (2 y 1) y no en darles una
interpretacion de lo que implican. Soélo se deja llevar por niumeros, sin hallar la correcta
interpretacion de ellos y no se da cuenta que esas diferencias son equivalentes, ya que
se compararon las mismas razones. Pero, a pesar de las equivocadas deducciones, la
respuesta al problema es correcta “pepe, porque es mas grande la proporciéon 3 a 5" lo

cual evidencia lo engafiosas que pueden parecer las respuestas a un problema, ya que
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se podia dar una respuesta correcta sin existir una verdadera resolucién y un verdadero
razonamiento proporcional.

En la Figura 42 se aprecia lo descrito por el profesor, ademéas de una tabla de
“variacion proporcional”, la cual puede interpretarse en términos de un pensamiento
aditivo porque el orden 3-5, 4-6, 5-7, 6-8, 7-9 y 8-10 no varia proporcionalmente, sino
aditivamente. Pero la secuencia légica que el profesor plantea en la tabla, a partir de la
primer razon (3:5), coincide que obtenga las otras dos razones (6-8 y 8-10). Esto
muestra una incorrecta interpretacion de la variacion proporcional, si es que fue tomada
asi, ademas muestra que el profesor siguié distintos caminos con los numeros hasta
obtener algun resultado que le satisficiera o diera una respuesta légica para él, aunque
la forma de proceder no se corresponde con un razonamiento proporcional.

La forma de proceder del profesor, ante este problema, es mediante la busqueda
de regularidades con los numeros, como las diferencias de un término entre las razones
dadas y sus semejantes y posiblemente la secuencia de la tabla. Esta situacion exhibe
una dificultad para comparar razones y mas que nada para darles el significado
correspondiente al expresarlas, ya que sélo se queda en un juego numérico que le

resulte satisfactorio como puede ser la diferencia aditiva.

Comparacion cualitativa

Dentro de esta estrategia, caracterizada por un pensamiento intuitivo, basado en
la experiencia de los sujetos sin llegar a una cuantificacion del fenémeno, hubo un solo
caso identificado, el 15-C2 , quien resolvio el problema 1a’ en base a esta estrategia.
Este profesor dio respuesta, a este problema de comparacion de razones, basado en su
experiencia de elaboracion de pan. Segun Resnick y Singer (1993) este tipo de
experiencia que no depende de instruccidon formal, pero sirve de base para dar solucion
a un problema, es un conocimiento intuitivo. Ahora bien, el hecho de no cuantificar el
problema no implica ausencia de razonamiento proporcional sino de un estadio inicial
de dicho razonamiento, sin embargo, puede carecer de él como sucedi6 en este caso.

El profesor hace una analogia con su experiencia de panadero, pero con las
variables agua-color, a partir de donde sefiala que a menos agua tiene mayor color, lo
cual solo es posible si se mantiene la misma cantidad de color para cualquier cantidad

de agua. Pues esa es la experiencia del profesor, que al aplicarla al problema, deduce
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gue la botella que tiene menos agua tiene mas sabor (3-5). El profesor centré su
atencion en una variable: el agua. Por eso menciona que a mayor agua menos color, de
hecho la respuesta en la leccidén estd basada en comparar la cantidad de agua (Figura
43). Con esto se aprecia un pensamiento intuitivo no proporcional por que no considera
el cambio en las dos variables de una razon, sino una. Sin embargo el antecedente de
Su respuesta estuvo basado en su experiencia con la elaboracion de pan:

E8. Yo le puse... la verde porque guarda lo mismo. Yo cuando hago pan cuando

le echamos este... el color... un color para darle color rojo al pan, entonces...

menos agua mas color, estd mas concentrado. Entonces mas agua... se

reparte...

Entrevsitador: Pero fijese, si ese fuera el caso, aqui hay 3 tazas de agua y aca

hay 6 tazas de agua y aca 8 tazas de agua.

E8: Umju, pero la cuestion es de las cucharadas que le eche usted.

Entrevistador: Ah, ¢depende sélo de las cucharadas?

E8. Si porque por ejemplo, si es... si yo lo que hago es poca agua y le hecho el

mismo numero a todos, mi color va a estar bien espeso, esta mas concentrado,

con poco agua puedo... batir mi mezcla y se hace, y aqui tengo que repartirle

mas agua para que pueda darle el mismo color que tenia este. (Entrevista

OFEFER111105, p. 11).

. paula y sus companeros preparan jarabe de tamarindo para ed Wﬂ H
{os raspados de la kermes.
g E" la botella de tapa verde pusieron 3 tazas de aguay 5

‘cucharadas de concetrado de jarabe.

Eﬁ (a botella de tapa naranja pusieron 8 tazas de agua y 10
cucharadas de concentrado de jarabe.

£n la botella de tapa roja pusieron 6 tazas de agua y 8 cucharadas g
de concentrado de jarabe. i St

Lupe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la botella de tapa naranja. N
pepe dice que el que tiene mas sabor es el de la botella de tapa verde. ;Quién tiene

azon?_vevde 0000 .

- f

¢Por que? ,;‘u 2n€  anenmos  agio - -

Figura 43. Respuesta del caso 15-C2 al problema 2
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El razonamiento cualitativo proporcional debe considerar la compensacion en
cada variable y término de la proporcion. A pesar de errores en la analogia, porque ante
un problema de este tipo los dos términos de las razones varian y no sélo uno como
sucede en su experiencia. El profesor mantuvo la idea de sé6lo aumentar la cantidad de
agua y no la de concentrado, en consecuencia de esa forma de razonar, resulta
coherente que la que tiene menos agua tiene mas color. También hace un
sefialamiento importante que si involucra un pensamiento proporcional: dice que de la
mezcla que tiene mas color necesita menos para darle color requerido al pan porque si
la mezcla tiene mas agua necesitaria mas para darle el color requerido al pan, pero eso
sucede cuando no cambia una variable de las razones. En este discurso es evidente un

razonamiento cualitativo de proporcion.

Entrevistador: Y entonces ¢,como la resolvié? ¢ Nada mas asi?

E8: Si, yo nada mas asi dije. Como yo recuerdo digo jah! Asi hago mis
preparados, entonces... aqui (botella verde) tengo que echarle menos a mi pan
para que agarre el color que necesito, aqui (botella naranja) tengo que echarle
mas agua para que me de el color que yo necesito...

Entrevistador: ¢ En el segundo?

E8: Aja, y aqui regular. Por eso yo digo que... el que tiene menos agua esta mas
concentrado.

Entrevistador: Y como podemos saber que tiene menos agua... no porque. Dice
3 tazas de agua... bueno si por esto... porque esto... para decir que tiene menos
tazas de agua es porque... se fija en este dato: 3 tazas, 8 tazas.. este... y 6
tazas, pero... también tiene mas concentrado ¢ verdad?

E8: Asi es. (Entrevista OFEFER111105, p. 11).

Al hacerle notar que también existe variacion en la cantidad de concentrado
menciona haberse equivocado, pero que estd mas concentrado el sabor en la primera
mezcla (3-5) que en la segunda (8-10). Podria haber alguna explicacion mas de fondo a
Su respuesta, pero al no poderla expresar o haber contradiccibn con lo que se le

pregunté lo dejé asi. Cuando menciona que a 3 tazas le ponen 5 cucharadas de



150

concentrado cree que es mucho sabor para 3 tazas (permanece en su pensamiento la
comparacion con lo que hace en su trabajo), y para 8 tazas son 10 cucharadas, las
cuales “se reparten mas”. ¢Por qué dice que se reparten mas? Aqui pudo haber
relacionado univocamente 5 a 3, entonces le toca a una cucharada por taza y las dos
cucharadas restantes se reparten entre las 3 tazas y en la relacion 10 a 8, le
corresponde una cucharada a cada taza y se reparten las 2 cucharadas restantes entre
las 8 tazas. Esta interpretacion también pudo ser la explicacidn a su respuesta, sin
embargo, no existe una evidencia empirica contundente para afirmarlo, a diferencia de

la otra interpretacion donde so6lo considera el cambio en una variable.

Entrevistador: También cambian los valores de las cucharadas...

E8: Si, entonces ahi si, si me equivoqué. Ha de haber sido porque... aqui estan
hablando de mas concentrado de... de cucharadas de concentrado... por
ejemplo aqui si son 3ab5...

Entrevistador: ¢Son qué?

E8: 3 tazas de agua y 5 cucharadas son este... pues es... mucho color... digo
mucho concentrado para 3 tazas. Pero aqui son 8 tazas de agua... y le ponen 10
cucharadas de concentrado... y se reparten mas... es mas agua y mas repartido.
(Entrevista OFEFER111105, p. 10-11).

Sin estrategia

El caso 16-C2, segun lo mostrado en el cuadernillo (Figura 44), aplicé la
estrategia aditiva incorrecta, pero la explicacion dada en la entrevista no tiene relacion
con lo expresado de forma escrita y tampoco con lo demandado en el problema.
Asimismo su explicacion no da pautas para comprender su pensamiento, da respuestas

ilbgicas.



151

13 _ _ S h\’/ /
[Paula y sus companeros preparan jarabe de tamarindo para ﬁ
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Flgura 44. Respuesta del caso 16-C2 al problema 2

E9. Pepe dice que el que tiene mas sabor es el de la botella de tapa verde.
¢ quién tiene la raz6n? Ninguno.

Entrevistador: ¢ Ninguno?

E9. Ninguno.

Entrevistador: ¢Por qué?

E9: Porque este... tanto la porcién que dice: en la botella de tapa verde pusieron
3 tazas de agua y 5 de concentrado. O sea sabe horrible ¢no?

Entrevistador. Ja, ja, ja, ja. ¢ Por qué sabe horrible oiga?

E9. Porque tiene mas... mas concentrado.

Entrevistador. ¢ Mas concentrado de quée?

E9. De... de... de jarabe.

Entrevistador. Pero mas concentrado que qué otra cosa 0 qué?

E9. Este... podia ser menos también de azucar.

Entrevistador. Ahi no hay azucar.

E9. No, no. un ejemplo ¢no? pero aqui lo que me esta diciendo es mas... 3 tazas

de agua y... y 5 cucharadas de concentrado. (Entrevista ALF111105, p. 3)

En la respuesta del profesor se aprecia que no existe comprension alguna del

problema: dice que el agua “sabe horrible” y cuando se le pide explicar con qué esta
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comparando el concentrado sefiala que podria ser menos azlcar, lo cual no es una
variable en el problema. Mas adelante se le sigue cuestionando sobre las siguientes
mezclas, a lo que sefala otras incongruencias como es el involucrar lo dulce de la
mezcla y la fuerza del concentrado que tampoco son variables en el problema y sin

|6gica en su razonamiento.

E9. Para mi. Bueno la que sigue. En la botella de tapa anaranjada pusieron 8
tazas de agua y 10 de... cucharadas de concentrado de jarabe.... entonces para
mi es por lo mismo, que pues no sabe... no sabe igual pues... no puede ser
dulce, no puede ser mas fuerte que la otra.

Entrevistador: No, ¢por qué?

E9. Porque para mi que el concentrado es mas fuerte.

Entrevistador: ¢ Mas fuerte que qué?

E9: Que el agua. (Entrevista ALF111105, p. 3)

De los fragmentos de la entrevista mostrados se aprecia un total
desconocimiento del tema, involucra otros ingredientes de los dados en las relaciones,
lo que puede estar basado en su experiencia, no existe un razonamiento para

relacionar las variables del problema, creo que ni siquiera los trata de analizar.
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Problema 3

El problema 3 es de proporcion y se basa en un contexto de compra-venta
(Figura 45). Lo que demanda este problema es la busqueda de valor perdido al igual
gue los problemas 1a, 1a’ y 1b. También este problema considera cantidades discretas
(dulces) y continuas (dinero). Una diferencia es el uso de numeros decimales y
naturales al momento de plantearlo y en consecuencia de razones no enteras.

En este problema estan involucrados dos variables: dulces-precio. La razon es
de 1/2 o 2, es decir de doble o mitad, que de principio le da cierta facilidad al problema
para obtener el resultado de precio por bolsa de dulces. El uso de decimales le agrega
una dificultad, pero el contexto de compra-venta es muy familiar a todos lo cual
compensa la dificultad agregada. También lo expresado en decimales (.50) son pesos
(dinero), por lo que facilmente son considerados por los sujetos como 50 centavos y ahi
se pierde la dificultad de los decimales porque ya no hablan de decimales sino de 50
centavos, es decir, enteros.

Otra ayuda que se les da a los sujetos es que ya existen los resultados de precio

por cada bolsa y deben colocarlos en la bolsa correcta.

3. Pedro y sus amigos preparan bolsas de dulces para la kermés. Escoge, de entre
las etiquetas siguientes, cudles deben llevar las bolsas que prepararon Pedro y sus
amigos y coldcalas en las bolsas que corresponda. Fijate bien, porque van a sobrar
etiquetas.

g oo B £.50 & S 00 2 Ss.00 & 1000

10 dulces
ol s 12 dulces

20 dulces 15 dulces; # 7. 50

Figura 45. Problema 3 del libro de texto de quinto grado de valor faltante
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Tabla 11
Estructura numérica del problema 3

Dulces | Precio ($)
10 ?

12 ?

15 7.50

20 ?

Cuantificacion respuestas y estrategias

Sin considerar a los que no contestaron, no hubo quien tuviera una respuesta
erronea al problema, lo que evidencia la facilidad que representé para los profesores.
Existe un alto porcentaje de quienes no dieron respuesta, es dificil decir que fue debido
a la dificultad del problema, sino mas bien a la no disposicion e inasistencia (Figura 46).
El 19.6% de quienes no dieron respuesta coincide con quienes no contestaron el
problema 2, entonces puedo decir que fue solo la falta de voluntad de los profesores.

Problema 3

25 +—
20 —
15 A 11
10 -

5 +— 2 .

0 0
0
correcto incorrecto N.C 2do correcto incorrecto N.C 3er
2do 2do 3er 3er

Figura 46. Respuestas al problema 3

Ante este problema sélo se utilizaron la estrategia de valor unitario (36.4%) y la

regla de tres (6%) y el 39.4% no dejo huella de la forma de proceder, lo que pudo ser
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debido a la facilidad de la relacion del problema, ya que pudieron haber obtenido el

resultado s6lo obteniendo la mitad a cada cantidad de dulces o bien mediante el valor

unitario.
14 13 13 13
12 11 11
10 -
]
g 8-
a
=
2 6
(¥
4 _
2
2 4 T
m i o
0
VU2 R-32 AD2 NvV2 NC 2 VU3 R-33 AD3 NV3 13 NC3
Estrategias

Figura 47. Estrategias empleadas en la solucién al problema 3

Analisis cualitativo de los procedimientos utilizados

Las estrategias usadas, relacionadas al problema 3, fueron la de valor unitario y
regla de tres, al igual que los problemas lay 1b, también problemas de valor perdido

con razones enteras.

Valor unitario

En 7 de los 9 profesores entrevistados usaron la estrategia de valor unitario ante
este problema, la cual fue la estrategia mas recurrida a lo largo de todos los problemas.
Por ejemplo, los casos 6-C3 y 32-C3 utilizaron la estrategia de valor unitario en todos
los problemas. Todos los demas profesores entrevistados variaron sus estrategias
segun el problema.

Quienes se valieron de la estrategia de valor unitario, en general, no tuvieron

mayores dificultades después de hallarlo. Las variantes existentes estan relacionadas
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con el uso de algun recurso, como la representacion pictogréafica, recurso importante
para comprender mas el problema y poder obtener el resultado.

La profesora caso 7-C3 (Figura 48) y el profesor caso 36-C3 dividieron los
términos de la relacion dada 15:7.5 para obtener el valor unitario de precio por dulce.
Después solo multiplican por la cantidad de dulces donde necesitan conocer el precio.

Entrevistador. ¢y con los dulces? Aqui abajo. (sefialando la leccion)

E4: Aqui se me facilit6 méas porque ya estdn aqui dos..dos datos...de

entrada...estd el dibujo dijimos jno! pues siete cincuenta lo dividimos ¢no?

encontrar el valor de cada dulce. Entre 15 pues qué valor me va a dar, me va a

dar cincuenta centavos...

E3: Cincuenta centavos...

E4: jpor dulce! Entonces ya es féacil: cincuenta por 10, pues ya cinco pesos;

cincuenta por 12, seis pesos; cincuenta por 20, pues me dan 10 pesos, jfacil!

Entrevistador: ¢y usted maestra le hizo igual?

E3: Si también. Porque este...como dice nos dan los datos, o sea lo dividi (el

7.50) entre 15 dulces encontré el valor de cada dulcecito, 50 centavos. Y ya asi

fui multiplicando 10 por punto cincuenta, doce por punto cincuenta y obtuvimos
los resultados. (Entrevista NORERI111105, p. 11)

Figura 48. Procedimiento del caso 7-C3 al problema 3
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La profesora caso 7-C2 halla el valor unitario a partir de sus dibujos e ir
repartiendo el precio entre los dulces (Figura 49). Al observar el procedimiento seguido
se nota, que al contrario de los otros profesores que obtuvieron el valor unitario de

precio por dulce, aqui la profesora resuelve el problema con el valor unitario de dulces

0or peso Imaaen 41

-
3. Pedro y sus amigos preparan bolsas de dulces para la kermés. Escoge, de entre
las etiquetas siguientes, cuales deben llevar las bolsas que prepararon Pedro y sus

amigos y coldcalas en las bolsas que corresponda. Fijate bien, porque van a sobrar
etiquetas.

Figura 49. Procedimiento del caso 7-C2 al problema 3

El recurrir a dibujos para agrupar y poder deducir el valor unitario muestra un
pensamiento matematico limitado, el cual necesita de los objetos concretos para poder
manipularlos matematicamente.

Por ultimo, sefialo que el caso 16-C2 utiliza la estrategia de valor unitario, pero
ahora si logra explicar que realiza la division y de ahi obtiene el valor, para después
multiplicarlo segun cada valor perdido que se busca. Este problema fue el unico donde

su respuesta pudo ser explicada por el profesor.
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Regla de tres

El uso de la regla de tres se dio en pocos casos (4). De los profesores
entrevistados, s6lo uno aplicé la regla de tres, el caso 33-C3. En esta ocasion el
profesor establecio la relacion directa con la cual llegar al resultado esperado: por
ejemplo 15:7.50::10:x (Figura 50). Ya que en el caso anterior la utilizé para hallar el
valor unitario. Sin embargo, demostré que la herramienta y estrategia de que se vale el
profesor para todos los problemas es la regla de tres, algoritmo que antes de ser usado

debe ser comprendido.

3. Pe('iro 1% sus.am‘igos preparan bolsas de dulces para la kermés. Escoge, de entre
las etiquetas siguientes, cuales deben llevar las bolsas

amigos y colécalas en las bolsas que corresp!)mq-%gt

etiguetas. T

Yoo $és0

2- prepararon Pedro y sus
e'bien, porque van a sobrar

LIZ dulceséﬁt; 5@ §

OIS N s 8 4o e 1

LO dulcesf /p oc ! 15 dulces ..

Compara tus respuestas con las de tus comparneros.

Figura 50. Procedimiento del caso 33-C3 al problema 3

Un caso especial que aplico la regla de tres fue el profesor caso 28-C2, quien

aplica la regla combinada con el uso de porcentajes (Figura 51).
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El profesor aplica relaciones extrafias a partir de las cuales obtiene el valor
unitario de costo por dulce: plantea que 15-100, 7.50-x. En esta forma se supone que
15 dulces son el 100%, y 7.50 es el precio de 15 dulces En el planteamiento de la regla
de tres el profesor se vale de tres variables: dulces-porcentaje-precio y resulta
inapropiado para obtener el precio de un dulce, sin embargo, aplicando las operaciones
correspondientes el resultado es 50, valor interpretado como 50 centavos. En este
proceder puede ser que ya conocia el valor por dulce y busco una relacion y operacion
que lo llevase a comprobar. Después vuelve a aplicar la regla de tres, pero es mas
extraflo su proceder ahora: 15 / 7.50 y 20-100, entonces la forma de operar

considerando las flechas es (20 x 7.50) x 100 / 15. Al realizar las operaciones el

resultado es 1000 y el profesor lo transforma en 10.00 pesos como el precio para 20
dulces, es decir, le coloca el punto decimal bajo algun criterio que, bondadosamente,
podria haber sido la division entre 100 nuevamente o mas bien como no obtuvo lo
deseado solo quitd dos ceros para tener el resultado deseado. Mi hipétesis es que,
como ya conocia los precios de cada bolsa de dulces, lo que hizo fue buscar
operaciones que le resultaran logicas y dieran con los ndameros buscados sin

comprender la relacion proporcional entre los términos.

oo e

& e,
2 00 = o0t ls %56 ¢ )
" 1.50 e
\)Oiap -(,D 'l:ﬂ.l
1S <750

620.-(__:7/00 » | S 000 —_ lS;[OQC

Figura 51. Procedimiento del caso 28-C2 al problema 3
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El proceder de este profesor es muestra de que existen conocimientos
matematicos, pero carecen de elementos para aplicarlos al momento adecuado debido,
en muchas ocasiones, a su incomprension. Ya que cuando se carece de esta
comprension, esos conocimientos de algoritmos solo vienen a confundir a los sujetos al

resolver un problema.

El conocimiento de la materia y la formacion de los profesores: algunos indicios

Segun plantea Llinares y Sanchez (1990) el conocimiento profesional del
profesor contiene componentes tedricos y practicos. El quehacer del profesor se
sustenta por un lado en los saberes cientificos y por el otro en su experiencia. Ambos
aspectos son relevantes, sin embargo, no se trata de los mismos conocimientos,
tampoco que uno sea mas importante que el otro, mas bien son complementarios. La
experiencia es importante, pero no por practicar mucho vas a logar el conocimiento de
la materia que se ensefia, mas bien esta depende del estudio en la escuela, en los
talleres, cursos o de manera autonoma. Por esta razon, me parece importante compartir
algunos indicios sobre la relacion entre el conocimiento de los profesores sobre el
contenido, su formacién académica y experiencia con dicha materia a partir de la
informacidn recaba en el cuestionario sobre sus datos personales.

El andlisis que presento sobre la relacion entre la formacidn, experiencia y
conocimiento del contenido no es el objetivo de esta investigacién, tampoco los datos
permiten un analisis profundo y preciso de las relaciones, pero esta relacionada con mi
preocupaciéon sobre la formacién docente y por lo cual me parece importante compartir
algunas ideas surgidas de los datos, teniendo en cuenta que las comparaciones
porcentuales no son equitativas debido a que fue distinta la cantidad de profesores de
cada nivel de formacion académica y de los afios de experiencia profesional.

En la Tabla 12 presento los datos de formacion académica de los profesores y
las respuestas obtenidas, de tal forma de ubicar el éxito correspondiente a cada grupo
de profesores segun su formacion. En la tabla descarté los problemas 1a, 1b y 3 debido
a que no hay diferencias que remarcar en cuanto al éxito, asi que divididos en ciclos,

s6lo contemplo los resultados de los problemas de mayor dificultad (1a y 2). Sin
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embargo, me voy a remitir al andlisis de los datos sin considerar los ciclos, solo su
formacion y resoluciéon de los problemas en forma conjunta.

Los profesores con estudios maximos de bachillerato son siete, de ellos cinco
(71.4%) dieron una respuesta correcta al problema 1a’ y seis (85.7%) al problema 2. Es
notorio el alto porcentaje de éxito para resolver los problemas que resultaron mas
dificiles. Cabe notar que los profesores con nivel bachillerato son jovenes, de nuevo
ingreso y se encuentran estudiando la licenciatura.

A diferencia de los profesores con bachillerato, lo profesores con estudios de
Normal béasica son profesores de mas de 18 afios de experiencia laboral que carecen
de estudios de bachillerato, posible causa de que una parte importante de ellos no
resolviera los problemas. De los 13 profesores con Normal basica nueve (69%)
resolvieron el problema l1la’ y siete (53.8%) el problema 2. En estos numeros se
observa que el éxito de los profesores con Normal basica fue menor al obtenido por los
profesores con bachillerato.

Tabla 12
Respuestas correctas e incorrectas en funcion de la formacion de los profesores
Solucidn a los problemas | Total de profesores
Problema (P) P l1a P 2
Estudios
C 5 6
Bachillerato I 2 1 7
NC 0 0
C 9 7
Normal béasica I 3 4 13
NC 1 2
C 25 24
Licenciatura I 3 6 36
NC 8 6
C 2 1
Maestria I 1 1 3
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NC 0 1
C 2 2

Otros I 0 0 3
NC 1 1
C 1 2

Sin datos de su formacion | | 1 0 4
NC 2 2

TOTAL 66 66 66

C: correcto I: incorrecto NC: sin contestar P= problema

Los profesores con licenciatura fueron la 36, de ellos 25 (70.5%) resolvieron el
problema l1la’' y 24 (66.6%) el problema 2. El porcentaje de éxito es superior que el
conseguido por los profesores con Normal béasica, pero inferior que el conseguido por
los profesores con estudios de bachillerato.

En cuanto a los profesores con maestria, de los tres existentes dos resolvieron el
problema l1la’ y so6lo uno el problema 2, aunque con algunas dificultades como lo
ejemplifica el caso 7-C3.

Podria pensarse que los profesores con bachillerato saben mas que los de
maestria o que los de licenciatura, pero como ya lo sefalé anteriormente es una
comparacion inequitativa, sin embargo de manera general pareciera ser que tanto los
profesores con menos preparacion, como los que tienen mas presentan las mismas
carencias en el conocimiento del contenido, en este caso de razén y proporcion, no se
nota una diferencia significativa entre quienes tienen mayores estudios y quienes tienen
menos.

El conocimiento de la materia es un conocimiento tedrico que requiere ser
aprendido en la formacion inicial de los profesores, en los talleres o en su estudio
personal, pero un supuesto surgido de esta revisibn es que poco se atiende al
conocimiento de los contenidos en la formacién del profesor de tal forma que auin con
maestria presentan las mismas dificultades en el dominio del contenido, me parece que
el énfasis se ha puesto en el conocimiento pedagdgico y didactico en general y poco en

el conocimiento disciplinar de lo que tiene que ensefar el docente. Como lo sefialé
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anteriormente el conocimiento de la materia es el inicio de lo demas y por lo tanto debe

trabajarse desde el inicio de la formacion docente.
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CAPITULO QUINTO. PRECISIONES Y CONCLUSIONES
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Resumen y precisiones de los procedimientos emplead 0s por los profesores

Los procedimientos utilizados por los profesores para resolver problemas de
razon y proporcion en esta investigacion muestran carencias en el conocimiento del
contenido sobre este tema. Esta situacién limita el proceso instructivo de los profesores
y en consecuencia el aprendizaje de los alumnos. Los resultados de las evaluaciones
en México de organismos internacionales y nacionales, asi como las evaluaciones en
las escuelas evidencian bajos logros en el aprendizaje de las matematicas lo que puede
estar relacionado con limitantes en el conocimiento del contenido por parte del profesor.

Hago un recuento de los hallazgos de la investigacion para ir sefialando algunos

aspectos que evidencian estas limitaciones de los profesores participantes.

El éxito de los profesores en la solucion a los problemas

El trabajo de los profesores muestra que algunos de los problemas aplicados
fueron de mayor complejidad que otros. En el primero de los problemas, de busqueda
de valor perdido, de proporcion multiple con razones enteras y fraccionarias (la y 1a’),
variaron las soluciones en funcién de la razon involucrada. Cuando se trat6 de la razén
8:1 0 4:1 (40 naranjas para 5 botellas o 10 litros) el éxito fue total, es decir, todos los
profesores que dieron respuesta al problema lo hicieron correctamente. No sucedio lo
mismo cuando se tratdé de la razon fraccionaria 10:4 (10 litros o 5 botellas con 4 tazas
de azucar), el éxito disminuyd, hubo quienes no hallaron la respuesta correcta y otros
que aunque resolvieron el problema les fue mas dificil. Las dificultades estuvieron
relacionadas con las razones involucradas (fraccionarias) y en la obtencion del valor
unitario.

Los problemas 1b y 3 resultaron también con alto porcentaje de éxito. El
problema 1b, problema de valor perdido con razon 8:1 (56 limones para 7 litros de
agua), fue resuelto exitosamente por todos los profesores. El problema 3 también de
valor perdido y con razén 2:1 (15 dulces $7.50), fue resuelto exitosamente por el total

de profesores que dieron respuesta.
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El problema 2 fue en el que menos éxito se consiguié. Comparar razones
fraccionarias (5:3, 10:8 y 8:6) no resultd nada facil. Se presentaron dificultades con la
identificacion de las razones en juego y puesto que se trataba de relaciones
funcionales, se presento dificultad con la interpretacion de las cantidades intensivas
(valor unitario). Otra dificultad estuvo relacionada con la magnitud de las fracciones o su
expresion en numeros decimales.

La resolucion de los problemas de valor perdido esta estrechamente relacionada
a las razones implicadas, cuando fueron razones enteras el éxito fue alto y cuando fue
fraccionaria disminuyd; en el problema de comparacion se utilizaron razones
fraccionarias y presento la tasa mas baja de éxito. En la Figura 52 se observa el éxito
ante cada uno de los cuatro problemas y cdémo varia segun cada uno de ellos. El 1a’ y
el 2 fueron los mas dificiles de resolver, ya que aumenté la cantidad de profesores que

no resolvieron los problemas, en comparacion con los problemas 1a, 1by 3.

problemas-éxito

60 : _
50 NNEET AP . 583
40 S1ai43 542

—e— Ccorrecto

30 —=— jncorrecto
20 - NC
10 - 1la: 818 1p. 97212 3313

problemas

Figura 52. Tendencia de las respuestas a cada uno de los problemas.

Las estrategias empleadas por los profesores

Obtener la respuesta correcta en cada tarea dependié de sus caracteristicas y

del conocimiento del profesor. Las razones involucradas, el contexto y la demanda de la



167

tarea fueron los factores que incidieron en la solucion. Por otra parte, las estrategias
seleccionadas, las técnicas empleadas, sus nociones de razdn, de factor y de las
cantidades intensivas, en conclusion, del razonamiento multiplicativo de los profesores,

fueron las determinantes en la resolucion de los problemas.

Problema lay 1b

La estrategia aplicadas por los profesores a los problemas 1ay 1b fue la de valor
unitario. Esta estrategia resultd exitosa, aunque con algunas variantes de procedimiento
y de recursos utilizados. La forma de hallar el valor unitario en estos problemas fue
mediante el algoritmo de la division con dos formas de llegar al resultado final: una fue
multiplicando el valor unitario para el tercero y asi obtener el cuarto y otra sumando
repetidas veces ese valor en una tabla de variacion proporcional hasta hallar el valor
buscado. También hubo quien utiliz6 ambos procedimientos: después de haber hallado
el resultado, a partir de multiplicar el valor unitario, realizaban tablas de variacion

proporcional como una forma de comprobar el resultado de su operacion.

Problema 1a’

En el problema 1a’ las estrategias utilizadas fueron el valor unitario y la regla de
tres. Ante este problema que implicaba razones no enteras, la estrategia de valor
unitario no fue siempre exitosa como sucedio con los problemas antes mencionados. La
dificultad en este caso estuvo relacionada con la obtencion del valor unitario, los
procedimientos mediante el cual llegaron a obtenerlo fueron tres: Una forma fue a
través de la division de las cantidades puestas en relacion, otro fue a través del reparto
en una representacion pictorica de las cantidades, una tercera forma fue mediante la
particion sucesiva por mitad de los términos en relacion; una mas, una cuarta modalidad
fue mediante el desagrupamiento de las cantidades puestas en relacion como ya lo
mostré en el apartado de uso de las tablas de variacion proporcional; por ultimo, otros lo
hicieron mediante la estimacion.

Quienes utilizaron la divisién para obtener el valor unitario aplicaron el algoritmo
de la division y posteriormente multiplicaron ese valor por el tercer término de la
proporcion o mediante el uso de una tabla duplicaron hasta llegar a la cantidad que le

corresponde al tercer término de la proporcion. Por ejemplo, en el problema 1a’ algunos
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dividieron 4 entre 5 0 4 entre 10 para obtener el valor unitario (0.4 o 0.8), seguido de

una multiplicacion para hallar la cantidad de azucar (0.4 x 6 0 0.8 x 3 = 2.4).

El procedimiento de reparto se dio Unicamente en el caso 7-C3 (Figura 6), el cual
consistio en el dibujo de los dos espacios de medida (5 botellas, 4 tazas), luego la
division gréafica de uno de ellos en tantas partes como eran el segundo espacio de
medida (1 taza/5 botellas), posteriormente hicieron el reparto (4/5 de taza a cada
botella), por ultimo hicieron la suma (4/5 + 4/5 + 4/5) de las partes mediante el conteo
unitario de tres veces la parte que le toco a cada botella y finalmente llegar al resultado
(2 2/5).

La tercera forma de proceder, de particion sucesiva por la mitad, se dio en el
caso 25-C2 (Figura 11), el cual consistio en tomar las dos cantidades de la relacion (10
litros a 4 tazas) y dividirlas por la mitad sucesivamente (10:4, 5:2, 2.5:1...), con el
objetivo de hallar el valor unitario tazas/litro, procedimiento que no tuvo éxito, porque
aunque hallo el valor unitario inverso (2.5 litros a 1 taza), éste no pudo ser utilizado para
encontrar la solucion del problema.

El cuarto procedimiento apoyado en la tabla de variacién proporcional consistid
en el desagrupamiento de las cantidades en unidades y posteriormente reagruparlas de
tal manera que a cada unidad del segundo espacio de media le correspondiera igual
unidades del primer espacio de medida. Los casos 15-C2 y 27-C3 (Figuras 7 y 8)
utilizaron este procedimiento, en el problema 1a’ tomaron la relacion naranjas/azicar
(40:4::24:X), posteriormente se desagrupd el 40 y el 4 en unidades, luego se
repartieron las 40 unidades del primer espacio de media entre las 4 cuatro unidades del
segundo espacio de medida tocando 10 naranjas a 1 taza, finalmente el segundo caso
hall6 que para 24 naranjas correspondia 2 tazas y 4/10, pero el primero no pudo
identificar qué fraccién de 10 eran 4 naranjas, asi que solo estimé la fraccién y puso un
cuarto.

La dltima forma de hallar el valor unitario fue mediante la estimacion.
Procedimiento que consistié en elegir un posible valor unitario y posteriormente, con el
apoyo de una tabla, duplicar este valor hasta encontrar el cuarto termino que
corresponde al tercero, o bien, estiman un posible valor unitario y con el apoyo de

dibujos van colocando bajo los dibujos dicho valor y finalmente los suman. El caso 1-C2
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(Figura 9) seleccion6 1/4 de azlcar para cada 1/2 litro de agua, luego, con el apoyo de
una tabla, duplica estos valores hasta llegar a la cantidad que corresponde a 6 litros de
agua (tres botellas). El caso 22-C2 (Figura 10) estima 1/4 taza de azlcar para un litro
de agua, dibuja las botellas y va colocando dos cuartos bajo cada botellas, finalmente
suma los 6/4 que corresponde a 3 botellas.

La otra estrategia utilizada para resolver este problema fue la regla de tres, la
cual es un algoritmo que mas que estrategia es una técnica. La forma en que se
procedio con ella fue 10:4::6:x entonces x=2.4 (Caso 15-C3) y el resultado fue exitoso.

Otro uso que se dio esta técnica fue para hallar el valor unitario (Caso 33-C3),
aqui se plante6 10:4::1:x, entonces x=0.4 y posteriormente se multiplicé o en una tabla

se duplico para hallar la solucion al problema.

Problema 2

El problema menos exitoso fue el 2, problema de comparacion de razones en
contexto de mezcla, donde existieron variedad de estrategias utilizadas: el valor
unitario, la regla de tres, la construccion de pares equivalentes, la aditiva incorrecta y la
cualitativa.

La estrategia de valor unitario tuvo dos modalidades: la primera fue dividir los
consecuentes entre los antecedentes de las razones implicadas (5/3, 10/8 y 8/6), dando
como resultado las cantidades intensivas cucharadas/taza 1.66, 1.25 y 1.33; y la
segunda modalidad dividieron los antecedentes entre los consecuentes (3/5, 8/10 y
6/8), dando como resultado las cantidades intensivas tazas/cucharada 0.6, 0.8 y 0.75.
En ambas modalidades sigui6 la comparacion de los cocientes obtenidos (decimales o
fracciones) para optar la respuesta que creian correcta. El éxito en este problema,
utilizando la estrategia de valor unitario, dependié de la comprensién de las cantidades
intensivas, de la comprension de los nimeros fraccionarios y de los decimales.

Los casos 6-C3 y 32-C3 son ejemplos de la primera modalidad, quienes hicieron
una comparacion correcta de las cantidades intensivas decimales. Los casos 8-C2y 11-
C3 son ejemplos de la segunda modalidad, quienes dividieron los términos sin
identificar lo que representaban estas cantidades intensivas y Unicamente basaron su
respuesta eligieron cual cociente era mayor, por lo que su respuesta fue incorrecta, ya

que este caso tenia debieron haber optado por la menor. Ademas de la no
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comprension de las cantidades intensivas surgié una dificultad al comparar los
decimales, el caso 8-C2 eligid el cociente 0.75 mayor que 0.8 y 0.6. El caso 11-C3
requirio convertir los nimeros decimales nuevamente en fracciones decimales y su
representacion grafica.

Otra de las “estrategias” aplicadas fue la regla de tres. El uso de este algoritmo
fue para la generacion de pares equivalentes y a partir de ahi decidir la respuesta
correcta. El caso 33-C3 utilizé la regla de tres tomando los dos términos de una razén
(3:5) y el primer término de la razébn a comparar (6:8) para generar una razoén
equivalente a la primera (3:5::6:x =3:5::6:10), de esta manera, teniendo los
antecedentes de las razones iguales, compar6 la razon equivalente generada con la
que pretendia compararla(6:10 con 6:8), sefialando que existe una diferencia de dos
entre el 10 y el 8. Luego procedio inversamente planted la razén 6:8 y tomd el primer
término de la razéon 3:5, entonces procedio 6:8::3:x=6:8::3:4, luego compara su
resultado 3:4 con 3:5, llegando a la conclusion que existe una diferencia de 1 entre 4 y
5, por tanto, la razén mayor es 3:5. Al igual de quienes utilizaron la estrategia de valor
unitario el profesor basa su respuesta en la seleccion de la razén mayor, aunque no fue
posible apreciar su comprension de las cantidades intensivas.

La estrategia de creacion de pares equivales consistié en duplicar o partir cada
una de las razones comparadas hasta encontrar un ndmero en comun, siempre y
cuando fueran los antecedentes o los consecuentes. Con esta estrategia se evitd el uso
de cantidades intensivas, lo que favorecié sus respuestas dando como resultado solo
respuesta correctas. En esta estrategia siempre se mantienen los términos de la razén
por separado y no los fusionan, por lo que les es mas facil comparar sélo un término,
cuando las razones coinciden en alguno. En el uso de esta estrategia se evidencia la
comprension de la relacion multivoca que guardan las razones y proporciones, es decir,
los profesores conocen que para obtener razones equivalentes los dos términos de una
razon deben ser multiplicados por un mismo factor para mantener la proporcion, es
decir, a:b (n) = a(n):b(n).

El procedimiento més usual de esta estrategia fue la igualacion de los
antecedentes de la razén, por ejemplo 3:5=24:40 y 8:10=24:30, posteriormente hacen la

comparacion no en términos de fracciones sino de las cantidades por separado, es
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decir, si a 24 tazas de agua le pongo 40 cucharadas de concentrado y a 24 tazas de la
otra agua de sabor le pongo solo 30, es evidente que la primera agua tiene mas sabor
porque a la misma cantidad de agua le ponen mayor cantidad de cucharadas.

La forma en que se obtuvieron los pares equivalentes tuvo dos modalidades: una
fue multiplicando directamente cada par de numeros por un factor que diera como
resultado un comun multiplo de los antecedentes (3:5 por 8 y 8:10 por 3); otros
mediante la duplicacion en tablas (3:5 = 6:10 = 9:15...etc); y un procedimiento mas fue
mediante la simplificacion de los pares de cantidades (3:5=3:5, 8:10=4:5 y 6:8=3:4).
Quienes utilizaron este ultimo basaron su comparacién tanto en los antecedentes como
en los consecuentes (3:5 con 3:4 y 4:5 con 3:5), pero como la comparacion permite
tener presente siempre la relacion entre los espacios de medida no tuvieron mayor
dificultad. Ademas este procedimiento es mas elaborado porque no solo iguala
duplicando sino particionando. Lo que hay que reconocer es que quienes utilizaron esta
estrategia muestran comprension de las relaciones multivocas, correspondientes al
pensamiento proporcional o multiplicativo.

La estrategia aditiva incorrecta, basada en un razonamiento aditivo, es decir,
basada en la diferencia externa o interna de los pares de cantidades comparadas. La
mayoria de quienes utilizaron esta estrategia decidid su respuesta en funcién de la
diferencia externa entre las tazas de agua y las cucharadas de concentrado. Un caso
basO su respuesta en la diferencia interna de tazas con tazas y cucharadas con
cucharadas. De las relaciones dadas 3:5, 6:8 y 8:10 la diferencia de 3 y 6 es igual que
la diferencia de 5 y 8; la diferencia de 6 y 8 es la misma que de 8 y 10, y la diferencia de
3y8ydeb5y 10 también es la misma por lo tanto todas las aguas tienen el mismo
sabor.

La estrategia de comparacion cualitativa se dio en un caso, basa su experiencia
en su oficio como panadero, pero la respuesta al problema la da a partir de la
consideracion de una sola variable: la cantidad de concentrado, por lo que no que el

razonamiento proporcional no se encuentra presente.

Problema 3

En la solucion al problema 3 fue uno de los fueron resueltos exitosamente por la

mayoria de profesores. Para resolverlo se aplicaron dos estrategias, el valor unitario y la
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regla de tres. La mayoria utilizd la primera estrategia, utilizando el algoritmo de la
division para hallar el valor unitario, otros lo hicieron mediante el reparto apoyados en el
dibujo de las cantidades (15 dulces para $7.50), a partir de los cuales realizaron el
reparto (2 dulces para $1.00) y asi llegar al valor unitario (1 dulce/50 centavos). Una vez
hallado el valor unitario algunos multiplicaron ese valor por el tercer término de la
proporcion y asi hallar el cuarto, otros sumaron repetidamente y otros mas contaron la
cantidad correspondiente en los dibujos hechos. Estas diferencias es posible se deban
la habilidad en el uso de algoritmos por un lado y otras a la certeza que les da su
procedimiento, mas que a un nivel superior en el razonamiento proporcional, aunque
tampoco lo podemos descartar. También puedo sefialar que el contexto cotidiano de

compra facilito el manejo de la razon 1/2, ya de por si una relacion facil.

Los usos que los profesores le dieron a la tabla de variacion proporcional

La tabla de variacion proporcional fue uno de los recursos al que los profesores
recurrieron para resolver el problema. También es un recurso al que los maestros y
libros de texto recurren para promover el aprendizaje del tema. En el caso de las tablas
de variacion proporcional el 13.63 % de los profesores la utilizaron en promedio (Figura
53), aunque de distinta forma: una de ellas fue para verificar las soluciones (Figuras 12,
13 y 24), otra fue para hallar el valor unitario (Figuras 7, 8, 11) y la tercera fue para

hallar la solucion al problema a partir de duplicar el valor unitario (Figuras 9, 10y 12).

Uso de la tabla de variacion
proporcional

5 15 B 1
2 10 =
5 | 2 @ tablas
0] L1
la 1a’' 1b 2 3
problema

Figura 53. Frecuencia del uso de la tabla de variacion proporcional
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La primera forma consistié en que una vez obtenido el resultado del problema el
profesor utilizaba la tabla para comprobar que su respuesta fuera correcta. Lo que hacia
era duplicar el valor unitario hasta ubicar que el resultado obtenido anteriormente
correspondia al de la tabla.

La segunda forma fue para hallar el valor unitario, procedimiento que tuvo dos
modalidades: la primera mediante la particidbn sucesiva por mitades y la segunda por
desagrupamiento. Estos procedimientos los describo en el apartado de las modalidades
para la obtencion del valor unitario en el problema 1a’.

El tercer uso de la tabla fue para obtener la respuesta final al problema, con dos
modalidades dependientes de la demanda del problema: valor faltante o comparar
razones. El uso que se le dio a la tabla para hallar el valor faltante consistio en la
duplicacion del valor unitario, obtenido previamente, hasta encontrar el valor faltante. En
el problema de comparacion de razones, la tabla fue usada para hallar pares de
nameros equivalentes que coincidieran en alguno de los términos que permitiera a los
profesores hacer la comparacién (Figura 35).

Respecto al uso de las tablas el profesor caso 33-C3, quien las utiliz6 para
verificar su respuesta, habla de la importancia de las tablas para resolver los problemas
de razoén y proporcion.

E6. Lo que pasa es que... el registro de una tabla te permite, eh... proporcionar

mas datos, hacer comparaciones, pero necesariamente tiene uno que calcular

primero, primero tienes que calcular y luego tus... tendrias tu tabla, pero primero
es el calculo pues.

Ya una vez que tu calculaste, puedes deducirlo en la tabla, puedes aumentarle,

disminuir porque para eso sirven las tablas de proporcion. Puedes aumentarle el

doble, uno mas, si le aumentas 1 a una cantidad, también le aumentas a todo, o

sea la misma cantidad, si le aumenta dos, dos le aumentas al otro. A eso se

refiere proporcionalidad, o le aumentas doble, triple, disminuyes. Le puedes

quitar uno punto cuatro, uno punto nueve, lo que tu quieras, pero a los dos... a

las dos... a las dos lineas (se refiere a las columnas de una tabla) y... y el

resultado siempre te va a salir correcto (Entrevista ABEJOR101105, p. 4).
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Conclusiones

Del recuento y precisiones hechas de lo hallado en esta investigacion quiero
plantear las conclusiones en tres direcciones: El razonamiento proporcional de los
profesores, el conocimiento del contenido por parte del profesor y propuestas de

formacion e investigacion.

El razonamiento proporcional de los profesores

Algunas conclusiones de este trabajo, que enriquecen o corroboran los
resultados de la investigacion sobre razonamiento proporcional, estan en funcion de las
caracteristicas de los problemas planteados y de las estrategias empleadas por los
profesores.

Las tareas de valor faltante fueron faciles de resolver cuando la razoén utilizada
por los profesores fue entera (8/1) o fraccion sencilla (1/2), pero cuando la razén fue
una fraccion mas compleja (4/5) resultdé ser complicado resolver el problema. En
cambio, el problema mas dificil fue cuando se traté de comparar razones fraccionarias
(5/3, 8/6 y 10/8).

Las estrategias utilizadas dependen de la demanda de la tarea. Cuando se traté
de halla el valor faltante las estrategia fue el valor unitario la principal o la regla de tres,
aunque ésta fuera para hallar el valor unitario. En cambio cuando se tratdo de comparar
razones las estrategias se diversificaron: valor unitario, regla de tres, generacion de
pares equivalentes, diferencia aditiva, comparacion cualitativa y la mayoria no mostré
su procedimiento, a diferencia de los problemas de valor perdido, que casi
inmediatamente saben que hallar el resultado depende de hallar el valor unitario.

La estrategia de valor unitario fue la mas utilizada cuando se tratd de un
problema de valor faltante, en cambio cuando fue de comparacion de razones su uso
fue reducido.

La obtencion del valor unitario result6 complicada cuando la razon fue
fraccionaria (4/5), en cambio cuando la razén fue entera o de un medio fue muy facil

hallarlo.
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Los procedimientos para obtener el valor unitario fueron diversos: la division, el
reparto con apoyo gréfico, la particidbn sucesiva por la mitad, el desagrupamiento y la
estimacion. De estos la division, el reparto y desagrupamiento tuvieron éxito al hallar el
valor unitario, en el caso de la particion sucesiva por la mitad y de la estimacién no
sucedio asi.

La estrategia de valor unitario en el problema de comparacién de razones,
exitosa en algunos casos y no exitosa en otros, presento dificultad con la comprension
de las cantidades intensivas y la comparacion de fracciones y decimales.

La estrategia de creacion de pares equivalentes se presentd Unicamente en el
problema de comparacion de razones, la cual fue siempre exitosa. El proceso de
duplicar, caracteristica de la comprension de las relaciones multivocas, permitio crear
pares de numeros equivalentes sin perder de vista las unidades en relacién, ya que una
vez igualado uno de los términos de cada par, era evidente la diferencia de sabor entre
una mezcla vy otra.

La estrategia de diferencia aditiva se presentd Unicamente en el problema de
comparacion de razones. Este procedimiento de comparar en base a la diferencia
interna 0 externa de los pares de numeros comparados es resultado de la
incomprension de las razones.

La estrategia de la regla de tres, un algoritmo que para su aplicacion depende de
la identificacion de los términos en juego, su ubicacidén correcta y la ejecucion de la
regla de multiplicar los medios o extremos y lo dividir el resultado por el tercer dato
conocido, no da cuenta del razonamiento proporcional de quien la usa, so6lo del dominio
de un algoritmo. Sin embargo, en un caso se le dio un uso limitado: la obtencion del
valor unitario, pudiendo ser para hallar el resultado final.

La comparacion cualitativa fue procedimiento basado en la experiencia del
individuo, sin embargo, el caso aplico esta estrategia no contemplo las dos variables en
relacion, sino una.

Hubo un caso sin estrategia que no tenia idea de como resolver los problemas,
no puedo decir mas sobre su razonamiento porque no le encontré la légica de sus

respuestas.
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Hubo casos que no mostraron sus procedimientos en todos los problemas, pero
fueron mas el problema 1a'y mas aun en el problema 2 lo que sugiere varias cosas. En
el caso del problema 1a' parece ser que se debio a la imposibilidad de hallar el valor
unitario y prefirieron no compartir sus procedimientos. En el caso del problema 2 esta
situacion esta relacionada con la imposibilidad de hallar una estrategia para comparar y
sus respuestas las basaron en su intuicion.

Las tablas de variacién proporcidon son un recurso importante para resolver los
problemas de proporcionalidad. En algunos casos para verificar la respuesta, en otros
para hallarla y unos mas para resolver parte del problema, como fue la busqueda del
valor unitario.

Por altimo, no hay muchos datos que den cuenta de la influencia del contexto en
la solucion del problema, pero si pude apreciar que en el contexto del problema 3 (costo
de dulces) resultd muy familiar para los profesores y les permitié resolver el problema.
Aunque el contexto de agua de sabor pareciera familiar no lo es en el sentido que se
planted, nadie iguala el sabor del agua de naranja en la forma como se pide en el
problema, tampoco nadie o0 muy pocos comparan el sabor considerando ingredientes,
sino probando.

Finalmente puedo sefialar que efectivamente los problemas de razén y
proporcion son dificiles. El reconocimiento de la relacion multivoca, la nocién de razén,
la nocion de cantidad intensiva y del reconocimiento del factor de proporcionalidad es

indispensable para poder resolver tareas sobre el tema.

El conocimiento de los profesores sobre el contenido de razon y proporcién y sus
implicaciones

Como lo sefialé en el apartado teorico, conocer el contenido implica el
conocimiento de la disciplina, dominio de procedimientos heuristicos y algoritmicos, de
conceptos o0 nociones, es decir es el conocimiento especializado de lo que se va a
ensefar. La aproximacién a este conocimiento del contenido de razén y proporcién por
parte del profesor fue a partir de los procedimientos empleados ante tareas de
proporcionalidad. De este analisis concluyo que:
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En primer lugar, considerando que las situaciones de razén y proporcion que
resolvieron los profesores, contenidas en el libro de texto de quinto grado y destinadas
a los alumnos para el aprendizaje del tema, resultaron ser un problema para ellos como
se muestra en la investigacion. Por esta razén, puedo afirmar que existen carencias en
el conocimiento del contenido matematico, puesto que una tarea matematica se
convierte en problema cuando el individuo no tiene una solucion inmediata o un
procedimiento preestablecido que garantice su solucion, por lo tanto, es pertinente que
estas tareas sean problemas para los alumnos, pero no deberian serlo para los
profesores porque son ellos quienes las utilizan para ensefiar el contenido y deberian
tener el conocimiento previo de procedimientos que garantizaran la solucion. Esta
circunstancia es una limitante para el trabajo de los profesores.

En segundo lugar, considerando que hubo dificultades para hallar la solucion y
errores que la impidieron relacionados al desconocimiento de conceptos -cantidades
intensivas, razén, factor-, de operaciones y comparacion de numeros -fracciones o
decimales-, de diversidad de estrategias, o de aplicar un razonamiento aditivo cuanto
demanda un razonamiento multiplicativo, es un problema mayudsculo, puesto que esta
situacion deja con muy pocas o sin herramientas al profesor para una ensefianza
exitosa. Dificulta o impide planear situaciones de aprendizaje, guiar el aprendizaje de
los alumnos durante la ensefianza y valorar sus logros, como lo sefiala Grossman, et al.
(1989),

También esta situacion de desconocimiento del contenido que viven los
profesores, segun Grossman, et al. (1989), es una de las causas que promueven que el
libro de texto sea el principal y a veces el Unico recurso para ensefiar y aprender, por lo
gue muchas veces los alumnos que sobresalen es por mérito propio o apoyo fuera de la
escuela.

En tercer lugar, considerando que no existe una relacion significativa entre las
deficiencias de conocimiento del contenido de razén y proporcién de los profesores y su
grado de estudios (bachillerato, licenciatura, maestria), puedo suponer que en la
formacion docente no se ha dado un espacio curricular para que los profesores
aprendan las mateméticas que les permitan estar un paso adelante de lo que se ensefa

en la primaria. Segun mi experiencia en la escuela normal publica y en la licenciatura en
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educacion primaria de la UPN, se trabajan la didactica de las asignaturas, dando por
hecho que ya tiene conocimiento del contenido matematico.

Otro supuesto es que los bajos logros de los alumnos en matematicas, ademas
de estar asociados a la dificultad cognitiva del tema y a condiciones contextuales de los

estudiantes, estan condicionados por el conocimiento del contenido del profesor.

Propuestas para la formacion docente e investigacio n

Es urgente que en las escuelas formadoras de los docentes de primaria se
implemente el estudio de las matematicas como disciplina a la par de su didactica y sus
procesos de aprendizaje. Por una parte, porque esto permitird que el profesor tenga
herramientas para comprender, enriquecer o modificar los contenidos curriculares
cuando sea necesario; por otra parte porque enriquecera los procesos de planeacion,
instruccion y evaluacion.

Con los profesores en servicio me parece importante crear cursos, talleres,
diplomados o especialidades que favorezcan el conocimiento disciplinar de las
matematicas.

¢, Como es la relacion entre el dominio del contenido y el desempefio docente?
¢Las deficiencias de aprendizaje de los alumnos sobre algin tema se deben a la
dificultad del contenido, a la forma ensefianza o son un reflejo de las dificultades del
profesor? ¢Qué pasa con el conocimiento del profesor sobre otros contenidos de
matematicas? Son preguntas que me parece seria importante indagar, aunque me
parece que estas deben ser a la par de accionar, por lo que la investigacion-accion es
un camino recomendable.
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