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RESUMEN
Las estrategias de resolucion de problemas de trigonometria empleadas por
alumnos de educacion secundaria en México constituyen el temay el motivo de la
investigacion para esta tesis de maestria. Se deseaba conocer cémo disefian un
plan para resolver un problema de trigonometria, como lo llevan a cabo, y si es
que los alumnos se interesan en verificar la estrategia que emplearon para
resolver determinado problema.

Esta investigacion se enfocd en conocer el tipo de estrategias empleadas
por los alumnos en la resolucién de los problemas de trigonometria planteados, y
en reconocer los conceptos y conocimientos matematicos puestos en practica al
resolver problemas.

Se hizo una revision de la literatura dando prioridad a los documentos
oficiales publicados por la SEP. En particular, se compararon el Plan de estudios
de 2006 y el Plan de estudios de 1993. Se revisaron los problemas de
trigonometria propuestos en el Libro para el maestro y las actividades propuestas
en el Fichero de Actividades Didacticas. Se realizé una seleccion de problemas de
trigonometria organizdndolos en una secuencia de actividades, la cual se probé
con un grupo piloto; se le hicieron ajustes y finalmente se aplicé con un grupo de
trabajo. Luego de la aplicacion de la secuencia de actividades con el grupo de
trabajo se llevaron a cabo cinco entrevistas a través de problemas de
trigonometria y se describieron las estrategias encontradas.

Las conclusiones obtenidas son el resultado de la aplicacion de la
secuencia de actividades y de las entrevistas con los alumnos en la resolucion de

problemas de trigonometria.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

El problema de investigacion

El problema de investigacion de esta tesis es determinar qué estrategias utilizan alumnos
de educacioén secundaria en la resolucidon de problemas de trigonometria. En general, se
espera conocer el nivel de desarrollo de los alumnos en la resolucién de problemas, desde
disenar un plan, hasta llevarlo a cabo y verificarlo. También se espera reconocer el tipo de
estrategias empleadas en la resolucién de problemas de trigonometria planteados, asi
como el uso de conceptos y conocimientos matematicos.

En el desarrollo de esta investigacion acerca de las estrategias que emplean
alumnos de educacion secundaria en México al resolver problemas de trigonometria, se
retomo el enfoque de ensenanza de las matematicas propuesto por la Secretaria de
Educacion Publica [SEP] y los temas de geometria para tercer grado de educacion
secundaria.

La educacion secundaria fue reformada y declarada componente fundamental y
etapa de cierre de la educacién basica obligatoria en 1993, afio en que entrd en vigor un
nuevo Plan de estudios. En el enfoque didactico incluido en el Libro para el maestro

(Alarcon et al., 2001), propuesto para el estudio, la ensefanza y el aprendizaje de las



matematicas en la educacion secundaria, se expresa que la resolucion de problemas tiene
un papel esencial, pues con ello se pretende “provocar el interés por su estudio [de las
matematicas] y lograr aprendizajes significativos proponiendo situaciones interesantes,
que impliquen un reto y que en su proceso de resolucion [los estudiantes] logren ir
aprendiendo y consolidando diversas nociones, asi como el uso de procedimientos
convencionales y de distintos recursos como tablas y graficas, al tiempo que se apropian
del lenguaje matematico” (Alarcon et al., p. 16).

La SEP dio a conocer en 2006 la “Reforma a la Educacion Secundaria” [RES]. Por
tal motivo se publico en el Plan de estudios 2006 el nuevo programa y el enfoque de
matematicas (SEP, 2006). El contenido del enfoque didactico planteado en el Plan 2006
no cambid con respecto al propuesto en el plan anterior. Lo que se plantea es continuar y
reforzar la didactica de las matematicas bajo la perspectiva de la resolucion de problemas.

En el documento del enfoque de matematicas del Plan 2006 se menciona que “El
conocimiento de reglas y algoritmos, formulas y definiciones solo es importante en la
medida en que los alumnos lo pueden usar, de manera flexible, para solucionar [resolver]
problemas” (SEP, 2006, p. 11). Se trata entonces de que los profesores analicen y
propongan problemas interesantes y bien articulados. La finalidad de este enfoque
didactico consiste en que los alumnos aprovechen lo que ya saben, avanzando a su vez
en el uso de técnicas y razonamientos cada vez mas eficaces.

La metodologia didactica basada en el enfoque del Plan 2006 pretende que las
actividades de estudio dentro del saldn de clases despierten el interés de los alumnos y
los lleven a reflexionar, a encontrar diferentes formas de resolver problemas y a dar

argumentos que validen sus resultados.



El uso de la resolucion de problemas, analizado desde el enfoque de ensefianza
propuesto por la SEP, es un recurso importante para alcanzar los propositos de la
ensefianza de las matematicas en educacion secundaria, entre ellos: ver lo general en lo
particular (por ejemplo, al usar ecuaciones con una o dos incégnitas en la resolucion de
problemas) y manejar informacion al analizar, organizar, representar e interpretar datos
provenientes de diversas fuentes.

En este enfoque, valiéndose de la resolucién de problemas, se asienta nuevamente
que el proceso de aprendizaje puede hacerse significativo si esta mas apoyado en el
razonamiento que en la memorizacion. Su eje principal es la construccion de significados
de distintos conceptos que se utilizan en matematicas, mediante el uso de situaciones
problematicas que tengan sentido para los alumnos, permitiéndoles generar conjeturas y
comunicarlas.

A partir de lo descrito en los parrafos anteriores, acerca del enfoque propuesto en
los programas de matematicas en educacion secundaria y la didactica de las matematicas
bajo la perspectiva de la resolucidon de problemas, aunado al interés personal por la
resolucién de problemas tanto en el desempefio como profesora de matematicas en una
escuela de educacion secundaria como por la preocupacion por la ensefianza y el
aprendizaje de la geometria en general, resulta importante en la labor docente conocer las
estrategias que los alumnos emplean al resolver problemas.

La trigopnometria en particular es el tema de investigacion en esta tesis de maestria
por la relevancia que conlleva ser el ultimo de los temas de geometria en los programas
de matematicas para secundaria, ademas de ser parte del plan de estudios en

bachilleratos y preparatorias de nuestro pais.



Descripcion de cada capitulo

Esta investigacion se reporta dividida en cinco capitulos: el primero es esta “Introduccion”;
el segundo, “Literatura”, el tercero, “Metodologia”; el cuarto, “Resultados”, y el quinto,
“Conclusiones”.

El Capitulo I contiene una introduccién al problema de esta investigacion y en él se
describen datos y situaciones propuestas en los documentos oficiales como el Plan y
Programa de Estudios de 1993 y 2006, el Fichero de Actividades Didacticas [FAD] para
matematicas, asi como el Enfoque (didactico) y problemas propuestos en el Libro para el
Maestro [LM] de matematicas, publicados por la SEP.

En el Capitulo II se describe la revision de la literatura que fue util en esta
investigacion: se incluyd literatura referente a la resolucion de problemas en matematicas;
se reviso la terminologia sobre “resolucion de problemas” y “solucion de problemas”; se
determing, con la ayuda de la literatura, qué es la resolucion de problemas y lo que se
reporta de diversas investigaciones acerca de las estrategias que los alumnos emplean.
En este capitulo también se incluye una seccién en la que se describe la diferencia entre
problemas que se resuelven mediante el teorema de Pitagoras y aquellos que se
resuelven con el uso de la trigonometria. De esta seccidn surgié un apéndice (apéndice
2.1), en el que los problemas de aplicacién del teorema de Pitagoras contenidos en el
Libro para el Maestro se resuelven mediante una estrategia distinta (empleando métodos
diferentes al teorema de Pitagoras). En este mismo capitulo se describen tres
investigaciones acerca de la ensefianza de la trigonometria en la educacion secundaria.

La primera de ellas forma parte del médulo de geometria del proyecto “Tecnologia y



Educacion a Distancia en América Latina y el Caribe”, de la serie “Ensefianza de las
matematicas”. La segunda investigacion es sobre la historia de las matematicas en la
ensefanza de la trigonometria y el teorema de Pitagoras. La tercera investigacion es
“Construccién de significados para las razones trigopnomeétricas mediante un aparato virtual
disefiado con Cabri”, de la sede de la Universidad Pedagdgica Nacional en el estado de
Sonora.

El Capitulo III, Metodologia, se dividié en 3 apartados principales para describir los
pasos que se siguieron en esta investigacion. En la primera parte se presenta una revision
de los documentos oficiales publicados por la SEP, como el Plan de estudios de 2006, que
se compard con el Plan de estudios de 1993. Se revisaron los problemas de trigonometria
propuestos en el Libro para el Maestro y las actividades propuestas en el Fichero de

Actividades Didacticas. En la segunda parte del Capitulo III se describe como se realiz6

una seleccion de problemas de trigonometria. Dichos problemas se organizaron formando
una secuencia de actividades, la cual se probd con un grupo piloto; se le hicieron ajustes y
finalmente se aplicd con un grupo de trabajo. En la ultima parte del Capitulo III se describe
la puesta en practica de la secuencia de actividades con el grupo de trabajo y la aplicacion
de entrevistas a través de problemas de trigonometria. Cabe sefialar que las entrevistas
con los alumnos constituyeron el instrumento mediante el cual se conocieron
cercanamente las estrategias empleadas por los alumnos para resolver problemas de
trigonometria.

En el Capitulo IV, Resultados, se reporta lo obtenido del analisis de los documentos

oficiales, la seleccion, aplicacion y ajustes de la secuencia de problemas de trigonometria,



y, finalmente, los resultados obtenidos con el grupo de trabajo (tanto los de la puesta en
practica de la secuencia de actividades como los obtenidos en las entrevistas).

En el Capitulo V se presentan las conclusiones de la aplicacion de la secuencia de

actividades en el grupo de trabajo. También se presentan las conclusiones sobre las
estrategias que emplearon los alumnos participantes como sujetos en esta investigacion al
resolver los problemas de trigonometria después de haber revisado los resultados
obtenidos en las entrevistas. Las conclusiones mostradas en este capitulo estan

relacionadas con las preguntas que orientaron esta investigacion:

- ¢, Qué caracteristicas deben tener los problemas de trigonometria en la educacion
secundaria para que se favorezca “la reflexion y la busqueda de nuevas explicaciones o
procedimientos que aproximen a los alumnos hacia la formalizacion de conocimientos
matematicos”?

- ¢, Como favorecen los problemas de trigonometria descritos en el Libro para el maestro
“la reflexion y la busqueda de nuevas explicaciones o procedimientos que aproximen a
los alumnos hacia la formalizacién de conocimientos matematicos”?

- ¢ Qué estrategias emplean los alumnos de secundaria al resolver los problemas de
trigonometria propuestos en esta investigacion?

- ¢ Qué aprendizajes se generan en los alumnos de secundaria con sus procesos de

resolucion de los problemas de trigonometria propuestos en esta investigacion?



CAPITULO I

LITERATURA

En este capitulo se describe la revision de la literatura que fue util en esta investigacion.
Se presenta esta descripcidn en cuatro apartados principales: el primero, “Acerca de la
resolucién de problemas”, se subdividio en tres partes; el segundo es “Estrategias de los
alumnos en la resolucién de problemas”; el tercer apartado es “Diferencia entre los
problemas que pueden resolverse con el teorema de Pitagoras y los que se resuelven con
el uso de la trigonometria”; y el cuarto apartado es “Investigaciones acerca de la

ensefanza de la trigonometria en educacién secundaria”.

Acerca de la resolucion de problemas

¢ Qué es un problema de matematicas?
Antes de pretender dar a resolver problemas de matematicas a los alumnos, conviene
comprender lo que representan (los problemas matematicos) en la educacion secundaria,
no con la intencidn de dar una definicidén, sino para reconocer las caracteristicas ideales
hacia el logro de los propdsitos de la ensefianza de las matematicas en la educacion
secundaria.
En el enfoque del Plan de estudios de 1993 se describe que un problema de

matematicas es una ocasién que debe representar al alumno algo mas que el ejercicio de



procedimientos aprendidos. Se destaca que la intencidon no sea de caracter evaluativo
simplemente, al contrario, se pretende que sea una situacion que resulte interesante al
alumno y que a su vez esté en relacidon con los propositos de ensefanza.

Un problema de matematicas en la escuela alude a una “situacion didactica que
debe ser modelada para encontrar la repuesta a una pregunta que se deriva de la misma
situacion” (Parra, 1996, p. 14). En otras palabras, un problema debe dar oportunidad de
utilizar las nociones conocidas para descubrir 0 asimilar nuevos conocimientos, los cuales
a su vez serviran para resolver nuevos problemas.

Luceno (1999) afirma que un problema es “toda situacion en la que hay un
planteamiento inicial y una exigencia que obliga a transformarla”, y afade que “la via para
pasar de una situacion o planteamiento inicial a la nueva situacién exigida, tiene que ser
desconocida; cuando es conocida deja de ser un problema” (p. 13). Una idea mas
concreta de “un verdadero problema en matematicas puede definirse como una situacion
gue es nueva para el individuo a quien se pide resolverla” (NCTM, 1970, p. 11). Para
Sanchez y Fernandez (2003, p. 132) un problema matematico es “un problema que
requiere conocimientos matematicos para resolverlo y para el cual no existe un camino
directo o inmediato para obtener su solucién o soluciones”.

Valiente (2000) define un problema de matematicas como “el enfrentamiento con
situaciones novedosas y desconocidas” (p. 40). Sin embargo, Comellas y Serra (2000, p.
87) van mas alla al referir que “un problema no puede ser un ejercicio cerrado para aplicar
mecanicamente una técnica acabada de aprender, sino que debe ser auténticamente una
situacién problematica”.

La situacion alude a una diferencia entre los tipos de problemas ideales o utiles

para la clase de matematicas de acuerdo con el enfoque didactico; con esto, “un problema



rico ensefia a no desanimarse, a intentar otros caminos, a colaborar en grupo, al abordar
la situacion desde diferentes angulos —incluso desde fuera de las matematicas— obliga a
contextualizar los conceptos aprendidos” (Comellas y Serra, 2000, p. 88).

Para Peralta (1995, p. 81) un buen problema matematico sera el que:

- Represente un desafio a las capacidades deseables matematicas.

- No deje bloqueado de entrada a quien lo va a resolver, es decir, que esté a la altura de
las posibilidades de aquel a quien se le propone.

- Tenga interés por si mismo, independientemente de que esté relacionado con otras
materias o con la vida cotidiana o que tenga utilidad practica.

- Estimule en quien lo resuelva el deseo de proponerlo a su vez a otras personas.

- No sea un problema de <<trampa>>.

La NCTM (1970) también considera la existencia de determinadas condiciones para

valorar si una situacion es un verdadero problema para el individuo (p. 12):

1.- El individuo tiene un propdsito deseado y claramente definido que conoce
conscientemente.

2.- El camino para llegar a esa meta esta bloqueado, y los patrones fijos de conducta del
individuo, sus respuestas habituales, no son suficientes para romper ese bloqueo.

3.- Tiene que haber deliberacién. El individuo toma consciencia del problema, lo define
mas 0 menos claramente, identifica varias hipotesis (soluciones) posibles y comprueba

su factibilidad.



Un problema de matematicas debe ser contextualizado con la realidad de los alumnos, por
tanto es importante que cumpla con determinadas caracteristicas. Como lo citan Sanchez
y Fernandez (2003), la resolucion de problemas “facilita el conocimiento de las destrezas
basicas [de los alumnos], los conceptos fundamentales [de las matematicas] y la relacién
entre ambos” (p. 123).

Acerca de la funcion de los problemas de matematicas en clase, Mendoza (2004)
comentd que “son principalmente una via para abordar contenidos nuevos; sin embargo,
no tienen ese sentido en las clases observadas” (p. 98), ya que se emplean mas los
problemas para ejercitar, en los que no se propone nada nuevo y en general no se

relacionan con el contexto de los alumnos que los resuelven.

¢Resolucion de problemas o solucion de problemas?

El término solucién en el contexto de las matematicas esta definido por el diccionario de la
Real Academia Espafiola como “cada una de las cantidades que satisfacen las
condiciones de un problema o de una ecuacién” (Diccionario de la lengua espafiola, 2001).
También se define solucién como la “accion y efecto de resolver una duda o dificultad”.
Bajo estos términos el sentido de la expresion “solucion de problemas” en el enfoque de
matematicas del Plan 2006 (SEP, 2006, p. 11) se entiende como el proceso para hallar la
solucion del problema. (Solucionar significa resolver un asunto, hallar solucion o término a
un negocio.)

En el caso del término resolucion, trasladado al ambito de las matematicas, también
se refiere a hallar la solucion de un problema; resolucién (del latin resolutio, -6nis) es la
accion y efecto de resolver o resolverse; resolver (del latin resolvére; de re, y solvére,

soltar, desatar) es tomar determinacion fija y decisiva; resumir, epilogar, recapitular; hallar

10



la solucién de un problema; desatar una dificultad o dar solucién a una duda; decidirse a
decir o hacer algo (Diccionario de la lengua espafiola, 2001).

En general, la expresion “resolucion de problemas” se utiliza para expresar el
proceso para llegar a la solucion de un problema. En el caso de los libros traducidos del
inglés al espaiol, hay un tratamiento indistinto de los términos solucion y resolucion (de
problemas) para describir el proceso de hallar la solucién de un problema (e. g., NCTM,
1970; Stodolsky, 1999; Polya, 1991). Como se vera mas adelante, el uso de la resolucién
de problemas en las matematicas es definido por la funcion didactica con que trabaja cada
autor y en ninguno de los casos se refiere al resultado de un problema.

La expresion “solucidén de problemas” citada en este documento por los diferentes
autores consultados se expresa como sinénimo de la expresion “resolucion de problemas”,

que es parte del interés de esta investigacion.

¢ Qué es la resolucion de problemas?

La resolucion de problemas, segun Ortiz (2001, p. 59), es vista como una busqueda que
conlleva un proceso, que detona actitudes de reto y poder en los sujetos; dinamiza y
reorganiza las ideas referidas a la tematica del problema; requiere exploracion del entorno
del problema, permitiendo una formulacion mas precisa del mismo, y que pone en marcha
un conjunto de acciones para su solucion reestructurando las concepciones implicadas y
conformando una respuesta posible.

La resolucion de problemas en el ambito escolar puede expresarse como una
capacidad general, vinculada a las capacidades y habilidades cognitivas. Parra (1996) se

refiere a la resolucion de problemas como “la coordinacién de experiencias previas,
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conocimiento e intuicién, en un esfuerzo para encontrar una soluciéon que no se conoce”
(p. 15).

La ensefianza de las matematicas por medio de la resolucion de problemas
“‘permite que los alumnos desarrollen una gran habilidad y destreza para aplicar los
conocimientos que en alguna forma ya traian, un interés incrementado por la serie de
actividades que con ese caracter se desarrollan en el aula o fuera de ella y una gran
capacidad para establecer los vinculos entre los datos en el problema disefiado” (Valiente,
2007, p. 57).

Para que realmente suceda todo lo esperado en relacion con el aprendizaje de las
matematicas, la NCTM (1970) pone énfasis en que “al estudiante se le debe dar también
la oportunidad de que realmente resuelva problemas” (p. 12). Dichos problemas pueden

utilizarse de acuerdo con tres modelos propuestos por Charnay (1994):

1.- El problema como criterio del aprendizaje (modelo llamado “normativo”).
2.- El problema como movil del aprendizaje (modelo llamado “iniciativo”).

3.- El problema como recurso de aprendizaje (modelo llamado “apropiativo”).
En cualquier caso, “si deseamos llegar a ser habiles en la [re]solucion de problemas,
tenemos que resolver problemas” (NCTM, 1964/1970, p. 12).

Kilpatrick (citado en: Sanchez y Fernandez, 2003, p. 123) también resume el uso de

la resolucion de problemas en tres direcciones:

1.- Los problemas se analizan como vehiculo para lograr algunas metas curriculares.
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2.- La resolucién de problemas se considera como una de tantas habilidades que se
deben ensefar en el curriculo.
3.- La resolucién de problemas se ve como un arte en el sentido de simular la actividad

matematica dentro del aula.

Sin embargo, el proposito de la reforma a la ensefanza de las matematicas, que solicita
que los alumnos planteen problemas y los resuelvan, es uno de los cambios escasamente
logrados. Pocos son los casos en que tal actividad se realiza, segun los datos obtenidos
por Mendoza (2004, p. 100).

La resolucion de problemas es un proceso en el cual se combinan los
conocimientos, reglas, técnicas y destrezas, y constituye la auténtica esencia de las

matematicas, asi como la forma mas elevada del aprendizaje (Peralta, 1995, p. 82).

Estrategias de los alumnos en la resolucion de problemas

A grandes rasgos, quienes hemos resuelto problemas matematicos podemos mencionar
que es un proceso en el que se realizan diversas acciones, desde explicar el problema,
hasta encontrar a través de observaciones y operaciones (mentales o escritas) lo que
llamamos la solucion, donde lo mas importante es validarla, para asegurar que es
verdadera para el problema que resolvemos.

Sin embargo, en el proceso intervienen diversas estrategias de resolucion al
permitir que los alumnos construyan sus propios caminos. Para el profesor es fundamental

conocer los procedimientos que han seguido sus alumnos (cada uno de ellos), pues le
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permite replantear el problema, hacerles preguntas que les permitan validar su resultado o
rechazarlo, ademas de que es el momento en el que se puede reconocer el nivel de
relaciones y aplicaciones de los alumnos en cuanto a lo que ya conocen.

A continuacién se describen las estrategias en la resolucion de problemas de
matematicas reportadas por Santos (1993) y Valiente (2000). Santos (1993) menciona
algunas estrategias en la resoluciéon de problemas de matematicas planteados a alumnos

de primaria:

a).- El método pictérico.
b).- El método de ensayo y error:

- Método de intercambio

- Método de conteo

- La construccion de una lista
c).- El método de correspondencia.
d).- El método semialgebraico.

e).- El método algebraico.

En general, para resolver un problema Valiente (2000, p. 42) sefala los siguientes pasos:

- Entender el enunciado.

- Determinar los datos y las incégnitas.

- Establecer si los datos son suficientes.

- Analizar el enunciado para ver si es un caso particular, limite general o ambiguo.

- Redactar el problema en forma distinta.
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- Reducir el problema a otro mas sencillo si es posible.

- Estudiar si se pueden dar ejemplos o contraejemplos.

- Elegir un cédigo de referencia simbolico para vincular datos con incognitas.

- Establecer un plan de resolucion.

- Apoyarse en un boceto cuando ello sea posible.

- Analizar si se tienen los recursos matematicos para resolverlos.
- Hacer una estimacion del resultado al que se debe llegar.

- Hacer ensayos con los datos del problema.

- Establecer hipétesis.

- Usar el ensayo y error.

- Realizar los calculos necesarios.

- Analizar si el resultado tiene sentido para los datos proporcionados.
- Comprobar el resultado.

- Dar el resultado en forma completa.

- Representar graficamente tanto el problema como su solucion.

- Ver si ese problema se puede cumplir en otros contextos.

No siempre resulta sencillo ubicar el camino que siguieron los alumnos al resolver un

problema, pues mucho de ello puede no quedar escrito o0 mostrado evidentemente. ;Qué

hacer para conocer las estrategias de los estudiantes? Lo mas natural sera observar,

preguntar, revisar los apuntes de los alumnos al resolver el problema.

Davis (1984, citado en: Santos, 1996, p. 101) describe una entrevista a través de un

problema, donde se pide al alumno describir sus ideas, para facilitar la toma del tiempo de

verbalizacién y profundidad de dichas ideas.
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Santos (1996, p. 103) menciona que ademas de una entrevista es primordial
determinar el tipo de problema que se debe plantear al alumno para que se presenten

cualidades mostradas por ellos, como son:

- Nivel de desarrollo de las fases de entendimiento, disefio de un plan y su implantacion, y
de la vision retrospectiva.

- El tipo de estrategias usadas en la resolucion del problema.

- La presencia de conceptos y conocimientos matematicos.

- El tipo de control y automonitoreo usado por el estudiante al resolver el problema.

- Las influencias del entrevistador.

George Polya estudi6 la importancia de los problemas dentro de las matematicas, y
elaboré un procedimiento para ayudar a la resolucién de problemas. El distinguié las
cuatro fases siguientes como las que se necesitan para resolver un problema (Polya,

1944/1965):

1.- Comprender el problema.

2.- Concebir un plan: Determinar la relacion entre los datos y la incégnita. De no
encontrarse una relacion inmediata, puede considerar problemas auxiliares. Obtener
finalmente un plan de solucion.

3.- Ejecucion del plan.

4.- Examinar la solucién obtenida (o vision retrospectiva).
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Peralta (1995) escribi6é algunas observaciones respecto del método de Polya: “En
cuanto al procedimiento de resolucion de problemas, es efectivamente un excelente plan
sumamente detallado para cumplir ese objetivo. Hay que tener en cuenta que la actividad
creadora es algo muy personal y, en consecuencia, muy variada, por lo que no admite
normas rigidas” (p. 90).

En la figura 1.1 siguiente, realizada por Lucefio (1999, p. 18) se resumen las fases

de resolucion de problemas segun el modelo descrito de Polya.

| COMPRENSION DEL PROBLEMA |

>
)l

A 4
| CONCEPCION DE UN PLAN |

A
| EJECUCION DE UN PLAN |

(FUNCIONA EL
PLAN?

| COMPROBACION |

Figura 1.1 Método disefiado por G. Polya que conduce a la solucion de problemas

Por otra parte, Stodolski (1991) menciona que para que los alumnos realicen tareas
y actividades (como la resolucién de problemas) deben cumplirse algunos requisitos
previos respecto del contenido, asi como de los procedimientos que implican; hace notar
que “Greeno (1978) ha demostrado que los alumnos deben conocer determinados
patrones de solucion antes de tener éxito con la resolucion de problemas geométricos” (p.

141), por mencionar un area de las matematicas.
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El resolver problemas es una cuestion practica, como por ejemplo nadar. La
habilidad practica se adquiere mediante la imitacion y la practica. “Al tratar de resolver
problemas, hay que observar e imitar lo que otras personas hacen en casos semejantes, y
asi aprendemos problemas ejercitandolos al resolverlos” (Polya, 1944/1965, p. 27).

La importancia del estudio de la resolucidn de problemas radica en las actividades
propuestas a los alumnos. La variedad de propuestas que se proporcionen en clase,
evitando los problemas tipo, dara cuenta de las diferentes estrategias que pueden
emplearse. “La capacidad de usar informacion [...] es realmente mucho mas importante
que la simple posesion de la informacion” (NCTM, 1964/1970, p. 15).

Mendoza (2004) considera dos tipos de problemas segun su funcion (p. 72):

a).- Problemas en los cuales es necesario construir la solucion (problemas para descubrir).
b).- Problemas en los cuales hay que aplicar un modelo de resolucién ya conocido

(problemas para aplicar).

Habra que privilegiar el uso de los problemas para descubrir, para evitar que los
problemas en trigonometria se reduzcan a la simple aplicaciéon de férmulas o la
identificacion de datos para realizar un tipo de operacion sin ir mas alla de la memoria.
Como lo propone Peralta (1995, p. 47), “se debe propiciar el éxito en el
descubrimiento como elemento de motivacion” a través de los problemas. Al determinar un
problema para la clase de matematicas, el alumno debe participar activamente en todo el

proceso de resolucion.
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Problemas que se resuelven con el teorema de Pitdgoras y aquellos que se resuelven

mediante la trigonometria

En la organizacion de los problemas que se proponen a los alumnos para su resolucién en
los temas de trigonometria en la educacion secundaria, deben diferenciarse los problemas
que pueden resolverse con ayuda del teorema de Pitagoras de los que se resuelven con el
uso de las razones trigonométricas, dado que tienen caracteristicas diferentes aun cuando
en ambos casos se trate de triangulos rectangulos.

En los problemas que se plantean para ser resueltos mediante el teorema de
Pitdgoras se dan las medidas de dos lados de un triangulo rectangulo. Estos problemas
esencialmente consisten en calcular la longitud del tercer lado. Aunque existen situaciones
problematicas muy variadas para ser presentadas a los alumnos, su esencia radica en
utilizar los dos lados conocidos para determinar el tercer lado del triangulo.

En el Libro para el maestro (Alarcén et al., 2001, p. 228) se muestra el siguiente
“‘problema 3”, en el que se presenta un triangulo rectangulo formando parte de un
rectangulo, y puede resolverse con el teorema de Pitagoras directamente. En este
problema primero se debe determinar cuales lados son catetos y cual es la hipotenusa
para luego hacer el despeje de la incognita (lado desconocido). En general, en el Libro
para el maestro se plantean situaciones en las que esta implicado un triangulo rectangulo
del que hay que encontrar un lado cuando se conocen (o puedan hacerse trazos y

operaciones para conocer) dos lados (véase la figura 2.1).

19



3. ;Cudanto mide la altura del rectangulo?

Figura 2.1 ; Cuanto mide la altura del rectangulo?

En el programa de matematicas de 2006 se propone el siguiente problema como

ejemplo de utilizacion del teorema de Pitagoras (SEP, 2006, p. 132).

En un salén de fiestas se dejé como pista de baile una superficie cuadrada que sera
cubierta con madera. ¢ Cuantos metros cuadrados de madera se necesitaran para

cubrir el piso de la pista de baile?

El esquema de la pista de baile proporciona la siguiente informacion: en las esquinas se
tienen triangulos rectangulos isdsceles, siendo sus lados catetos de 8 m y el area que se
busca es el cuadrado que se forma sobre la hipotenusa de dichos triangulos.

El teorema de Pitagoras hace referencia a la igualdad del area trazada sobre la

hipotenusa, con la suma de los cuadrados trazados sobre los catetos (de un triangulo
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rectangulo). De modo que en este problema el area que se busca cubrir con madera es el
cuadrado de la hipotenusa, y ésta es la unica incognita cuyo valor debe determinarse con
el teorema de Pitagoras (¢*= a* + b?, siendo a y b las longitudes de los catetos y ¢ la de la

hipotenusa):

?=a%+ b2
c?=8%+8?
¢’ = 64 + 64
c?=128.

Con la aplicacién de la formula encontramos que la superficie que debe cubrirse con
madera mide 128m?. Para este problema no es necesario conocer la longitud de la
hipotenusa, pues el area que se busca se encuentra directamente con la formula.

En el estudio de los sdélidos también se encuentran situaciones en las que se aplica
el teorema de Pitagoras para resolver distintos problemas. A continuacion se presenta un
ejemplo propuesto en el Libro para el maestro (Alarcén et al., 2001, p. 231). En el dibujo
que acompana a la pregunta del problema aparecen las dimensiones de un
paralelepipedo. La diagonal por la que se pregunta va de un vértice en la cara superior al
vértice opuesto en la cara inferior.

¢, Cuanto mide la diagonal?

} 12 cm |
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Una estrategia para calcular la longitud de la diagonal indicada consiste en trazar la
diagonal que une los vértices Cy B (véase la figura 2.2), con ello se forma el triangulo
rectangulo ECB. Se desconocen la longitud de la diagonal EB y la del segmento CB. Por
otra parte, el segmento CB pertenece a otro triangulo rectangulo, al CAB, las longitudes de

cuyos catetos se conocen: CA=4cmy AB=12cm.

At 12 cm

Figura 2.2 Triangulos auxiliares para encontrar la diagonal del paralelepipedo

Este ejemplo se resuelve encontrando un lado en dos triangulos rectangulos, utilizando en
ambos casos el teorema de Pitagoras. Al principio se tienen dos datos del triangulo CAB,
por ello conviene empezar por encontrar su hipotenusa CB. En este caso podemos
denotarcomoa=AC=4cmyb=AB=12cm. Asi, la hipotenusa es ¢ = CB. Aplicando la

férmula del teorema de Pitagoras,

2= a2+ b2
c?=42+12°
c?=16 + 144
c? =160

c=+160=CB

22



Al obtener la medida del lado CB es posible, empleando nuevamente el teorema de
Pitagoras, encontrar la diagonal EB en el triangulo rectangulo ECB. Dicho triangulo tiene
ahora dos lados conocidos que son los catetos EC =3 cmy CB=+/160 que sonay b
respectivamente en la formula del teorema de Pitagoras.
Sustituyendo los valores conocidos en la formula del teorema de Pitagoras, se

obtiene:

2= a2+ b2

2=132+ (m)z

c®=9+ 160 = 169

c=+169 = 13.

El segmento EB es la hipotenusa, c¢. Cabe resaltar que para obtener la medida de la
diagonal, en los dos triangulos auxiliares se requiere determinar la medida de la
hipotenusa, y en el caso del segmento CB no es necesario determinar la raiz cuadrada de
160 (v/160), ya que ese mismo segmento es un cateto del triangulo ECB. Finalmente, la
diagonal del paralelepipedo es de 13 cm.

Por otra parte, en los problemas que se resuelven mediante trigonometria estan
implicados lados y angulos de un triangulo. En particular, en la educacién secundaria sélo
se incluyen problemas sobre triangulos rectangulos. Principalmente se proponen los tipos
de problemas ilustrados en el cuadro 2.1, obtenidos del analisis de los documentos
oficiales (Libro para el Maestro, Fichero de Actividades Didacticas y el Programa de

matematicas de 2006).
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Cuadro 2.1 Tipos de problemas de trigonometria para tercer grado de educacion

secundaria
DATOS CONOCIDOS
TIPO No. 1 No. 2 No. 3
DE PROBLEMA
1 Angulo recto L: Cateto A L: Cateto B
LL (lado - lado)
2 Angulo recto L: Cateto (A 6 B) L: Hipotenusa
AL (angulo — lado) 3 Angulo recto A: Angulo agudo L: Cateto adyacente
4
Angulo recto A: Angulo agudo L: Cateto opuesto
5
Angulo recto A: Angulo agudo L: Hipotenusa

En el problema de resolucién de un triangulo rectangulo (que consiste en
determinar las medidas de los tres lados y de los tres angulos interiores) en que estan
dados dos de sus lados (tipo de problema LL; véase el cuadro 2.1), se puede determinar el
tercer lado usando el teorema de Pitagoras. Una segunda opcién, no tan directa, es
empezar por determinar uno de los angulos agudos utilizando la razéon tangente si se
tienen los dos catetos, o utilizando alguna de las razones seno o0 coseno si se tienen un

cateto y la hipotenusa. También se puede determinar el tercer lado mediante razones
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trigonométricas empleando uno de los lados conocidos si se tiene la amplitud de uno de
los angulos agudos.

En los problemas del tipo AL (véase el cuadro 2.1), cuando estan dados uno de los
angulos agudos y uno de los lados de un triangulo rectangulo, mediante las razones
trigonomeétricas se puede determinar la medida de otro de los lados; luego, mediante el
teorema de Pitagoras o de las razones trigonométricas se determina la longitud del tercer
lado (dependera de quien resuelva el problema planteado). Es decir, para encontrar el
tercer lado de un triangulo rectangulo conociendo dos lados y un angulo agudo, no
necesariamente se utiliza una razén trigonométrica.

En el caso de que los alumnos utilicen el teorema de Pitagoras para determinar la
longitud del tercer lado de un triangulo rectangulo en la resolucién de problemas de
trigonometria, sera conveniente llegar a conocer el porqué de la estrategia que utilicen. Es
posible que conociendo dos lados y un angulo no se percaten de la utilidad de tener la
amplitud de uno de los angulos agudos, o considerar que es mas facil resolverlo utilizando
el teorema de Pitagoras. Tal vez so6lo sea porque no han tenido practica al resolver
problemas utilizando las razones trigonométricas. Sera interesante conocer la conclusién a
la que llegan los alumnos al resolver diferentes problemas en los que puedan decidir la

estrategia de resolucion.

Investigaciones acerca de la ensefianza de la trigonometria en educacion secundaria

Hay muy pocas investigaciones educativas relacionadas con el aprendizaje de cuestiones

de trigonometria, particularmente publicadas en espafiol, tanto en la educacién secundaria
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como en los niveles medio y superior. De las investigaciones encontradas sobre la
ensefanza de la trigonometria, 5 se dirigen a la educacion secundaria. La primera de ellas
es una propuesta didactica (Cedillo et al., 2006) que se incluyo en el modulo 9, “Medicién y
razones trigonométricas” del proyecto “Tecnologia y Educacion a Distancia en América
Latina y el Caribe”, de la serie Ensefianza de las matematicas. Entre los objetivos de esta
propuesta esta el que los alumnos reconocieran que no hay variacién en las razones de
dos lados correspondientes de triangulos rectangulos semejantes, que aplicaran el
teorema de Pitagoras para calcular longitudes de lados de triangulos rectangulos y que
emplearan los términos seno, coseno y tangente al referirse a las razones respectivas de
los lados de un triangulo rectangulo con respecto a uno de sus angulos agudos.

La segunda investigacion es “La historia de las matematicas en la ensefianza de la
trigonometria. El teorema de Pitagoras” (Massa, 2007), obtenida de la Internet. Su origen
es el Departamento de Matematica Aplicada de la Universidad Politécnica de Catalufia. En
esa publicacion se propone que la historia de las matematicas sea una herramienta para la
ensefanza y el aprendizaje de la trigonometria. En una de sus conclusiones se menciona
que “el uso de casos historicos es uno de los recursos que se puede utilizar para mejorar
la transmisidn y adquisicion de los contenidos matematicos y también para actuar de
revulsivo en aquellos casos en los que el alumno no esté suficientemente motivado” (p. 8).

Una tercera investigacion es “Construccién de significados para las razones
trigonomeétricas mediante un aparato virtual disefiado con Cabri” (San Martin y Soto, s/a)
de la sede de la Universidad Pedagogica Nacional en el estado de Sonora, México. Dicha
investigacion se enfoco en los niveles medio y medio superior. En México la educacién
secundaria es parte del nivel basico de educacién a partir de la reforma de 1993; antes de

ese afno se le consideraba nivel medio. Sin embargo, en la investigacion citada se abordan
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los contenidos de trigopnometria en educacién secundaria asumiendo que “la mayoria de
las dificultades asociadas al estudio de la trigonometria (en el nivel medio y medio
superior) se derivan de la existencia en el estudiante de una carencia inicial de
significados para las definiciones de las razones trigonométricas basicas” (p. 1).

En la cuarta investigacion, el articulo “Aprendizaje significativo de las definiciones
de seno, coseno y tangente de un angulo agudo”, San Martin (s/a) reporta como concurren
la utilizacién de un prototipo didactico manipulativo y el uso de calculadoras cientificas en
tercer grado de educacion secundaria.

En el reporte “Un registro de representacion semidtica de naturaleza geométrica
para la trigonometria” (San Martin, 2006) se incluye una recopilacién de resultados del
desarrollo de un registro de representacion semidtica para la trigonometria elemental que
satisface y permite las tres actividades cognoscitivas fundamentales que postula Duval, a
saber: formacion, tratamiento y conversion de representaciones. En esa investigacion se
analiza la trigonometria que se ensefia en educacién secundaria y en bachillerato.

Se encontré una investigacion educativa que aborda la ensefianza de la
trigonometria en educacién media: “Una propuesta para la ensefianza de las funciones
trigonométricas”. En ésta, Sanabria (2006) parte de los poligonos de Arquimedes para
definir las funciones trigopnométricas sobre un conjunto discreto; prueba sus propiedades
en dicho conjunto y aborda la medida de angulos en radianes. La propuesta de Sanabria
(2006) es complementada con un software de Java (juegos) que ayuda al estudiante en la
compresion de las funciones trigonométricas. No reporta el nombre del software
empleado. Su propuesta es aplicable a alumnos de nivel bachillerato.

Finalmente, se encontraron 2 investigaciones educativas relacionadas con el

aprendizaje de la trigonometria de educacién superior. La primera es “Aplicacién del
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programa winplot a la ensefianza de algunos topicos de trigonometria y calculo
diferencial”’, reportada por Hernandez y Mora (s/a), quienes describen alternativas para la
visualizacién de caracteristicas particulares de las funciones trigonométricas (periodicidad
y amplitud) y de nociones importantes del calculo diferencial, como el teorema del valor
medio (y el teorema de Rolle), puntos maximos y minimos (relativos y absolutos),
mediante el uso del programa winplot (software gratuito para graficar). La segunda es el
reporte de investigacion de Araya, Monge y Morales (2007), “Comprensién de las razones
trigonométricas: Niveles de comprension, indicadores y tareas para su analisis”, en el que
describen un estudio de la comprensién de la trigonometria valiéndose de analisis de
tareas aplicadas a tres estudiantes del Bachillerato en Ensefianza de la Matematica en la
Universidad de Costa Rica.

En el desarrollo de la investigacion para esta tesis no resultaron relevantes los
enfoques de Sanabria (2006) y Hernandez y Mora (s/a), ya que se enfocan al concepto de
funcién en la trigonometria, ademas de ser propuestas aplicables en educacion media y
superior.

En 6 de las investigaciones anteriores se habla del concepto de razén en
trigonometria, pero con respecto a esta tesis, en ellas el enfoque difiere al proponer una
secuencia que provoca el aprendizaje 0 mejora la ensefianza. En la investigacion para
esta tesis la secuencia de problemas de trigonometria propuesta se enfocé en conocer las
estrategias de los alumnos en la resolucion de problemas de trigonometria, sin reparar en

el concepto de funcioén.
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Apéndice 2.1. Problemas de aplicacion del teorema de Pitagoras resueltos con otro

método

En el Libro para el Maestro (Alarcon et al., 2001, p. 228) se muestran los siguientes
problemas, los cuales, aunque la intencién es resolverlos usando el teorema de Pitagoras,

pueden resolverse usando distintos métodos. Aqui se muestran algunos.

1. ;Cudl es la longitud del segmento AB?
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Para este problema se tiene la intencién de que el alumno identifique un triangulo
rectangulo, deduzca las medidas de los lados (catetos) y con ellos utilice el teorema de
Pitagoras para obtener la medida del segmento AB, que en ese contexto sera la
hipotenusa.

Este problema esta sefialado como un ejemplo de aplicacion del teorema de
Pitagoras. Sin embargo, es posible que sea resuelto por otros métodos. En este problema

se tiene como dato visual precisamente por el que se pregunta en el problema, y. lo que
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ayudara a calcular la medida del segmento AB esta oculto, tanto en el trazo (no son
visibles) como numéricamente (la longitud debe deducirse de la figura en el plano respecto
a los ejes). Probablemente quien ya haya experimentado resolver suficientes triangulos
rectangulos pueda ver aquel que ayuda a resolver este problema (aunque éste no
aparezca de manera explicita). Otra situacion interesante es que el angulo recto, para
formar el triangulo rectangulo, puede tener su vértice en el punto de coordenadas (1, 4) o
en (5, 2).

Al proponer a los alumnos este primer problema de aplicacién del teorema de
Pitagoras sin ningun antecedente y con libertad para resolverlo usando una estrategia
propia, puede ocurrir que lo resuelvan mediante medicion directa o copiando el segmento
dado sobre uno de los ejes coordenados a partir del origen.

Una forma ingeniosa de resolver este problema se muestra en la figura siguiente,
en la que primero se trazd un vector paralelo al eje x, a partir del extremo A del segmento
dado. Después, utilizando el compas se trazo la circunferencia con centro en A y radio AB.
La circunferencia se interseca con el vector en el punto C. De este modo se copid el
segmento AB sobre el vector paralelo al eje x. Para determinar la longitud del segmento
AB se traz6 una perpendicular al eje x desde el punto C. Dicha perpendicular se interseca
con el eje x en el punto D. La longitud del segmento OD es 5.5 cm; la del segmento AC es

una unidad menos: el segmento AC mide 4.5 cm.
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La estrategia de resolucidon seguida en este caso es distinta a la intencion del
planteamiento del problema. Sin embargo, también es valida.
En el problema numero 4 también se presenta una situacion interesante, ya que no

hay un triangulo rectangulo explicito ni la posible medida de sus lados. El problema es el

siguiente.

4. Instrucciones para encontrar el tesoro. A partir del drbol caminar:

— 35 pasos hacia el este

— 30 pasos hacia el norte

=15 pasos hacia el ceste

— 10 pasos hacia el norte

— 60 pasos hacia el este

- finalmente, 20 pasos hacia el norte

(A cudantos pasos del arbol, en linea recta, esta el tesoro?
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Siguiendo las instrucciones, se obtiene el esquema de la figura siguiente. Iniciando en el
punto A, que le corresponde al arbol, avanzando en las direcciones de las seis

indicaciones, se llega al punto T del tesoro.

H

@ r

Mapa de instrucciones para ir del arbol en A hacia el tesoro en T

Hay distintas formas de abordar este problema. Para ser muy practicos,
ayudandose de una hoja cuadriculada o un juego de escuadras graduadas, se puede
construir esta misma figura a escala y medir directamente la distancia desde el punto A
donde esta el arbol hasta el punto T en donde se encuentra el tesoro. Sin suponer que
haciendo trazos auxiliares se determina un triangulo rectangulo para aplicar el teorema de

Pitagoras.

@ r

Triangulo rectangulo en el mapa del tesoro
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El objetivo de este problema es la posibilidad de que el alumno visualice el triangulo
rectangulo formado en la figura anterior. Sin embargo, no deja sentir la necesidad de
trazarlo para poder resolverlo. Por otra parte, la medida de los catetos debe obtenerse
mediante sumas y restas organizando las longitudes horizontales y verticales e indicar
para cada caso su signo positivo o negativo y asi obtener finalmente una medida que
puede aplicarse en la férmula del teorema de Pitagoras.

En el cuadro siguiente se muestra como puede obtenerse el valor de la hipotenusa
conociendo las longitudes de los catetos sin aplicar directamente la férmula del teorema
de Pitagoras. Al estar familiarizado con el triangulo rectangulo con catetos de 3y 4
unidades e hipotenusa de 5 unidades, se puede saber también que hay triangulos cuyos
lados correspondientes son multiplos de éste (con lados 3, 4 y 5), es decir, con medidas

del doble, triple, etcétera, y por tanto semejantes con una misma razon entre si.

Razon entre las partes homologas del triangulo rectangulo de lados 3, 4y 5 con el

triangulo rectangulo en el mapa del tesoro

TRIANGULO MAPA DEL TESORO TRIANGULO CON
RECTANGULO X) LADOS 3,4Y 5 (V) RAZON XY
CATETO MAYOR HORIZONTAL 4 80/4 =20
35— 15 + 60 = 80
CATETO MENOR VERTICAL 3 60/3 =20
30 + 10 + 20 = 60
HIPOTENUSA AT 5 AT/5=20
AT = (20) (5)
AT =100
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En el cuadro se muestra como se obtiene la longitud AT de la hipotenusa por medio
de la razén AT/5 = 20. Usualmente no se espera que un alumno resuelva por medio de
una situacion asi, pero plantear triangulos obtenidos del mismo terno pitagérico podria
generar que este u otros problemas se resuelvan de esta manera.

Los ejemplos tomados del Libro para el Maestro incluidos en este capitulo coinciden
en el objetivo de provocar su resolucién aplicando el teorema de Pitagoras, aun cuando no
siempre sea la unica estrategia de resolucion de dichos problemas. Esta situacion hace
evidente la importancia de planear con mucho cuidado los problemas que se planteen a
los alumnos, para que se obtengan respuestas apegadas a los objetivos que originan cada

actividad.
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CAPITULO Il

METODOLOGIA

En el presente capitulo se describe el proceso metodoldgico seguido en la investigacion
de esta tesis. El capitulo se dividié en tres apartados: el primero de ellos es “Revisién de
documentos oficiales”; este apartado contiene la revision de 4 documentos emitidos por la
Secretaria de Educacion Publica en México con relacion a los temas de trigonometria en
educacién secundaria y su ensefianza. El segundo apartado es “Seleccion, aplicaciéon y
ajustes de una secuencia de problemas de trigonometria”, el cual se presenta en tres
partes. El tercer apartado de este capitulo es “Aplicacion de la secuencia de actividades y

entrevistas”, presentado en dos partes.

Revisidn de documentos oficiales

Programa de matematicas en el Plan de estudios de 1993
En los temas de geometria de tercer grado de educacion secundaria (del plan y programas
de estudios de 1993) se considera la ensefianza de “Elementos de trigonometria” (SEP,

1994, p. 51);

- Razones trigonométricas de un angulo agudo: seno coseno y tangente.
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- Valores del seno, el coseno y la tangente para los angulos de 30°, 45° y 60°. Uso de
tablas y calculadora para los otros angulos agudos.
- Resolucion de triangulos rectangulos y su aplicacién a la solucién de problemas: célculo

de distancias inaccesibles; del lado y el apotema de poligonos regulares; etcétera.

Los elementos previos a la ensefianza de los elementos de trigonometria,
sefalados en el programa (Plan de estudios de 1993) de tercer grado de educacion

secundaria incluyen:

- Criterios de congruencia de triangulos (LLL, LAL y ALA), aplicaciones en la justificaciéon
de construcciones geométricas.

- Circulo: rectas y segmentos en el circulo, angulos central, inscrito y semiinscrito en una
circunferencia, algunas construcciones con regla y compas.

- Semejanza: Teorema de Tales en el triangulo (criterios de semejanza), aplicaciones al
calculo de distancias inaccesibles, aplicaciones de la semejanza al estudio de
homotecias en el dibujo a escala. Escala sobre magnitudes lineales, efecto en el area y
volumen de una figura o sélido geométrico.

- Teorema de Pitagoras: demostracion por diversos métodos, aplicaciones al calculo de
longitudes y distancias. Calculo de la diagonal de cubos y paralelepipedos; la altura de la

arista y [el] apotema de piramides rectas.

En el diagrama de la figura 3.1 estan sefialados los temas previos y los que se contemplan
en el programa de matematicas de tercer grado de educacion secundaria del plan de 1993

en relacion con la trigonometria.
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segmentos
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Figura 3.1 La trigonometria en la educacion secundaria en el Plan de estudios de 1993
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Programa de matematicas en el Plan de estudios de 2006

Dentro del eje tematico “Forma, espacio y medida” del programa de tercer grado de
educacion secundaria (del plan de estudios 2006) estan senalados para su ensefianza los

tres siguientes temas de trigonometria:

1.- Razones trigonométricas,
2.- Resolucion de triangulos rectangulos, y

3.- Significado de las razones trigonométricas en triangulos rectangulos.

En los temas “Formas geométricas” y “Medida” se encuentran ubicados los subtemas
sefalados como antecedente a la ensefianza de la trigonometria en el programa de

matematicas de tercer grado de educaciéon secundaria (Plan 2006) y son:

1.- Figuras planas: Aplicaciones de la congruencia de triangulos.

2.- Rectas y angulos: Posiciones relativas de una recta y una circunferencia. Angulos
central e inscrito de una circunferencia.

3.- Semejanza: Semejanza de figuras. Criterios de semejanza de triangulos y su aplicacion
al resolver problemas. Estudio del teorema de Tales.

4.- Cuerpos geométricos: Cuerpos con caras curvas (esferas, conos y cilindros).
Secciones planas en cilindros, esfera[s] y conos.

5.- Estimar, medir y calcular: Calculo de angulos inscritos y centrales, arcos, sectores
circulares y corona circular. Volumen de cilindros y conos. Aplicacion del teorema de

Pitagoras.
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En el diagrama de la figura 3.2 esta sefalado el eje tematico, los temas y subtemas
previos a la ensefianza de la trigonometria, asi como los elementos de trigonometria
contenidos en el programa de matematicas de tercer grado de educacién secundaria en el

Plan de estudios de 2006.

Temas de trigonometria en el Libro para el maestro
Problemas de trigonometria
A pesar de lo establecido en el enfoque de la ensefianza de las matematicas, la escuela
ha confinado la ensefianza de la geometria y la trigonometria a los aspectos métricos
(aritméticos), caracterizandose, a la vez, por una fuerte tendencia a la resolucién
automatica de problemas (Afonso, 2003). En el aspecto algebraico, se ha puesto mayor
énfasis en la resolucion de ecuaciones y sistemas, y se ha relegado a un segundo plano
su interés geométrico (Abrate, 2006).

Para tener una idea clara del tipo de problemas que se espera que los alumnos de
educacion secundaria resuelvan con respecto a la trigonometria, es necesario conocer,
por principio, cuales problemas de trigonometria se proponen en el Libro para el maestroy
cémo se aborda la trigonometria y el estudio de los poligonos regulares. También es
relevante, por el enfoque didactico del plan de estudios, conocer las actividades sobre los
temas de geometria propuestas en el fichero de actividades didacticas publicado por la

SEP.
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Figura 3.2 La trigonometria en la educacién secundaria en el Plan de estudios de 2006
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Las caracteristicas de los problemas de trigonometria presentados en el Libro para el
maestro de matematicas deben ser acordes con las caracteristicas sefialadas en las
tareas del profesor y con el tipo de problemas que deben plantear a sus alumnos (Alarcon,
1994, pp. 26-27). Para mostrar algunas de las numerosas oportunidades para utilizar las
razones trigonométricas al plantear y resolver problemas, en el Libro para el maestro se

proponen nueve ejemplos (Alarcon, 1994, pp. 237-240).

La trigonometria y el estudio de los poligonos regulares
En el estudio de los poligonos regulares también se pueden plantear problemas
interesantes de trigonometria. En el Libro para el maestro se proponen seis ejemplos, los

cuales se muestran en el capitulo IV de este documento.

Temas de trigonometria en el fichero de actividades didacticas de matematicas publicado
por la SEP

En los temas del Fichero de Actividades Didacticas de matematicas (SEP, 2000) estan
sefaladas para el tercer grado de educacion secundaria dos temas relacionados con la
trigonometria, designados como temas 16 y 17. El propésito esencial de este fichero es
dar ejemplos claros sobre posibles formas de abordar los temas centrales del programa de
matematicas. A causa de este propdsito, las actividades permiten su adaptacion a las
necesidades, formas de trabajo, condiciones en que se labora y posibilidades de

aprendizaje de los alumnos (p. 3).
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Seleccion, aplicacion y ajustes de una secuencia de problemas de trigonometria

En el enfoque didactico publicado en el Libro para maestro de matematicas del plan de
estudios de 1993 (Alarcon, 2001), la resolucion de problemas implica que el profesor
desempefie tareas que propicien el aprendizaje de las matematicas en la educacion
secundaria: “Se pretende que el profesor seleccione y plantee problemas de acuerdo con
los propdsitos y deje que los estudiantes los resuelvan sin indicarles caminos
preestablecidos” (p. 17).

Las tareas del profesor en la propuesta didactica (del enfoque) comprenden los

aspectos siguientes:

- Le corresponde seleccionar y en su caso adecuar los problemas y actividades que
propondra a los alumnos.

- Plantea los problemas.

- Organiza y coordina el trabajo en el aula.

- Propone nuevos problemas o contraejemplos, es decir, problemas que contradigan las
hipétesis de los estudiantes, favoreciendo la reflexion y la busqueda de nuevas
explicaciones o procedimientos que los aproximen hacia la formalizacion de los
conocimientos matematicos.

- Contribuye a aclarar confusiones.

- Promueve y coordina la discusion sobre las ideas que tienen los estudiantes acerca de
las situaciones que se plantean, mediante preguntas que les permitan conocer el porqué

de sus respuestas.
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- Participa como fuente de informacion y para vincular los conceptos y procedimientos

propios de los estudiantes con el lenguaje convencional y formal.

Con estas tareas del profesor, al enfrentar a los estudiantes a la resolucién de problemas,
se espera propiciar que construyan, apliquen y profundicen los conocimientos adquiridos
anteriormente, haciendo con ello que dichos aprendizajes sean significativos.

En esta investigacion se dio énfasis a la aplicacion y analisis de la resolucién de
problemas en tercer grado de educacion secundaria en los temas de trigonometria. Se

trabajo con varios alumnos de un grupo de secundaria para conocer:

- Qué tipo de conocimientos necesitan los alumnos para la resolucion de problemas de
trigonometria.

- Qué estrategias usan los alumnos de educacion secundaria en la resolucion de
problemas de trigonometria.

- Qué tipo de conocimientos y conceptos matematicos presentan los alumnos durante la

resolucion de problemas de trigonometria.

Después de conocer las herramientas que proporciona la Secretaria de Educacion
Publica, en el Libro para el maestro y en el Fichero de actividades didacticas, se
seleccionaron los problemas para la organizacién de una secuencia de actividades en

clase.
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Seleccion de una secuencia de actividades
En el enfoque didactico para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en la
educacion basica de México se pone énfasis en la resolucién de problemas; asi esta
planteado en el Plan de estudios de 1993 y en el Plan de estudios de 2006 vigente. Sin
embargo, en los problemas relacionados con la trigopnometria se observa en el Libro para
el maestro (Alarcén et al., 2001), en el Fichero de Actividades Didacticas de Matematicas
(SEP, 2000) y en la organizacion y secuencia de contenidos del Programa de matematicas
de 2006 (SEP, 2006) que no existe una secuencia en los problemas propuestos para
favorecer la construccién de conceptos (sobre las razones trigonométricas), asi mismo, no
se observan problemas que permitan a los alumnos el desarrollo de estrategias propias
para resolverlos.

Dado que los materiales de la SEP (Libro para el maestro, Fichero de Actividades
Didacticas de Matematicas y el Programa de estudios de 2006) son los recursos oficiales a
los que deben recurrir los maestros para utilizarlos en la ensefianza, éstos influyen sobre
el qué y como enseinar. En consecuencia, conviene analizar las estrategias que emplean
los alumnos al resolver los problemas de trigonometria propuestos.

Para realizar dicho analisis es necesario seleccionar y organizar los problemas de
los materiales de la SEP en una secuencia que propicie en los alumnos interés por su
estudio para lograr aprendizajes significativos. Tomando en consideracion que cuando en
los materiales oficiales no haya un problema propuesto para trabajar alguno de los temas
se deben proponer nuevas situaciones problematicas: “El profesor podra recurrir a estas
situaciones y problemas cada vez que lo juzgue necesario y conveniente, sin limitarse a

las sugerencias contenidas en este libro para el maestro” (Alarcon et al., 1994, p. 15).
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Aplicacion de la secuencia de actividades en un grupo piloto
La secuencia de problemas que fueron seleccionados de trigopnometria para un grupo de
tercer grado de educacion secundaria se aplicd en un grupo piloto, del 7 al 15 de enero de
2008, en la Escuela Secundaria Diurna No. 96 “Dr. Enrique Herrera Moreno”.

En total fueron 6 dias de trabajo en la clase de matematicas con los alumnos del
grupo 3° “E”. El desarrollo de las actividades de la secuencia cada dia permitié hacer los
primeros ajustes en la extensiéon de dichas actividades, pues el tiempo de 50 minutos de
esta asignatura no es suficiente para concluir en la forma prevista para esta investigacion.
En general, esta escuela secundaria —y en particular el grupo piloto— adolece, entre
otras cuestiones importantes, de un constante y alto nivel de ausentismo, lo cual dificultd
poner en practica la secuencia como se habia planeado. De los 9 problemas

seleccionados en la secuencia so6lo se resolvieron 7.

Ajustes a la secuencia de actividades
Después de poner en practica en el grupo piloto de tercer grado de educacion secundaria
la secuencia de problemas seleccionados, se hicieron ajustes en cuanto al tiempo para
desarrollar las actividades.

La secuencia de problemas seleccionados se planed para seis dias de trabajo, en
vez de siete como en el grupo piloto. También se incluyé una actividad adicional en la que
los alumnos repasaran contenidos de geometria, como la semejanza de triangulos y
conceptos como los de hipotenusa, cateto adyacente y cateto opuesto.

Finalmente, de acuerdo con los resultados obtenidos de la secuencia de actividades
en el grupo piloto, se eligieron tres de los problemas trigonométricos (en los que las

respuestas de los alumnos permiten identificar con mayor detalle las estrategias que
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emplearon al resolverlos) con el fin de planear la entrevista a través de problemas de
trigonometria, la cual da cuenta de las estrategias, herramientas, conocimientos y

deficiencias al momento de resolver las situaciones planteadas.

Aplicacion de la secuencia de actividades y entrevista

La aplicacion de la secuencia de problemas de trigonometria seleccionados se llevo a
cabo en la misma escuela secundaria en la que se trabajé con el grupo piloto. Las
consideraciones a favor de continuar en la misma escuela fueron tanto el horario de la
clase de matematicas —de modo que la investigadora acudia después de los seminarios
de cuarto semestre en los que participaba como estudiante de— como la facilidad
otorgada por el profesor a cargo de los grupos de tercer grado para que ocupara el tiempo
de sus clases.

Un contratiempo durante la aplicacion de la secuencia de problemas de
trigonometria, que ocurriéo a mediados de marzo, fue el cambio de direccion en el plantel.
La nueva directora no estuvo de acuerdo con que se hicieran videograbaciones durante la
aplicacion de las actividades con el grupo de trabajo. Fue necesario acudir a la direccion
operativa y a la inspeccién de zona para que se autorizara la aplicaciéon de la secuencia y
se videograbaran los 6 dias de actividades y las entrevistas con los alumnos que

participaran en éstas (véase el anexo 1).
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Aplicacion de la secuencia de actividades en un grupo de trabajo
La secuencia de actividades se aplico en un grupo de trabajo a finales de mayo de 2008.
Antes de que se pudiera aplicar la secuencia con el grupo de trabajo, se obtuvo la
autorizacion por escrito de la inspectora de la zona escolar a la que pertenece la Escuela
Secundaria No. 96 “Dr. Enrique Herrera Moreno” (véase el anexo 2). El dia lunes 26 de
mayo se empezo con la secuencia de actividades y se concluy6 el lunes 2 de junio de
2008.

La primera actividad, el dia de inicio, consistié en que los alumnos trazaran un
triangulo rectangulo con uno de sus angulos agudos de 40°. Los alumnos trabajaron con
las calculadoras cientificas desde el primer dia. La segunda actividad fue un refuerzo a la
del dia anterior; igual que en aquella, se pidio6 a los alumnos que escribieran una
conclusion; el tiempo fue mejor administrado.

En el tercer dia de actividades con el grupo de trabajo se planted el problema de las
rampas (del FAD; véase el anexo 3) con el objetivo de utilizar la tangente (razon
trigonométrica) para calcular la amplitud del angulo y asi elegir en cuatro casos distintos
cual rampa tenia un angulo de mayor elevacion.

En el cuarto dia con el grupo de trabajo se traté sobre la resolucién de triangulos
rectangulos en cuatro casos (véase el anexo 4). De dichos casos la mayoria del grupo
resolvio hasta el tercero, por lo que en el dia cinco se retomo la actividad y se concluyé.
Luego se inici6 con la resolucion de dos problemas de trigonometria con la opcion de
reunirse en equipos de 2 o 3 alumnos.

Durante el dia seis con el grupo de trabajo se resolvieron dos problemas de

trigonometria. Los alumnos los resolvieron individualmente, con la finalidad de determinar
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a qué alumnos se entrevistaria, de acuerdo con la relacién de sus respuestas y esta

investigacion.

Aplicacion de entrevistas a través de problemas de trigonometria
Para identificar las estrategias que emplearon los alumnos al resolver problemas de
trigonometria, se hizo una revision de las hojas de trabajo de cada alumno
correspondientes a cada dia de aplicacion de la secuencia de actividades. Se encontraron
apuntes y respuestas muy parecidas entre si; algunas hojas de trabajo mostraban uno o
varios esquemas, y en otras no se encontro respuesta a las actividades del dia.
Se selecciond a aquellos alumnos en cuyas hojas de trabajo estuviesen realizadas
correctamente mas de 50% de las actividades, en las que hubiese una estrategia
interesante de resolucion, que participaran con sus opiniones en clase y que tuvieran
pocas o ninguna inasistencia. En total se selecciond a 7 alumnos, de los cuales sélo 5

fueron entrevistados exitosamente para esta investigacion.

48



CAPITULO IV

RESULTADOS

Este capitulo se presenta dividido en cuatro apartados principales: en el primero se
describen los “Resultados de la revision de documentos oficiales”, y se subdivide en tres
partes; en el segundo apartado se presentan los “Resultados de la seleccidn, aplicacion y
ajustes de una secuencia de problemas de trigonometria”, subdividido en dos partes, el
tercer apartado contiene los “Resultados obtenidos con el grupo de trabajo”; y finalmente

“Resultados obtenidos en las entrevistas”.

Resultados de la revision de documentos oficiales

Resultados de la comparacion de la trigonometria en el Plan de estudios de
1993 y el de 2006
En el programa de matematicas del Plan de estudios de 2006, la SEP aun no ha
determinado el contenido especifico de los subtemas ni ha detallado las caracteristicas ni
propuesto ejemplos de los ejercicios planteados para los temas citados, en comparacion
con el contenido del programa de matematicas del Plan de estudios de 1993. Los
diagramas de las figuras 3.1y 3.2 (véase el capitulo Ill) se desarrollaron en base a los

elementos encontrados para su comparacion. Hace falta también la publicacion de otros
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materiales para el maestro, para que se amplie la posicion del enfoque y de esta forma se
puedan analizar claramente las diferencias de contenido para abordar la trigonometria
segun cada programa de estudio.

Las caracteristicas que se observan en el contenido de ambos programas de
matematicas para la ensenanza de la trigonometria en el Plan de estudios de 2006 y
en el de 1993 son muy parecidas en cuanto a secuencia didactica, contenido de los
elementos previos y contenido de los temas elementales. La diferencia basicamente
radica en la divisién tematica. Primero fue hecha en areas de conocimiento;
actualmente se tiene una separacion por ejes tematicos en los que quedan englobadas
las distintas areas de estudio de las matematicas. Asi es que en el programa de 2006
para tercer grado de educacién secundaria podemos encontrar algunos puntos

retomados del de 1993:

1.- Continuan vigentes los temas del programa de matematicas establecido en 1993.
En los temas fundamentales de geometria se conserva el estudio de la
trigonometria; en el Plan de 2006 se encuentra sefialado en el tema de “Medida”.
Los contenidos de trigonometria estan sefalados en dos areas. Primero en el tema
“Estimar, medir y calcular”, donde se estudian las razones trigonométricas y la
resolucion de triangulos rectangulos. Posteriormente en el tema “Justificacion de
férmulas” se estudia el significado de las razones trigonométricas en triangulos
rectangulos. Son los mismos temas que se plantearon en el area de geometria del
Plan de estudios de 1993.

2.- Articulacion con los temas previos. La trigonometria, como ultimo tema de

geometria en educacion basica, esta estrechamente relacionada con los temas
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que le anteceden, desde el conocimiento de figuras planas, rectas, angulos,
semejanza, estimar, medir y calcular, planteados para los tres grados de educacion
secundaria.

3.- Estudio de la trigopnometria como parte de los contenidos fundamentales. En
geometria se conservan los temas de trigonometria como parte fundamental de la
ensefianza basica, ademas de su relacion directa con el siguiente nivel de estudio.
Como parte de la educacién basica, no se pretende que los alumnos aprendan
gran cantidad de contenidos. Se pretende que su desarrollo sea completo, sin
saturar el programa con temas que no puedan ser agotados a lo largo del ciclo

escolar.

En el ultimo grado de educacion basica (tercer grado de secundaria), se presenta la
introduccion a la trigonometria una vez que los alumnos conocen y han resuelto diversas
aplicaciones de los teoremas de semejanza y el de Pitagoras. Aunque solo son temas
iniciales —de trigonometria—, en su estudio abundan situaciones de interés para los
alumnos, que también los preparan para el estudio de temas mas avanzados como son los
numeros complejos, los vectores y las coordenadas polares, por mencionar algunos. Esto
acentua la importancia de los temas trigonométricos iniciados en secundaria al
relacionarse con el nivel escolar inmediato superior.

Por otra parte, la trigonometria se ha mantenido sin muchas modificaciones en su
contenido desde que en 1993 la educacion secundaria se incorporé a la educacion basica
obligatoria. Los contenidos permanecen iguales en la anterior (1993) y actual Reforma a la
Educacion Secundaria (2006). En ambas difiere el tratamiento que se le da a los

contenidos geométricos, ya que los propdsitos centrales de los programas de matematicas
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son: que el alumno aprenda a utilizarlas para resolver problemas, y que desarrolle con ello

habilidades y competencias.

Resultados de la revision de los problemas de trigonometria en el Libro para el maestro
Problemas de trigonometria encontrados
En el Libro para el maestro se proponen nueve ejemplos (Alarcén et al., 1994, pp. 237-

240), los cuales se resuelven a continuacion para describir sus caracteristicas.

1.- Problema de la ventana
Una escalera de 4 m de largo llega hasta el pretil de una ventana cuando el angulo
formado por la escalera y el suelo es de 65°. ;A qué altura se encuentra la ventana?  En

qué angulo debe colocarse la escalera para que quede 50 cm por debajo de la ventana?

Primera pregunta
sen 65°=h/4
La altura de la ventana es de 3.625 m.
(sen 65°)(4)=h
3.6252=h

Segunda pregunta La escalera se debe colocar con un angulo
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sen B=(3.625-0.5)/4 de 51° 22" 30.6"" para quedar 50cm bajo la
B= sen” (3.125/ 4) ventana.

B=51.38=51°22"30.6""

En este problema el alumno debe identificar los datos que le ayudaran a formar un
triangulo rectangulo. En este caso el suelo forma un angulo recto con la pared de la
ventana, este dato es implicito y el alumno debe tomarlo como cierto, aunque no haya mas
informacién al respecto. La hipotenusa de este triangulo es la escalera de 4 m, la cual une
el suelo con el pretil de la ventana. Finalmente, dicha escalera forma un angulo de 65° con
el suelo.

Después de identificar el triangulo rectangulo, el problema puede resolverse con el
uso de la trigonometria. La primera pregunta del problema, “; A qué altura se encuentra la
ventana?”, se reduce a encontrar un lado (altura de la ventana al suelo) contando con los
siguientes tres datos: hipotenusa de 4 m y angulos de 90° y 65°, es decir, un lado y dos
angulos. Entre los conocimientos que debe poner en practica el alumno se encuentran
reconocer catetos e hipotenusa, plantear la razén trigopnométrica que le ayudara a acertar
en la solucion del problema, despejar una incognita (despeje de ecuaciones) y uso de la
calculadora cientifica.

La altura resultante del suelo al pretil de la ventana es un numero irracional, lo cual
crea una situacion problematica para decidir hasta qué cifra decimal tomar para expresar
la medida de la altura de la ventana. ¢ Deben considerarse décimos, centésimos,
milésimos, diezmilésimos o mas digitos?, ; hasta qué parte puede medir el alumno y
considerar que es suficiente para dar respuesta a esta primera pregunta? En este punto

esta implicada también la segunda pregunta: “; En qué angulo debe colocarse la escalera
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para que quede 50 cm por debajo de la ventana?” La respuesta a esta segunda pregunta
del problema se reduce a encontrar el nuevo angulo formado al mover la escalera.
Nuevamente se cuenta con tres datos: altura de la ventana al suelo (resultado de la
pregunta anterior) menos 50 cm, hipotenusa formada por la escalera de 4 m y el angulo de
90°. Los datos son dos lados y un angulo.

La respuesta correcta a esta pregunta va enganchada a la respuesta a la pregunta
anterior, pues debe usarse en esta nueva situacion. En el caso de utilizar como altura
3.625 m (utilizando hasta milésimos, midiendo milimetros), el angulo que resulta es de 51°
22" 30.67". Si el alumno se enfrenta en realidad con una situacion similar a la del problema,
¢,.como medira dicho angulo?

Es conveniente que en este problema se abra un espacio para su analisis y con ello
se considere por qué no se conserva el mismo angulo agudo de 65° al recorrer la escalera
50 cm hacia abajo. Conviene analizar también si el cateto sobre el suelo aumenta los
50 cm que se recorrieron en el cateto de la altura. Observar y comparar las cualidades de
los dos triangulos que resuelven el problema puede dejar mas significado que el hecho de

s6lo dar respuesta a las preguntas.
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2.- Problema de las pendientes
Se dice que una subida tiene una pendiente de 10% si se eleva 10 m por cada 100 m

horizontales recorridos, ¢ cual de las rutas siguientes tiene la mayor pendiente?

a) tan a = 10/100 Si la pendiente de a) es 5°42" 38.14"",
tan a=0.1 entonces la pendiente de b) es mayor, mide
a=tan" 0.1 10°. También para a) tan a = 0.1, y para b)
a=5°42"38.14" es mayor tan 10°= 0.176.

Comparando las rutas a y b, la de mayor pendiente es la ruta b. Si se determina en cada
caso el valor del angulo de elevacion o bien el valor de la tangente del angulo, se pueden

comparar las pendientes.
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tan 6 = 20/100 El angulo de la pendiente de c) es menor

tan6=0.2 que el angulo de la pendiente de d) que
6=tan" 0.2 mide 12°. También para d) tan 12°= 0.212,
6=11°18"35.76"" mayor que para c) tan 6 = 0.2.

El angulo indicado en el inciso d), 12°, y su tangente, 0.212, indican que es ésta la mayor
de las cuatro pendientes presentadas en el problema.

Hay informacion que no se pide al alumno en este problema, como lo es la
definicién de pendiente, la cual le ayudaria a comparar solo las razones de la tangente.
Resulta importante ver por qué también puede compararse el angulo de elevacion, ya que
relaciona directamente que a mayor pendiente mayor angulo (de elevacion). Esta
informacién es tacita en el problema, lo cual deja abierta la posibilidad a distintos caminos
de resolucién

Para resolver el problema de las pendientes se identifican, segun los esquemas
propuestos, triangulos rectangulos. Hay que hallar la medida del angulo de elevacién de
cada pendiente y compararlos. Otra opcidn es encontrar la medida de la tangente de cada
angulo, que es la razén que coincide con la pendiente de una recta. En este caso se
proporcionan al alumno tres datos: angulo de 90° y los dos catetos. Las medidas estan
indicadas en el porcentaje (10% o0 20%) que aumenta (se eleva 10 m por cada 100 m
recorridos), de modo que el alumno debe relacionar dicho porcentaje con las dimensiones

de los catetos.
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3.- Tabla de problemas de resolucion de triangulos rectangulos

Dado un triangulo rectangulo como el siguiente,

completa la tabla.

CASO a B c B Y sen cos 8 tan 8 seny cosy | tany
1 10 5.7 8.2 35° 55° 5.7 10 8.2/10 5.7/8.2 8.2/10 57/10 | 8.2/5.7
2 7 5 V24 | 45°35 | 44°25 5/7 2477 5124 2477 5/7 V24 /5
3 23.3 15 17.9 40° 50° 15/23.3 | 17.9/23.3 | 15/17.9 | 17.9/23.3 | 15/23.3 | 17.9/15
4 V41 4 5 38°39' | 51°20° 44T 541 4/5 5141 441 5/4
Caso 1 Caso 2

b = (sen 35°) (10) = 5.735

¢ = (cos 35°) (10) = 8.191

y =90° - 35° = 55°

o7

y=cos" (2)=44°24"55.11"

B =sen” (g) = 45° 35" 4.89"




Caso 3 Caso 4

15
sen 40°

=23.33 p=tan" () =38°39 35.31"

15

b= =17.876 y =tan™ G) =51°20"24.69”

tan 40°

y =90° - 40° = 50°

Al resolver los triangulos rectangulos propuestos en la tabla, el alumno puede llegar a
identificar los dos posibles casos: se conoce el angulo de 90° y dos lados (un angulo y dos
lados), o bien se conoce el angulo de 90°, uno de los angulos agudos y un lado (dos
angulos y un lado).

Este es en realidad un problema de aplicacion y no un problema para descubrir
elementos nuevos. Para resolver este “ejercicio” se requiere el uso de la calculadora
cientifica en el calculo de la medida de los angulos en los casos 1y 4. También se
requiere plantear correctamente las razones trigonométricas y realizar los despejes para
obtener la medida del lado a en los casos 2 y 3. Las razones trigonométricas de cada caso
pueden indicarse solo con sus razones entre los lados o bien resolviendo con ayuda de

una calculadora.

4.- Problema de los arboles

Un arbol proyecta una sombra de 48 m cuando el sol [sic] se encuentra a una altura [sic]
de 20° sobre el horizonte. ¢ Cual es la altura del arbol? ¢ Cual sera la longitud de la sombra
cuando el sol [sic] se encuentre a una altura [sic] 35° sobre el horizonte? ; Cual sera la

altura [sic] del sol [sic] horizonte cuando el arbol proyecte una sombra de 20 m?

58



Para responder cual es la altura del arbol, se tienen el angulo de 90°, el angulo de 20° y el
lado de 48 m. Al plantear la incognita cuyo valor debe determinarse se utiliza la razon
tangente y al despejar se obtiene la altura de 17.47 m de la manera que sigue.

(L')

Planteamiento: tan 20° = <
48 m

Despeje de la incégnita: ¢? = (tan 20°) (48 m)

0?=17.47m

Para determinar cual sera la longitud de la sombra del arbol al cambiar su angulo de
elevacion, el alumno cuenta ahora con la altura del arbol, que sera un lado conocido,

ademas de los dos angulos (de 90° y 35°).

tan 35° = 27
X

x=17.47/tan 35

x=24.95m
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Por ultimo, para encontrar el angulo de elevacion, se conocen dos lados que son la altura

del arbol y la longitud de la sombra. Por lo tanto, se puede despejar el angulo y resolver:

17.47

a=tan’ (T) =41°81°13.97"".

(En la redaccion del problema de los arboles, se menciona “altura al Sol”, esta frase puede
generar duda en quien lo resuelve, ¢ qué quiere decir? Lo correcto seria preguntar por el
angulo de elevacion del Sol, dado que en el concepto de altura entran los conceptos de
distancia mas corta y angulo recto. Es preciso ademas propiciar el uso del vocabulario

correcto en matematicas.)

5.- Problema de la Torre Latinoamericana
La Torre Latinoamericana, en la Ciudad de México, tiene una altura de aproximadamente
180 m, incluida la antena. ¢ A qué distancia debo colocarme de ella para verla bajo un

angulo de 15°?

El alumno puede realizar un esquema, suponiendo que la torre es perpendicular al suelo;
hallara un triangulo rectangulo y con ello resolvera a partir de la razon tangente de la

forma que sigue.

tan 15° =—

18
X

_ 18
tan 15°

X=67.1769 m.
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En este problema nuevamente se cae en la ejercitacion. Alude una situacion dificil de
presentar en la realidad del alumno. Parece ser que en el planteamiento del problema no
hay elementos nuevos y que es de aplicacion. No genera situaciones de descubrimiento o

motivacion.

6.- Problema del puente

Una via de ferrocarril atraviesa perpendicularmente una carretera recta y mas adelante
cruza un puente sobre un rio. Una persona que se encuentra sobre la carretera, a 500 m
del cruce con la via, observa una situacion como la indicada en el dibujo. ¢ Cual es la

longitud del puente?

El problema consiste en reconocer que se debe determinar la longitud de un cateto para
dos triangulos rectangulos diferentes. Para ambos triangulos se conoce el angulo de 90°,
segun el esquema mostrado, un cateto de 500 m, y el angulo agudo que para un primer

triangulo es de 27° y para el segundo es de 27° + 19° = 46°.
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La longitud del cateto del primer triangulo se obtiene asi:

tan 27° = =
500

x71 = (tan 27°) (500 m) = 254.76 m.

La longitud del cateto del segundo triangulo se obtiene asi:

tan 46° = (ﬁ)

500

X2 = (tan 46°) (500 m) = 517.76 m.

La longitud del puente se obtiene de la diferencia de los catetos correspondientes en

ambos triangulos. La longitud del puente es de
517.76 m — 254.76 m = 263 m.

(En la redaccion del problema 6 no se describen datos para la formulacion del triangulo
rectangulo; toda la informacidén necesaria esta vertida en el esquema inicial del puente. Es
interesante pensar en agregar elementos escritos en la situacion del problema, de modo

que sea el alumno quien elabore su propio esquema.)
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7.- Problema del edificio y la antena

¢, Cuales son las alturas del edificio y de la antena?

En este problema nuevamente hay que encontrar la diferencia entre dos catetos, de modo
que se tienen dos triangulos con el angulo de 90° formados por el suelo y el edificio; en
ambos triangulos se tiene el cateto de 100 m y un angulo agudo para el primer triangulo de
48° y para el segundo de 48° + 5° = 53°.
La longitud del cateto del primer triangulo se obtiene asi:
X1

tan 48° = —
100

X; = (tan 48°) (100 m) = 111.06 m.

La altura del edificio, que es el cateto del segundo triangulo, se obtiene asi:

tan 53° = 22
100

X2 = (tan 53°) (100 m) = 132.70 m.
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La longitud de la antena se obtiene de la diferencia de los catetos en ambos triangulos:

Longitud de la antena = 132.70 m — 111.06 m = 21.64 m.

8.- Problema del cohete

Alguien lanza un cohete y lo vemos explotar; medio segundo después escuchamos el
estallido. Si cuando vimos explotar el cohete nuestra mirada hacia un angulo de 25° con la
horizontal, ¢ a qué altura exploto6 el cohete? (Nota: La velocidad del sonido es de
aproximadamente 340 m/s y podemos despreciar el tiempo que tardo la luz en llegar a

nosotros, ya que viaja a 300 000 km/s aproximadamente.)

Para poder plantear la existencia de un triangulo rectangulo en este problema, el
alumno debe ignorar la trayectoria parabdlica del cohete lanzado y reconocer como datos
un cateto formado por la altura del cohete en el momento de su observaciéon en el suelo. El
segundo dato se obtiene de suponer que el suelo es completamente horizontal y que con
la altura del cohete se forma un angulo de 90°. El tercer dato del problema sera la

hipotenusa, que de acuerdo con el problema, al ser visto medio segundo después de
escuchado, tendra una longitud de @, es decir 170 m. Plantear el triangulo rectangulo

de esta forma resulta muy forzado.
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La altura (h) del cohete se obtiene ahora con la razén seno:

h
sen 25° = —,
170

h = (sen 25°) (170 m),

h=71.84 m.

El cohete explota a 71.84 m de altura.

9.- Problema de la nave
Un astronauta ve desde su nave que la Tierra abarca un angulo de 40°. ; A qué altura se
encuentra sobre la superficie de la Tierra? (Nota: El radio de la Tierra es de

aproximadamente 6 380 km.)

En este problema el alumno puede guiarse por el esquema dado para deducir la
informacién de un posible triangulo rectangulo. Los tres datos son: el angulo de 90°

formado por la tangente y el radio de la Tierra (una recta tangente a una circunferencia es
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perpendicular al radio que une su centro con el punto de tangencia), el radio de la Tierra

de 6 380 km y la mitad del angulo de observacion (se divide el angulo), es decir 4700 = 20°.

La altura de la nave a la superficie de la Tierra es:

sen 20° = 8
x )

_ 6380 km

sen 20° ’

x =18 653.87 km.

Una posible dificultad es la credibilidad de este resultado, ya que se trata de una cantidad
inmensurable para el alumno, lo que puede poner en duda su légica. Se puede comprobar
este resultado a partir del otro angulo agudo. La distancia del centro de la Tierra a la nave

puede calcularse con la razoén coseno, como se muestra a continuacion:

cos 70° = 82
x 3

_ 6380km
cos70°’

x =18 653.87 km.

Hasta este punto del problema es importante reconocer que lo que se encontré es la

distancia al centro de la Tierra, por lo que habra que restarle la distancia del radio:

Distancia de la nave a la superficie de la Tierra: 18 653.67 km — 6 380 km = 12 273.87 km.
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Para tener una idea general acerca de las distancias que puede alejarse una nave
espacial de la Tierra, una forma es a través de la comparaciéon de la Luna que orbita la
Tierra a una distancia media de 384 403 km. Otro dato curioso es la altitud a la que orbitan
los satélites artificiales. A una altitud de 200 km hay aun la suficiente masa atmosférica
como para frenar los satélites artificiales, gracias a la resistencia aerodinamica, por lo que

los satélites de larga vida han de alcanzar 6rbitas de gran altitud.

La trigonometria y el estudio de los poligonos regulares
En el Libro para el maestro se proponen seis ejemplos, los cuales se muestran a
continuacion, junto con su resolucién y un analisis respecto a los conocimientos previos

para los alumnos.

1.- ¢, Cual es el perimetro y el area de un pentagono inscrito en una circunferencia de

10 cm de radio?

360° 360°
a) =22 =
2n 10 cm

= 36°.

b) sen 36° = @2

10cm’

d
20 cm’

sen 36° =

(sen 36°)(20 cm) = d,

11.76 cm = d.

¢) cos 36°= :
10 cm

a = (cos 36°) (10 cm),

a =8.09 cm.
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Los incisos a), b) y ¢) indican los elementos necesarios para poder obtener el perimetro y
el area, la medida del lado (d) y el apotema (a) del pentagono que se propone. Ahora es

suficiente sustituir en las formulas para el perimetro y el area los valores obtenidos:

P=5d=(5)(11.76 cm) = 58.8 cm;

P>2<a _ (s88 cm)2(8.09 cm) _ 475.692 cm? — 237.85 cm?

A=

Este problema geométrico implica que el alumno reconozca cuanto vale el angulo 6, o bien
que deduzca una formula para obtener 6 para el poligono de n lados. Usara las razones

seno y coseno para obtener la medida del lado faltante.

2.- Calcular el apotema y el area de un pentagono (o hexagono, o heptagono,...) cuyos

lados miden 10 cm.

a)_.@:&Oo :&Oo = 36°.
2n 10
b).- tan 36° = 2=,

a =5 cm/tan 36° = 6.88 cm.

Para encontrar el valor del area de este pentagono (o de algun otro poligono regular), es
necesario conocer su apotema, la cual se obtiene mediante la funcion tangente para el
angulo de 36° (el cual puede variar de acuerdo con el numero de lados del poligono). Con

esta informacién es posible entonces obtener el area del pentagono:
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A =22 - (OIS _ 472 05 cm?.

2 2

Los conocimientos previos del alumno pueden referirse al apotema, area de un
poligono, cémo determinar el angulo 6 (que es el angulo central de la circunferencia que
pertenece también al triangulo rectangulo en el esquema del problema). De no conocer
cémo obtener el area de un poligono, los alumnos podrian obtener el area de los

triangulos que se ven en el esquema del pentagono regular del problema planteado.

3.- Un poligono regular de 12 lados tiene un area de 24 unidades cuadradas. ¢ Cuanto
miden sus lados? ;Y los radios de los circulos inscrito y circunscrito?

Para poder resolver este problema es necesario que los alumnos resuelvan en primer
lugar lo propuesto en el numero 4. En el ejercicio mencionado se puede llegar a una
generalizacién acerca de la medida del lado, el apotema y el area de un poligono,
expresados en funcién del radio. Con la férmula del area obtenida es mucho mas sencillo

comprender el problema, que se puede resolver sustituyendo los datos: A = area,

3

n = numero de lados, 6 = zzo, y despejando R,

A=n R?sen 6 cos 6,
24 = (12) R? sen 15° cos 15°,

% = R?sen 15° cos 15°
= —2 = =
R= \l sen 15° cos 15° \/§ 2\/5'
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Con el valor del radio, es posible plantear triangulos rectangulos con los cuales encontrar

las medidas del lado para el perimetro y del apotema para el area.

Obtencion de la medida del lado (L) del dodecagono regular, donde el lado del poligono

. L . s .
mide S en el triangulo rectangulo.

o_ L/2

sen 15 _ﬁ’

2V2 o_ L
sen 15 =

7 (sen 15°) (4v2) = L,
L2
1.464 = L.
Obtencion de la medida de el apotema (a), que es el radio del circunferencia circunscrita al

poligono.

cos 15° = al(2v/2), 3

(cos 15°) (2v/2) = a,

2.7320 = a. y,
A
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La comprobacién de estos resultados (lado y apotema) es posible sustituyendo en la

férmula del area, donde al emplear estas medidas obtenemos A = 24 u*:

Pxa
A=
2

A= (12)(1.4—624)(2.732)

A =23.997 U?,

A =24 2

El valor del area quedd muy aproximado, dado que los valores del lado y del apotema

fueron truncados a milésimos.

4.- Utilizando los valores de las funciones trigonométricas para los angulos de 30°, 45°y
60°, expresar en funcién de R el lado, el apotema y el area de los siguientes poligonos

inscritos en un circulo.




Cuadro 4.1

Poligonos regulares y su generalizacion

TRIANGULO CUADRADO HEXAGONO
_ 360° _ 360° g = 350
o T 203) T 2(4) ~ 2(6)
_I o
3 |0=% =22 6=
<z( 6 8 12
6 =60° 0 =45° 6= 30°
sen 60° = 2 sen 45° = 2 sen 30° = 22
R R R
Q L L L
2 |sen60° =— sen 45° = — sen 30° ==
3 2R 2R 2R
2Rsen 60° =L 2Rsen45° =L 2Rsen 30° =L
< | cos60°=2 cos 45° =2 cos 30° =2
E R R R
§ R cos 60° = a R cos 45° = a R cos 30° = a
<C
A= A =Fxa A= Pxa
2 2 2
A — n 2R sen 60° R cos 60° o A — n 2R sen 45° R cos 45° A — n 2R sen 30° R cos 30°
< 2 2 2
E A=nR*sen60° cos 60° | A=n R*sen45° cos 45° | A =n R*sen 30° cos 30°

Generalizacion

A=nR?sen6cos 6

observa en el cuadro 4.1. Una estrategia es organizar los resultados en columnas para los
poligonos regulares hasta su generalizacion, en la que de forma metddica se observan las

congruencias en las formulas para obtener el angulo, el lado, el apotema y el area de cada

Se puede llegar a la generalizacion del area de un poligono de n lados, como se

poligono. También se requiere que los alumnos dominen la expresién de férmulas en

funcion de un dato (en este caso, del radio R).

conocimiento de los valores de las razones trigonométricas. En este problema se propone

Utilizar las funciones trigopnométricas para los angulos de 30°, 45° y 60° es parte del
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un mayor reto al querer que los alumnos apliquen los nuevos conocimientos y generen

otros nuevos, a partir del uso del lenguaje algebraico y la trigonometria.

5.- ¢ Cuadles serian las formulas para calcular el lado, el apotema [a], el perimetro [P] y el

area [A] de un poligono de n lados inscrito en una circunferencia de radio R?

I(n)=2Rsen O

a(n)= R cos 6
P(n)=2nRsen B
A(n) = nR? sen 6 cos 6

siendo 6 = 360°/2n.

En el Libro para el maestro se sugiere que los alumnos no memoricen las férmulas
anteriores; asi mismo, se propone que las utilicen para resolver problemas como el
indicado en el numero 6 (es el problema siguiente). Con la actividad propuesta en el
ejemplo 4, al expresar la medida del lado y del apotema en funcion del radio, es posible la
obtencion de estas formulas. En estas actividades (4 y 5) se propone que ademas de la
aplicacion de las razones trigonométricas para la obtencion de la medida de un lado, se
llegue a la generalizacién, en este caso planteando férmulas para el angulo, el lado, el

apotema, el perimetro y el area de un poligono regular de n lados.

6.- En la tabla que viene a continuacion estan dados el lado, el apotema, el perimetro y el

area de los poligonos regulares de 3 (triangulo equilatero) y 6 (hexagono regular) lados
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inscritos en una circunferencia de radio 10 cm. Completa la tabla para los poligonos

regulares de 12, 24 y 48 lados. ¢ Qué descubres en la tabla? Coméntalo con tu profesor y

companeros.
NUM. DE LADO APOTEMA PERIMETRO AREA
LADOS
3 17.32 5.00 51.96 129.9
6 10.00 8.66 60.00 259.8
12 5.18 9.65 62.12 300
24 2.61 9.91 62.65 310.58
48 1.31 9.97 62.78 313.26

(Los resultados en la tabla estan redondeados a la segunda cifra decimal.)

Es importante que para poder completar la tabla se use una calculadora, con el fin de
facilitar el trabajo con las tablas de razones trigopnométricas y asi no se pierda el objetivo.

A través de los valores encontrados en la tercera columna de la tabla, se observa
cdmo mientras mas lados tienen los poligonos regulares mas parecidos son su radio
(10 cm) y su apotema. Por otra parte, la medida del lado va disminuyendo. Seria
interesante cuestionar a los alumnos sobre qué pasaria con la medida de los lados en un
poligono de 96 lados, por ejemplo.

Este ejercicio también permite el uso y el manejo de la informacién mediante tablas.
Lo primordial en este ejercicio no es completar la tabla, sino las deducciones que se
puedan obtener al completarla.

Por otra parte, en el Libro para el maestro, el profesor frente a grupo que proponga

esta actividad puede no darse cuenta del error cometido en la tabla original (p. 242),
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donde el valor escrito para el apotema del poligono de 6 lados es 8.59 y para el area,
258.58. Estos datos no cambian el sentido de este ejemplo; sin embargo, pueden crear

confusion en el alumno y distraerlo de las observaciones importantes que deben hacer.

Resultados de la revision de los temas 16 y 17 del FAD publicado por la SEP
La ficha propuesta para el tema 16, de manera inicial enfoca el estudio de la tangente en
cuatro triangulos rectangulos. En el mismo contenido de la ficha del tema 16, “Rampas
para patinetas”, se exponen diferentes estrategias que los alumnos pueden emplear para
elegir la rampa con mayor inclinacién (con respecto al piso); entre ellas propone medir el
angulo directamente, hacer un esquema a escala (1 cm: 1 m); sin embargo, se espera que
los alumnos apliquen para el caso 3 lo visto en semejanza. Finalmente, en el caso 4
presentan lados con decimales, de modo que para validar sus resultados los argumentos
deben ser mas logicos que basados en el azar.

El ideal para resolver esta ficha es que el alumno plantee la razén que existe entre
la altura de la rampa y la distancia que se recorre de horizontalmente. De no darse esta
situacion, se sugiere que el maestro intervenga, haga la observacion de esta razon,
dandoles a conocer que se llama tangente, y entonces los alumnos la planteen en los
diferentes triangulos. Se pretende también que los alumnos relacionen este tema con lo
estudiado en semejanza, de modo que analicen que el valor de la tangente es invariable
para los triangulos que son semejantes, es decir, que la razén se conserva para angulos
de la misma medida.

Las actividades 2 y 3 esencialmente se convierten en ejercicios en los que el
alumno despeja un cateto y, ayudandose de la calculadora o de tablas trigonométricas,

encuentra el valor del otro cateto. En la ultima actividad se solicita a los alumnos que
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ademas de utilizar tangente para encontrar el cateto usen el teorema de Pitagoras para
hallar la hipotenusa.
A continuacion se resumen las actividades propuestas a los alumnos, y en la figura

4.1 se sefialan algunas de las caracteristicas presentadas en esta ficha.

Tema 16 Trigonometria: Razones trigopnométricas de un angulo agudo (calculo y primeras
aplicaciones)

Propésito. Utilizar la trigonometria para resolver problemas de calculo geométrico.
Contenidos. Primeros ejemplos para motivar el estudio de la trigopnometria. Tangente de

un angulo agudo.

1.- Organizados en equipos de cuatro o cinco alumnos, plantee el siguiente problema: Se
quieren construir rampas para una competencia de patinetas. Para medir el angulo de

inclinacion de cada rampa, se consideraran dos medidas [altura y distancia horizontal]:

De acuerdo con las medidas especificadas, elijan aquella rampa cuyo angulo de

inclinacion sea mayor en cada caso (las medidas estan dadas en metros).
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2.- Nuevamente organizados en equipos, plantee
el siguiente problema:

Se quiere construir una rampa cuya altura sea

b=40"

de 2 m y que forme un angulo de 40° con el

piso. ¢ Cual sera la distancia horizontal que Distancia horizontal

tendra la base de la rampa?

3.- Plantee a los equipos el siguiente problema.

Calculen la longitud c¢ de la siguiente rampa:

De las 3 actividades que propone esta ficha, se identificd que en la primera de ellas
se propone una situacion problematica que genera nuevos conocimientos al alumno, ya
que permite que éste valide sus resultados con la estrategia que emplee en la resolucion
de cada caso. Con el problema de la primera actividad se puede conocer que la razén

trigonomeétrica tangente implica al angulo de elevacion de la rampa. Con el uso de una
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tabla de razones trigonométricas, o despejando y haciendo las operaciones en una
calculadora cientifica, se obtiene el valor del angulo.

En las actividades 2 y 3 se identificd que el alumno puede resolver con mayor
facilidad la situacion problematica si ya ha resuelto la actividad 1. En estas actividades se
propone un repaso de las razones trigonométricas: tangente y coseno; también, la
aplicacion y despeje de dichas razones para encontrar un lado desconocido en un
triangulo rectangulo.

La segunda actividad es un repaso sobre la aplicacién de la razén tangente. La
diferencia con la actividad 1 es que en la actividad 2 se conoce el angulo y se desconoce
uno de los catetos. Después de plantear una igualdad con “tan 40°”, el alumno despeja y
obtiene el valor del cateto con ayuda de la calculadora. La tercera actividad puede
resolverse con coseno del angulo 6, lo que dara al alumno la aplicacion de una razon
trigonométrica diferente, pero en esencia solo practica el uso de una razon trigonométrica
para conocer el valor de un lado en un triangulo rectangulo. Las caracteristicas de las 3
actividades de la ficha del tema 16, “Trigonometria: Razones trigonométricas de un angulo

agudo”, del Fichero de actividades didacticas, se resume en la figura 4.1.

Caracteristica Propone que el alumno genere nuevos Propone que el alumno repase, aplique y
Actividad conocimientos despeje las razones trigonométricas conocidas
1 v
2 v
3 v

Figura 4.1 Caracteristicas de las actividades de la ficha “Rampas para patinetas”
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Las actividades propuestas en la ficha del tema 17, “Para medir poligonos
regulares”, son exactamente las mismas actividades propuestas en el Libro para el
maestro (Alarcon et al., 1994), acerca de poligonos regulares y la trigonometria. Se
mencionan posibles estrategias de resolucion de los alumnos. La actividad 2 de esta ficha
esta directamente relacionada con el problema 4 del Libro para el maestro, donde el

alumno puede obtener la generalizaciéon

A=n R’sen 6 cos 6.

Se espera que el alumno lo logre mediante las orientaciones del profesor y que
compruebe dichos resultados asignando valores al radio de las figuras —utilizando
primero la formula obtenida— para después corroborarlo con un método diferente.

A continuacién se presenta un resumen de la ficha del tema 17, “Para medir
poligonos regulares”, y en la figura 4.2 se sefialan las caracteristicas generales de esta

ficha.

Tema 17: Problemas de trigonometria

Propésitos: Utilizar las relaciones trigopnométricas para resolver problemas de célculo
geomeétrico. Estudio de los poligonos regulares.

Contenidos: Resolucion de triangulos rectangulos y sus aplicaciones. Estudio de los
poligonos regulares.

Material: Juego de geometria y calculadora.
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1.- Proponga al grupo resolver el siguiente problema en equipos de cuatro o cinco

alumnos:

a) Calculen el perimetro y el area de un pentagono regular que mide 10 cm por lado.

— I —a

b) Utilizando funciones trigonométricas, calculen el perimetro y el area de un

heptagono, un octagono, un n-agono, etcétera, cuyos lados midan 20 cm

respectivamente.

A partir de las soluciones de los alumnos, puede orientarlos para resolver el mismo
problema utilizando razones trigonométricas, en particular la razén tangente. Asi, el

apotema del pentagono se puede expresar en funcion de uno de los angulos del triangulo

rectangulo OEL, como se muestra enseguida.
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T

. a
tan o = — , entonces:
5

o =5 (tand)

2.- Para resolver los siguientes problemas, organice al grupo en equipos de cuatro o cinco

alumnos.

Utilizando los valores de las funciones trigopnométricas para los angulos de 30°, 45° y 60°,
en funcién del radio (r) expresen: el valor de un lado (c), el apotema (a) y el area (S) de los

poligonos regulares siguientes.

=
[

I — o

En el caso del triangulo, si se considera el angulo de 30°, las siguientes son

expresiones que los alumnos podran encontrar:

c=2r(cos 30°); a=r(sen30°); S=3r(cos 30°) (sen 30°).
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VARIANTES

1.- En la tabla que se muestra a continuacion estan dadas las medidas de un lado, asi
como el apotema, el perimetro y el area de los poligonos regulares de tres lados
(triangulo equilatero) y seis lados (hexagono regular) inscritos en un circulo que tiene
10 cm de radio. Completen la tabla para los poligonos regulares de 12, 24 y 48 lados
que también estan inscritos en un circulo que mide 10 cm de radio. ¢ Qué relaciones
descubren después de que han completado la tabla? Coméntenlo con sus compaferos

y escriban sus conclusiones.

Ntimen de lados | Lado | Apotena | Perimetro | Area 2.- Un poligono regular de 12 lados tiene de

area 24 unidades cuadradas. ¢ Cuanto

miden sus lados? ¢ Cuanto miden los

radios de los circulos inscrito y

circunscrito? 4 Y si el poligono regular

tuviera 8, 9, 10, 18,... lados?

De las 2 actividades que se proponen en la ficha del tema 17, se identifico que en la
primera de ellas se propone una situacion problematica que permite a los alumnos repasar
y aplicar la razon trigopnométrica tangente para encontrar el apotema; también, permite que
el alumno aplique sus conocimientos sobre el calculo del perimetro y el area de poligonos
regulares.

La segunda actividad propuesta en la ficha del tema 17 plantea un problema en el

que el alumno pone en practica el uso de las razones trigonométricas, en el que ademas
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se generan nuevos conocimientos. En esta actividad el alumno expresara en lenguaje
algebraico como obtener el valor de un lado, el apotema, y el area en funcion del radio de
poligonos regulares (triangulo, cuadrado y hexagono) inscritos en una circunferencia.

Las variantes 1 y 2 de las actividades de la ficha del tema 17 también proponen
situaciones problematicas en las que el alumno genera nuevos conocimientos. En la
variante 1 se propone que los alumnos completen una tabla (lo cual puede hacerse
aplicando las expresiones que obtuvieron en la actividad 2 de la misma ficha). Ademas de
hacer un repaso a dichas expresiones se pide a los alumnos que observen lo que sucede
con las medidas del lado, el apotema, el perimetro y el area de los poligonos. Con ello los
alumnos pueden observar y conocer que en una circunferencia de 10 cm de radio al

trazarse poligonos regulares:

- La medida de cada lado disminuye al aumentar el numero de lados.

- La medida del apotema aumenta, casi hasta medir lo que mide el radio, si aumenta el
numero de lados.

- El perimetro de cada poligono se acerca mas al perimetro de la circunferencia de 10 cm
de radio al aumentar el numero de lados.

- El area de cada poligono aumenta al aumentar el niumero de lados y se aproxima al area

del circulo de 10 cm de radio.

En la variante 2 de la ficha del tema 17 se propone un problema en el que el alumno
debe determinar la medida del lado, de los radios de las circunferencias inscrita y
circunscrita (son el radio de la circunferencia circunscrita y el apotema) de un poligono

regular de 12 lados que tiene un area de 24 u?. Este problema es de mayor dificultad. Para
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resolverlo el alumno debe partir del area como unico dato del problema. En la actividad 2,
anterior a la variante 2, se solicitd expresar el area en funcion del radio; aqui se pide
conocer el radio, el lado, y el apotema cuando es conocida el area del poligono. Este
problema se puede resolver planteando expresiones algebraicas para el perimetro y el
apotema en funcién del lado del poligono. Al sustituir dichas expresiones en la férmula del
area, se determinar el valor del lado, y sustituyendo en las primeras expresiones se
obtiene el apotema. Con los valores del apotema y el lado (dividiéndolo a la mitad), y
aplicando el teorema de Pitagoras se puede calcular la medida del radio (de la
circunferencia circunscrita). Otra forma de obtener el radio, es que una vez obtenida la
longitud del lado del poligono se divida entre 2 (lado de un triangulo rectangulo), y dividir el
resultado entre tan 15°. La dificultad del problema aumenta al solicitar que se plantee una
estrategia general que pueda aplicarse a poligonos de 8, 9, 10, 18,... lados.

En la figura 4.2 se sefialan las caracteristicas generales de las actividades de la ficha

del tema 17, “Para medir poligonos regulares”.

aracteristica Propone al alumno generar nuevos Propone que el alumno repase, aplique y
conocimientos despeje las razones trigonométricas conocidas
Actividad
1 v
2 v
Variante 1 4 v
Variante 2 4

Figura 4.2 Caracteristicas de las actividades de la ficha “Para medir poligonos regulares”
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Resultados de la seleccion, aplicacion y ajustes de la secuencia de problemas de

trigonometria

Resultados de la seleccion de problemas para la secuencia de actividades en clase
Un objetivo de esta investigacidon consistié en seleccionar y organizar los problemas para
propiciar que en los procesos de resolucion los estudiantes consoliden nociones,
construyan conceptos y usen diferentes estrategias y recursos. Por esta razén se
seleccionaron los problemas que permitan el andlisis de las estrategias que emplean los

alumnos de secundaria al resolverlos. Se privilegian aqui los problemas para descubrir:

- las razones trigonométricas y su significado, y

- la resolucion de triangulos rectangulos.

En el Cuadro 4.2 se encuentran citadas los problemas del Fichero de Actividades
Didacticas (FAD) de matematicas y los del Libro para el maestro (LM) relacionados con la
trigonometria; también se menciona una adaptacion a las orientaciones didacticas
propuestas en el Programa de estudio 2006 (p. 131) de matematicas. Asi mismo,
aparecen los problemas en la secuencia en que pueden ser abordados para desarrollar

los subtemas del tema Medida con respecto a la trigonometria.
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Cuadro 4.2 Temas y subtemas de trigonometria en el FAD y el LM

Problema Fuente Subtema
Ficha 16, FAD - Tangente de un angulo agudo
actividad 1 L . . s .
- Significado de la razén tangente en un triangulo rectangulo
Ficha 17, FAD - Tangente de un angulo agudo
actividad 1 N . ‘s .
- Significado de la razon tangente en un triangulo rectangulo
(Justificacion de férmulas)
Orientaciones | Program | - Razones trigonométricas
didacticas, ade T . oy .
- Significado de las razones trigonométricas en un triangulo
p. 131 estudio
rectangulo (Justificacion de férmulas)
(Adaptacion) 2006
Orientaciones | Program | - Razones trigonométricas
didacticas, ade T . Ly .
- Significado de las razones trigonométricas en un triangulo
p. 131 estudio
rectangulo
(Adaptacion) 2006
*Ficha 17, FAD - Resolucion de triangulos rectangulos
actividad 2
*Tabla de LM - Resolucion de problemas de triangulos rectangulos
problemas de
resolucion de
triangulos
* Problema del | LM - Resolucién de problemas de triangulos rectangulos

edificio y la

antena

[Continua]
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Cuadro 4.2 [Concluye]

Problema Fuente Subtema
*Problemade | LM - Resolucion de problemas de triangulos rectangulos
la Torre

Latinoamerica

na

*Problema del | LM - Resolucién de problemas de triangulos rectangulos
puente
*Problemade | LM - Resolucion de problemas de triangulos rectangulos

la nave

Después de haber analizado las tareas que se proponen en el Fichero de
Actividades Didacticas y en el Libro para el maestro para que el profesor las utilice con sus
alumnos, no se identifico algun planteamiento para introducir las razones trigonométricas a
través de un problema, por lo que se propone una adaptacion a las orientaciones
didacticas en el Programa de estudio de 2006 (SEP, 2006, p. 132) para abordar el
subtema indicado en el Cuadro 4.2.

Conviene disefar un planteamiento en el que se aborde de manera conjunta el
descubrimiento de las razones trigonométricas y su significado en un triangulo rectangulo.
Esto para no tratar en temas separados una situacién inherente a la otra, como se
propone en el programa del Plan de estudios de 2006 (donde las razones trigonomeétricas
se estudian en el tema “Estimar, medir y calcular” y el significado de las razones
trigonomeétricas en triangulos rectangulos se estudia en el tema “Justificacion de

férmulas”).

87



Resultados obtenidos con el grupo piloto
Es necesario exponer lo sucedido en cada sesién de trabajo con los alumnos del grupo
piloto y con ello dar cuenta de las adecuaciones a la secuencia original. En general, se
agregaron algunas actividades como parte de la secuencia y otras se eliminaron; una de
estas ultimas se utilizé en la entrevista a través de la resolucion de problemas de

trigonometria.

Dia 1 del grupo piloto

El primer dia de trabajo con el grupo 3° “E” fue el lunes 7 de enero de 2008. Los alumnos
trabajaron en una hoja en blanco, en la que tenian que trazar un triangulo rectangulo con
la Unica condicién de que uno de los angulos agudos midiera 40°. El primer detalle
observado fue el desconocimiento del uso del transportador y, en segundo lugar, la
utilizacion de una unidad de medida arbitraria, no convencional, para los lados. “4 Cémo lo
trazo?” fue una pregunta comun en este primer dia. Esta actividad se conservé en la
secuencia para el grupo de trabajo.

En seguida los alumnos debian llenar una tabla con datos como la longitud de cada
cateto, la hipotenusa y tres cocientes (dados por las razones para seno, coseno y
tangente). Los alumnos se reunieron en equipos; sin embargo, no se organizaron para
hacer las operaciones distribuyéndose el trabajo. Los alumnos trabajaron sin calculadora.
Las principales dificultades encontradas para dividir usando el algoritmo consistieron en
colocar el dividendo y el divisor donde corresponden, pero sobre todo dividir cuando hay
punto decimal. Estas dudas de los alumnos pertenecen a un tema basico de su

aprendizaje, y se resolvieron para todo el grupo en el pizarrén. Considerando el tiempo
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invertido en resolver dudas del mismo tipo para realizar la actividad, con el grupo de
trabajo se utilizaron calculadoras desde el primer dia.

Los alumnos obtuvieron triangulos con las caracteristicas solicitadas y se dieron
cuenta de que no hubo dos triangulos con las mismas longitudes en sus lados; expresaron
que éstos eran semejantes. Sin embargo, no expresaron que fueran semejantes por tener
sus angulos iguales (uno recto y otro de 40°).

Las conclusiones que obtuvieron los alumnos en este dia de trabajo fueron poco
precisas. Un equipo de cinco alumnos observo la similitud de los cocientes obtenidos por
cada alumno del cateto opuesto entre la hipotenusa, asi como del cociente del cateto
adyacente entre la hipotenusa. En general, los alumnos escribieron sobre la coincidencia
de los resultados de las columnas para cada cociente; sin embargo, no concluyeron que
esto fue asi porque todos completaron la tabla para el angulo de 40°. Ocho alumnos,
divididos en tres equipos, soélo copiaron lo escrito en el pizarron y no aportaron nada a las

conclusiones.

Dia 2 del grupo piloto
La actividad 2 se baso en una fotografia rectangular y su ampliacion. El objetivo de la
actividad era reforzar los resultados y conclusiones que obtuvieron los alumnos en la clase
anterior. Cada alumno tuvo las dos fotografias y traz6 la diagonal en cada una. Se
reunieron en equipos de tres personas y trabajaron con un juego geométrico y una
calculadora.

Se paso6 a cada equipo para retomar las instrucciones dadas al principio de la
actividad, ya que las calculadoras cientificas, las imagenes (fotografias) y el juego de

geometria causaron mucha distraccion a los alumnos. La actitud de los alumnos en este
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dia de trabajo refuerza la conveniencia de trabajar con las calculadoras y juegos de
geometria en la actividad previa para que los alumnos se familiaricen con dichos
materiales.

Los alumnos que carecian de practica en el uso de calculadoras se distraian mucho
—sobre todo jugando con los diferentes botones—. Cuando habian terminado de
completar la tabla, habian pasado 40 minutos. Hasta ese momento se entregé a cada
alumno una tabla con los valores de las funciones trigonométricas. Cuando analizaron los
cocientes y, recordando el nombre de las razones trigonométricas vistas el dia anterior,
relacionaron los datos. Al concluir la sesidén de trabajo los alumnos encontraron de qué
angulo se trataba, lo cual era la finalidad de la actividad del dia.

La actividad de la diagonal en un rectangulo no refuerza el conocimiento acerca de
las razones trigopnométricas. Esta actividad puede emplearse en la aplicacion de las
diferentes razones para encontrar angulos. Para reforzar la actividad del dia 1 con el grupo

de trabajo (final), se sustituyo ésta con otra actividad.

Dia 3 del grupo piloto
En el tercer dia de trabajo hubo mas alumnos que en las dos clases anteriores, solo
faltaron dos alumnos. Se considerd conveniente hacer un recordatorio usando el pizarrén,
sobre las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

Se explico a los alumnos sobre la competencia de rampas y se dibujé un esquema
de éstas en el pizarron. Luego se entregd a cada alumno una hoja de trabajo con el
problema de las rampas (véase el anexo 3) y después de reunirlos en equipos de cuatro

alumnos, se les entregd una calculadora por equipo.
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El problema consistié en determinar cual de dos rampas en cada caso tenia mayor
angulo de inclinacion vy justificar la respuesta. Fue necesario hacer un esquema de las dos
rampas del primer caso para que los alumnos tuvieran un ejemplo de cémo podrian hacer
la comparacion.

En dos de los seis equipos utilizaron la razén tangente porque estaba en el
pizarron. Comentaron que tenian una idea de hacer algo con la tangente y los dos lados
de la rampa conocidos, pero que no sabian como usarla y que tampoco conocian el
significado de los cocientes que obtenian. Se hizo notar lo anterior a todo el grupo
(mediante una puesta en comun), pero en los demas equipos siguieron procedimientos
diferentes y no fue relevante para ellos.

Para finalizar el caso 1 de la actividad de las rampas, se pidi6 a los alumnos que
utilizaran la tabla de valores de razones trigonométricas que se les entrego en la primera
clase. Se pidié que por equipo buscaran los cocientes que habian obtenido en la columna
de la tangente. Asi fue como los alumnos determinaron que los angulos implicados en las
rampas eran de 13° y de 11° respectivamente; con estos valores justificaron por qué la
rampa uno tiene un angulo de elevacién mayor.

Los alumnos siguieron trabajando individualmente, aunque permanecian agrupados
en sus respectivos equipos. Sélo 10 alumnos del grupo realizaron operaciones para
obtener los cocientes relacionandolos con la tangente y asi obtener el angulo de
inclinacion de las rampas.

Hubo 7 alumnos que mostraron apatia hacia el trabajo individual y en grupo, pues
se limitaron a copiar algunos resultados sin considerar las operaciones. También hubo
respuestas sin numeros o justificaciones (por ejemplo, “la rampa dos esta mas inclinada”,

sin decir por qué).
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No dio tiempo para resolver la segunda parte de la actividad (calcular el perimetro y
el area de un pentagono regular que mide 10 cm por lado). Por estar implicada la
tangente en la resolucion de esta actividad, sera parte de la entrevista a través de un
problema. El trabajo en equipos hizo muy lento el desarrollo de la actividad. En el grupo

de trabajo se resolvera la actividad individualmente.

Dia 4 del grupo piloto

Hubo una asistencia de so6lo 15 alumnos en el grupo (faltaron 10); sin embargo, esta
situacion facilito el trabajo individual. Se explico a los jovenes del grupo piloto que
resolveriamos triangulos rectangulos en su cuaderno y que los datos los anotariamos en la
tabla impresa en la hoja de trabajo para ese dia.

A los estudiantes les costé un poco de trabajo determinar la razén trigonométrica
con la que encontrarian alguno de los lados de los tridngulos dados en la tabla. Sélo
resolvieron los dos primeros casos.

Las ventajas de haber trabajado con tan pocos alumnos consistieron en que
participaron mas oralmente, expusieron con mayor facilidad sus dudas y pusieron mas
interés del habitual. La desventaja fue que no se alenté a los alumnos a que concluyeran
los cuatro casos de la actividad, ya que al dia siguiente se previno retomarlos para

aquellos que faltaron.

Dia 5 del grupo piloto
Este dia, 5 alumnos llevaron su calculadora cientifica, lo cual fue muy sorprendente, ya
que el profesor titular no la solicitd para temas previos. Nuevamente se trabajaron los

casos 1y 2 de la tabla de la actividad del dia anterior. Los alumnos resolvieron
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individualmente los casos 3 y 4 en su cuaderno. Finalmente pasaron los valores
encontrados a su hoja de trabajo. En grupo, se hizo notar la diferencia entre los cuatro
casos Y ellos determinaron que dependia del angulo de referencia cuales serian el cateto
adyacente y el opuesto. Sin embargo, no determinaron si esos cuatro casos eran los
unicos posibles.

Solo 4 de los 20 alumnos resolvieron el problema del edificio y la antena (véase el
anexo 5). Se les dijo que era opcional, aun cuando estaba impreso en la misma hoja de
trabajo que la tabla; y tal vez ésta fue la razon del desinterés del resto de los alumnos.

Al revisar los cuadernos de los alumnos, fueron aproximadamente10 (los mismos
de la clase anterior) quienes comprendieron que resolver un triangulo rectangulo es hallar
los valores faltantes a partir de los tres datos proporcionados del triangulo.

En la actividad 2, de acuerdo con el esquema del triangulo rectangulo impreso en la
hoja de trabajo, la mayoria de los alumnos utilizé y como angulo de referencia. Sélo una
alumna pregunto que si ella utilizaba 8 como angulo de referencia, entonces b seria el

cateto opuesto (véase el anexo 5).

Dia 6 del grupo piloto
Solo asistieron 11 alumnos (menos de 50%). El profesor titular no habia asistido el dia
anterior y tampoco asistio a la sesion de este dia. Sin embargo, nueve de los alumnos que
si asistieron llevaron su calculadora cientifica.

Se devolvio a los alumnos la hoja de trabajo del dia anterior y una alumna explicé
ante el grupo como habia resuelto el problema del edificio y la antena. El problema resultd

dificil de comprender para tres alumnos que insistian en preguntar por qué su compafiera
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resto las alturas. Sin embargo, los demas alumnos decian que ya no les hiciera caso
porque “nunca entienden”.

Para la sesion del dia se repartieron las hojas de trabajo con los problemas 3,4y 5
(véase el anexo 6). La mayoria de los alumnos encontré mas familiar el problema 3, de la
Torre Latinoamericana. Dos de ellos no hicieron algun esquema para resolverlo; dos mas
trazaron un rectangulo, y el resto lo dibujé con una antena, muy parecido al esquema del
problema anterior.

Cuando quedaban menos de 20 minutos para resolver los dos problemas, se pidi6 a
los alumnos que leyeran los dos problemas siguientes y decidieran cual de ellos
resolverian. Ocho resolvieron el problema 4, que es parecido al del edificio y la antena; sin
embargo, solo uno de ellos lo resolvié por completo. Los otros siete obtuvieron un
resultado parcial, pues se requerian dos resultados para obtener la diferencia de
longitudes y dar el resultado final del segundo problema.

Una alumna resolvio los problemas 4 y 5. En el cuarto problema (el del puente;
véase el anexo 6) obtuvo la diferencia de longitudes dando el resultado final correcto. En
el problema 5, acerca de la nave (véase el anexo 7), lo resolvio utilizando la razén
tangente y el resultado que obtuvo lo multiplicd por 2, explicando que son dos triangulos
en el esquema del problema.

Cada problema toma alrededor de 20 minutos para que lo resuelvan los alumnos.
Hizo falta tiempo para revisar con todo el grupo (los 11 alumnos que asistieron) los
resultados que obtuvieron y para que expusieran por qué lo resolvieron en la forma que lo

hicieron.
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Dia 7 del grupo piloto
En este ultimo dia de aplicacion de la secuencia asistieron 13 alumnos. Se les entrego la
hoja de trabajo con dos problemas, el primero solicitando encontrar el perimetro y el area
de un pentagono regular con 10 cm de lado.

Después de casi 10 minutos se hizo una lluvia de ideas sobre cémo lo resolvian,
para ayudar a quienes no habian escrito algo en su hoja de trabajo. La mayoria habia

calculado solo el perimetro de la figura, y en algunos casos escribieron la férmula para el

. , Px
area del pentagono: A = Ta

Un alumno paso al pizarrén y explicd que podia usar un triangulo rectangulo que
tuviera de base 5 unidades y el angulo opuesto igual a 36°. Dijo que si el angulo [que
coincide con el angulo central] del triangulo dibujado en el esquema del problema media
72°, la mitad era 36°.

Los 13 alumnos escribieron la misma operacion para obtener el apotema del
pentagono; solo 7 plantearon el esquema que explicaba por qué la tangente y por qué la
medida del angulo.

Finalmente fueron 8 de los 13 alumnos quienes intentaron resolver el problema de
calcular el perimetro y el area de un octagono regular cuyos lados miden 20 cm de lado
(véase el anexo 8). Tres de los alumnos consideraron un triangulo rectangulo con base de
10 cm y un angulo opuesto a éste de 45°. Obtuvieron el apotema de 10 cm y no se dieron
cuenta de que el angulo agudo debia medir la mitad, es decir 22.5°, para pertenecer al
triangulo rectangulo con el que se resuelve el problema.

Por falta de tiempo los alumnos no llegaron a la generalizacién que propone la

actividad: obtener el perimetro y el area de un n-agono de 20 cm de lado. Esta actividad
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completa formé parte de la entrevista a través de un problema, ya que invita al alumno a
encontrar los datos ocultos en el problema, recordar formulas que no se han utilizado
comunmente, encontrar patrones de resolucion, y finalmente llegar a la generalizacion
empleando razones trigonométricas en poligonos regulares.

La resolucion de esta actividad en grupo no permite ver el modo particular en que
los alumnos resuelven el problema, desde recordar conceptos como perimetro hasta
obtener la longitud del apotema y aplicarla en otra formula para obtener un area

especifica, aun cuando no se determine el numero de datos.

Resultados obtenidos con el grupo de trabajo

En el anexo 9 se muestra la secuencia de trabajo empleada en el grupo de trabajo y los
problemas que formaron parte de las entrevistas aplicadas de manera individual a 5
alumnos del mismo grupo.

Los ajustes hechos a la secuencia de actividades utilizada con el grupo piloto
funcionaron en su aplicacion con el grupo de trabajo. Se mejoro el tiempo empleado en
cada dia de clase y se llegd a una conclusién con el grupo al finalizar cada sesion. Se
redujeron de 7 a 6 los dias con el grupo de trabajo y hubo mejores resultados en la

resolucion de problemas de manera individual.
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Dia 1 con el grupo de trabajo

El ambiente en el aula
En el grupo de trabajo, de un total de 25 alumnos, 2 no asistieron. En la primera actividad
los alumnos atendieron a las indicaciones. Algunos alumnos comian, pues acababan de
entrar a clase después del receso, asi que la clase empezo6 con casi 10 minutos de
retraso.

Como indicaciones a los alumnos, se les pidié ser puntuales, no entrar con
alimentos, hablar fuerte y no faltar. También se les explicd que la camara de video estaba
encendida y que se usaria solo con la autorizacion del grupo; estuvieron de acuerdo y

pudimos empezar con las actividades del dia.

Actividad de aprendizaje

En la hoja de trabajo que se repartio a los alumnos, trazaron un triangulo rectangulo
usando un transportador y escuadras (véase la figura 4.3). Se pregunt6 quiénes tenian
dudas sobre como trazarlo, y 5 alumnos levantaron la mano e indicaron que la duda era
coémo trazar el angulo agudo de 40° para el triangulo solicitado. Se explicd en el pizarron

coémo colocar los instrumentos de geometria.

Estrategias

Después de que cada alumno trazé un triangulo rectangulo con un angulo agudo de 40°,
se pidi6 que obtuvieran los cocientes de las razones entre lados del triangulo: cateto
opuesto entre hipotenusa, cateto adyacente entre hipotenusa, y cateto opuesto entre

cateto adyacente, con respecto al angulo de 40° (véase la figura 4.4).
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Figura 4.3 Trazo de un triangulo rectangulo con un angulo agudo de 40°

Mide los lados de tu triangulo. Escribe abajo la megj‘da correspondiente para:

e El cateto opuesto al dngulo de 40° mide - R
e [l cateto adyacente al angulo de 40° mide {94 -
e [.a hinotenusa de tu tridngulo rectaneulo mide i C
i ¥iAa
Obtén el resultado de las siguientes razones:
. . : 2.0
Cateto opuesto oL 6 b ™
Hipotenusa .0
'3:,1 . ) . () ¢ )] v A ¥
Cateto adyacente oM 2 | S¥biL VOB
IHinotenusa - [/ -
] S (<1 G
_Catfeto opuesto {Lfh '}}' ! <1 | T T

P

Cateto advacente

Figura 4.4 Razones entre los lados de un triangulo rectangulo

98




Se facilité una calculadora cientifica a cada dos alumnos; se indicé que podian o no
trabajar en equipo. También se dio una explicacion introductoria sobre como se encendia
la calculadora, como se apagaba, sobre la tecla “2nd” o segunda funcion, y que el
resultado se obtenia con la tecla “ENTER”. Los alumnos se auxiliaron de las calculadoras
cientificas para obtener los cocientes solicitados.

En el grupo de trabajo habia alumnos muy dedicados, y otros muy distraidos que no
ponian atencién en las indicaciones.

Al completar una tabla en el pizarrén, los alumnos notaron que los cocientes de las
razones trigonométricas de los diferentes triangulos que habian trazado se aproximaban

hasta en décimos y centésimos en cada columna (véase la figura 4.5).

En la siguiente tabla. anota los resultados obtenidos por tu grupo.

[ Trangulo Caleto Cateto Hipotenusa | Caleto opuesto Cateto adyaceme _Catelo opuesto
rectangulo Opuesie w}'auenég. Hipotenusa Hipotenusa Cateto adyacente
ame 9O -
i) o
Juan | !
- . !
i !r.\' = <. 5 3 L.‘ |
€ | 3 Y 0.6 0.7 8¢
Jacob E 1 O.6 7 e o .85
f t e |
Ana o | e . - P | — - _
Loognl S |95 |12 |0.66 | 0.39 ©.84 |
e | O ey -y ~ £ “3 b T \ o
AILE (8.2 10 o 69 O.16 0.82 |
L{ . 5 {; O ab Py - 5 {.ﬁ a \Ln&s\ |
|
' |

Figura 4.5 Tabla de cocientes obtenidos por algunos alumnos
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Se llegd a una conclusion de manera oral en el grupo. Ellos anotaron después, en
su hoja de trabajo, su propia conclusién sobre por qué eran tan parecidos los resultados
en cada columna. Sin embargo, la falta de vocabulario sobre lo que observaron hizo que
escribieran ideas poco claras como se muestra en la figura 4.6 (en otros casos escribieron
“cateto opuesto entre hipotenusa son semejantes por el angulo” o “fueron los resultados
semejantes dependiendo de las medidas, yo creo porque fueron los mismos angulos del

triangulo rectangulo”).

Lhue aobservas doe los resultados de las tres Glnmas columnas: CII - P e

LAWY SO Swi oy LLe B [ s T8 L hacarmos = ol
P o YT il e | | Z_Li".. CEND ol - Ll s e n

Anota tus conclusiones: Ca | s - s N - — [ | e S pvll )
4 4 ionaoio g

Figura 4.6 Conclusion de la alumna K el dia 1

Dia 2 con el grupo de trabajo
El ambiente en el aula y actividades de aprendizaje
Para iniciar la clase se repartieron a los alumnos dos hojas de trabajo, la primera era la del
dia 1y la otra era la correspondiente al dia 2. La primera actividad consistié en observar
los triangulos que se muestran en la figura 4.7, y expresar por qué se considera que son

semejantes.
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Estrategias de resolucion en la primera actividad
Se esperaba que en algunas respuestas de los alumnos hubiese referencias a las
propiedades de los triangulos, como la suma de los angulos interiores, asi como los

criterios de semejanza de triangulos. Los alumnos escribieron frases como las siguientes:

Figura 4.7 Triangulos semejantes

[Los triangulos son semejantes...]

Q: “Porque tienen los mismos angulos a pesar de tener medidas diferentes en
centimetros.”

C: “Porque tienen las mismas medidas de los angulos.”

W: “Porque tienen las mismas medidas los angulos tanto el de 90° como el de 40° en
todos los triangulos a pesar de su medida en los lados.”

V: “Porque son triangulos rectangulos y sus angulos son de 90° y 40°.”
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En estas frases, mas alla de lo previsto, los alumnos no citaron el criterio de
semejanza de triangulos AA (angulo — angulo): dan por hecho que los cinco
triangulos (véase la figura 4.7) son semejantes por la medida de los angulos,
basados en la intuicién y no en un conocimiento previo.

Sin embargo, quien escribio la ultima frase anterior anot6 que los triangulos
son rectangulos y por lo tanto ya considera un angulo congruente en todos los
triangulos dados y el segundo angulo es de 40°. Una interrogante (que quedo
pendiente en esta investigacion) fue determinar si la alumna podia abreviar el
criterio angulo — angulo al decir que solo se necesita un angulo agudo congruente

para establecer que dos triangulos rectangulos son semejantes.

Estrategias de resolucion en la segunda actividad

En la segunda actividad del dia los alumnos debian determinar si cada enunciado dado

era cierto o falso (véase la figura 4.8). Se esperaba que los alumnos comentaran en grupo

sus opiniones y reflexionaran. En general los alumnos expresaron propiedades de los

triangulos, como la suma de los angulos interiores. También expresaron que se puede

identificar si un cateto es opuesto o adyacente en un triangulo rectangulo dependiendo del

angulo agudo que se tome de referencia. Hubo insistencia por parte de una alumna para

remarcar que “si [en un triangulo rectangulo] un angulo de 40° tiene como cateto

adyacente al lado del angulo que lo forma [y que no es la hipotenusal, para el angulo de

50° el mismo lado es el cateto opuesto”. Esta alumna expreso lo anterior como una

observacion que posiblemente sus companeros no habian hecho e insistié en que los

demas alumnos lo notaran también.
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Los enunciados mas polémicos fueron los de los incisos iii) y iv). Algunos alumnos
contestaron individualmente y no expresaron al grupo por qué cada enunciado era cierto o
falso. Se hizo el anadlisis en el pizarron (sobre los dos polémicos incisos mencionados
antes) para que los alumnos pudieran explicar como razonaron cada enunciado y asi

determinar si era cierto o falso.

INSTRUCCIONES: Retoma. si es necesario, 1a tabla que completaste en grupo y delermina si cada
enunciado es cierto o falso.
i) La mecdlda de la hipotcnusa siempre es mayor que cualguiera de los catetos. (€)
ii) El cateto opuesto a un angulo de 40° siempre serd mayor al cateto adyacente. (F)
ii) Si se divide el cateto opuesto entre el cateto adyacente con respecto a un dngulo de 40°,

en un triangulo rectangulo, ¢l resultado siempre serd aproximadamente (L84, (&)
iv) Si se divide el cateto opuesto entre el catcto adyacente, de un dngulo de 45°, el resultado

siempre serd igual a uno. Q)
v) Cuando el dngulo es mayor al angulo de 45, ¢l cateto opugsto s menor que

el cateto adyacente. ( F )

Figura 4.8 Enunciados ciertos y falsos

Finalmente se completé un cuadro en el que escribieron el nombre de las razones
trigonométricas: seno, coseno y tangente. Para ello se hizo referencia a las actividades del
dia 1, y luego de escribir las razones trigonométricas anotaron al reverso alguna
conclusion sobre lo que habian aprendido en la clase. Dos ejemplos de ello se pueden ver
en la figura 4.9.

El objetivo de las actividades planeadas para el dia 2 fue que los alumnos hicieran
un repaso acerca de lo que sabian sobre los triangulos (incluyendo los que son
rectangulos), conocer hasta donde llegaban sus observaciones, y si llegaban a

generalizarlas (como lo hizo el alumno 1 en su conclusion mostrada en la figura 4.9). Se
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trataba de que los alumnos tuviesen idea de la relacion del tema de trigonometria con los

temas tratados con anterioridad en sus clases de matematicas.

Alumno 1

Alumno 2 Be- aprendi  coal » cl mombic do caf
}!.":1 |. TaTn i il"—-"" '\..!l ‘LIL PEAs € 1) I A
- 4 I JI:._I'['|-| -.__1I! (1 l.{li-_lil:l-_-.J R

el cornocremto G5 1

Figura 4.9 Conclusiones de 2 alumnos del grupo de trabajo el dia 2

Dia 3 con el grupo de trabajo

El ambiente de trabajo y la actividad de aprendizaje
La clase fue la séptima y ultima del dia para los alumnos del grupo de trabajo. Se empezo
por plantear verbalmente a los alumnos el problema sobre una competencia de patinetas
en rampas. Se explicé que se trataba de cuatro casos diferentes y que debian determinar
cual rampa tenia un mayor angulo de elevacion (véase la figura 4.10). Se mostré al grupo
el esquema impreso en su hoja de trabajo y se pidié que trabajaran de manera individual.

Mientras los alumnos trataban de resolver el primer caso, se repartié una
calculadora por cada dos o tres alumnos (en esta clase tres alumnos llevaron su propia
calculadora cientifica). Cuando se termind de repartir el material, se les pidié que

expusieran cual rampa tenia un angulo mayor de inclinacién y por qué.
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Se quieren construir rampas para una competencia de patinetas. Para medir el angulo de
inclinacion de cada rampa, se consideraran dos medidas:

Anurd Q)

5]

- . . L,
Distancia horzontal (D]

De acuerdo con las medidas especificadas, elije aquella rampa cuyo angulo de inclinacién
sea mayor en cada caso (las medidas estan dadas en metros).

]
|
il
|

oTQ|oro|uofoo)|i

0l LRt

|
rafro|ro|ralf
[ A IR

Figura 4.10 Problema de las rampas

Estrategias

Nuevamente, se esperaba que los alumnos recurrieran a distintas estrategias para
elaborar su respuesta. Se les pidié que expresaran qué usaron o qué podrian usar para
determinar el angulo de mayor inclinacion. En efecto, en el grupo se expresaron por lo

menos tres formas distintas:

1.- Primero se expres6 que ay b eran la base y la altura del triangulo, asi que calculando
el area del triangulo formado por cada rampa los resultados se podrian comparar y con
ello decidir que el triangulo que tuviera mayor area seria el que contenga el angulo 6

con mayor inclinacién.
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2.- En segundo lugar se expres6 que era mas directo si se utilizaba el teorema de
Pitagoras, ya que las rampas formaban triangulos rectangulos y los datos eran a y b,
por lo que la hipotenusa podria encontrarse. Para determinar el mayor angulo de
elevacion, establecieron que el segmento mayor de cada caso seria para el de la rampa
con mayor angulo de inclinacion.

3.- Por ultimo, dijeron que también era conveniente hacer los triangulos de cada rampa a
escala y con una regla medir los lados de la hipotenusa, como en el caso de usar el
teorema de Pitagoras. Sin embargo, dijeron que si lo que se queria medir era el angulo

de inclinacién, necesitaban transportador y ese dia ningun alumno llevaba alguno.

Finalmente, después de revisar cada estrategia propuesta, se pidié a los alumnos
que revisaran la tabla de las razones trigonométricas con la que se trabajo el dia 1. La
alumna K sorprendié a sus compafieros cuando dijo en voz alta que si ay b son catetos,
se podria buscar el cociente en la tabla para ver qué angulo de inclinacién tenia cada
rampa.

Se resolvid el caso 1 con la participacion de todo el grupo. Los alumnos
determinaron que la razén trigonométrica de la tangente los llevaria a encontrar el angulo
de inclinacién de cada rampa. Ya que se habia determinado el angulo de inclinacién 6 de
cada rampa, se pregunto a los alumnos de qué otra manera se podria encontrar el angulo
buscado. El alumno S respondié que seria con la calculadora porque ahi aparecen las
teclas “sin”, “cos” y “tan”, que eran las “razones” (i. e., funciones) que hasta entonces
conocian (no se hizo una discusion con los alumnos para conceptuar el término funcion).

Para probar lo que el alumno S decia, se pidié al grupo encontrar con sus

calculadora el cociente a/b. Luego se pidié que presionaran las teclas “tan” y “Ans” para
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obtener el angulo del cociente solicitado. El resultado fue diferente al angulo encontrado
en la tabla de razones trigonométricas.

Después de que se obtuvo la tangente del cociente a/b, se hizo la observacion al
grupo respecto a las funciones trigonométricas en la calculadora.

La forma en que se introdujeron los datos, primero tangente y luego un valor
numérico (como a/b), nos dan por resultado el cociente entre dos lados de un triangulo
rectangulo de un angulo agudo determinado, como se hizo en el dia 1.

Se explicd que asi lo hicieron en la tabla de razones trigonométricas, cuando al
encontrar un cociente en una columna (seno, coseno o tangente), se encontraba después
el angulo al principio de la fila que le correspondia a dicho cociente.

Se aclaré entonces que en la calculadora la funcién directa (por ejemplo de la
tangente) daba como resultado el cociente de dividir dos lados de un triangulo rectangulo,
de determinado angulo agudo. Se explicd enseguida a los alumnos que para encontrar el
angulo agudo, por ejemplo 6, se puede utilizar la funcion inversa si es que se tienen los
dos lados del triangulo rectangulo, como los que forman las rampas.

Se retomo la introduccién hecha sobre el uso de la calculadora, principalmente que
la tecla “2nd” serviria para encontrar los angulos que se buscaban. Se dieron instrucciones
para teclear en la calculadora “2nd tan (1.5/6.5) Enter’. En las pantallas de las
calculadoras aparecio 12.9946167919, que correspondia a los 13° a los que se
aproximaba al cociente en la tabla de razones trigopnométricas obtenido por los alumnos.

Una vez resuelto el caso 1 en el pizarron con todo el grupo, se pidié a los alumnos
que resolvieran los casos 2, 3 y 4. Por falta de tiempo la mayoria de los alumnos sélo
resolvio 2 casos mas. Antes de finalizar la clase se hizo un resumen verbal de por qué y

como se empled la tangente en cada caso y se dio por concluida la clase.
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En la figura 4.11 se muestra como la alumna U resolvio el caso 2 obteniendo el
cociente con la calculadora y enseguida buscando el angulo de inclinacion en la tabla de

razones trigonométricas.

|
-y 3 A 1
A Jq' F ‘. T Y . .
\atily - G () g
u

Rampa 1 Rampa 2 Angulo de mayor inclinacion

Figura 4.11 Resolucion del caso 2 del problema de las rampas

Dia 4 del grupo de trabajo
El ambiente en el aula y la actividad de aprendizaje
En la sesidn 4 se abordd la resolucion de triangulos rectangulos. Como entrenamiento
para emplear la calculadora cientifica, como en la primera clase, se pidi6é a los alumnos
que obtuvieran “sen 20°”. Asi lo hicieron y el resultado que obtuvieron fue
“sen 20° = 0.3420".

Sélo hubo una calculadora que estaba en modo “RAD”, pero al hacer el cambio a
modo “DEG” todos los alumnos obtuvieron el mismo resultado. Nuevamente se menciono
que ahi estaban las funciones seno, coseno y tangente (en las teclas “sin”, “cos” y “tan”
respectivamente). También se les recordé que, como el dia anterior, se puede obtener el

angulo agudo con las funciones inversas, usando la tecla “2nd” de segunda funcién y

haciendo planteamientos de igualdad y despejes correctos.
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Se plantearon 4 casos distintos, considerando que son los 4 casos posibles de
resolucion de triangulos rectangulos como se analizé en la metodologia y en los resultados
del analisis de los casos propuestos en el Libro para el maestro. Para los 4 casos el
triangulo rectangulo es el que se muestra en la figura 4.12, y en cada caso los datos

propuestos son distintos.

Dado un triangulo rectangulo como el siguiente, completa la tabla para cada caso.

Figura 4.12 Esquema base para los 4 casos de resolucion de triangulos rectangulos

Estrategias

En el primer caso se pidio obtener ¢ (un cateto), dados a (la hipotenusa) y b (otro cateto).
Las medidas de los angulos agudos By y eran desconocidos. Para resolver c los alumnos
propusieron utilizar el teorema de Pitdgoras; encontraron entonces que ¢ mide 4.89
unidades, dado que los catetos miden 7 y 5 (véase la figura 4.13). Para obtener 3, la
alumna K propuso la razén trigonométrica seno y planted lo siguiente en su cuaderno y en

el pizarron:

sen 3=C. O./H
sen B =5/7

B =sen” (5/7) = 45.58°
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CASO | a | b c | B ¥ |senp |cosp | tanp | seny [cosy | tany
| |

Figura 4.13 Resolucién del triangulo rectangulo del caso 1

Con respecto a la forma en que esta alumna procedié en su resolucién, algunos
alumnos preguntaron si se podia anotar en la calculadora 5/7 entre paréntesis, como lo
planted la alumna K (véase la figura 4.13). Como se observa, la misma alumna escribié en
su hoja de trabajo el valor del angulo y sin realizar operaciones por escrito. Cuando se le
pregunté como obtuvo el resultado, explicd que a 90° le resté el valor de .

Para completar los valores de las funciones (sen 8, cos (B, tan 3, sen y, cos y y tan y)
se les sugirié anotar las razones con las que se obtenian. Aun asi hubo alumnos que
anotaron los valores de forma decimal efectuando los cocientes indicados.

Al resolver el segundo caso (véase la figura 4.14), los alumnos sugirieron empezar
por el angulo y, ya que B es uno de los datos. Para completar los lados, que en este caso
son los catetos b y ¢, el alumno B sugirié encontrar primero ¢ empleando seno de 35°. Una

dificultad general fue el despeje de c, ya que al cambiar de miembro el valor 10 en la
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igualdad planteada, seguian anotando el valor dividiendo. El despeje fue expuesto en el

pizarron y se escribid por pasos como hacerlo.

[caso | g b

1]
-]

¥ senfp | cosp | tanp I seny |cosy | tany

Figura 4.14 Caso 2 de resolucion de triangulos rectangulos

Luego de encontrar ¢ fue mas sencillo para otros alumnos hacer un planteamiento
para encontrar b empleando coseno de 35°. Como se observa en la figura 4.14, la mayor
parte del grupo resolvié el despeje asi, esta vez con mayor facilidad. Las funciones de los
angulos quedaron indicadas con los cocientes para seguir avanzando en los casos
planteados.

Para el tercer caso (véase el cuadro 4.4), se pidié que fuera resuelto
individualmente; 11 de 21 alumnos realizaron un esquema para ubicar los datos del
triangulo. Todos encontraron el valor del angulo faltante y, en ningun caso escribieron sus
operaciones, determinandolo mentalmente.

Todas las hojas de trabajo tienen como valor encontrado en primer lugar la

hipotenusa a, tal vez a causa de que es la primera incognita respecto a los lados del
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triangulo en el cuadro 4.4. Coincidié que los alumnos emplearon como angulo de

referencia el 8, a pesar de haber encontrado también el angulo y.

Cuadro 4.4 Caso 3 de resolucion de triangulos rectangulos

CASO a b c B Yy |senB|cosB |tanB |seny|cosy | tany

3 15 40°

Para encontrar a, los alumnos emplearon coseno de 40° planteando

cos 40° = 15/a.

Los alumnos trabajaron en equipo ayudandose, aun cuando se solicitd que el trabajo fuera
individual. Asi fue el caso de la alumna X, quien no escribié cdmo se encuentra a, pero
empled este dato (obtenido por alguien mas) para encontrar ¢ escribiendo como
planteamiento “seno 40° = c/a”.

En el cuarto caso (véase el cuadro 4.5), los alumnos emplearon el teorema de
Pitagoras para encontrar la hipotenusa a. La mayoria si terminé de resolver el caso 4; sin

embargo, no todos lo hicieron correctamente.

Cuadro 4.5 Caso 4 de resolucion de triangulos rectangulos
CASO | a | b c B 1% senB | cosB | tanB | seny |cosy | tany

4 4| 5
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De los casos resueltos asertivamente, la alumna C planteé asi su resolucion para hallar el
valor de B: tan 8 = 4/5. Después empled “tan y = 5/4” para hallar y. Probablemente trat6 de
utilizar los datos del triangulo sin darse cuenta de que podia encontrar el angulo y con la
diferencia 90° - G.

Una posible causa de los resultados que obtuvieron los alumnos fue su deseo de
concluir a tiempo la actividad. La necesidad de cumplir con el tema que se estaba viendo
en clase fue un factor que orienté a los alumnos a resolver situaciones como el caso 4, tal
como se hizo en el pizarrén en los casos 1y 2, haciendo que no fueran tomadas en cuenta

otras posibles estrategias de resolucion.

Dia 5 con el grupo de trabajo
El ambiente en el aula y la actividad de aprendizaje
Se entregaron a los alumnos 2 hojas que contenian 4 problemas para trabajar los dias 5y
6 de la secuencia de actividades de la investigacion. La primera hoja contenia 2 problemas
que podian resolverse en equipos de 2 o 3 integrantes.
El primero fue el “problema del edificio y la antena” (véase la figura 4.15) y fue leido
en voz alta por un alumno. Luego de escucharlo, los alumnos se agruparon y lo

resolvieron con estrategias muy parecidas y resultados iguales.

Estrategias
Aunque en la figura 4.15 no se observa, la compafiera de equipo K si hizo una resta para
obtener la altura de la antena. Muchos alumnos omitieron dar respuesta a las preguntas

de los problemas que resolvieron. Para estos alumnos las respuestas fueron los nimeros
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finales en las operaciones, o bien ellos mismos no se dieron cuenta de lo que se les

pregunté en un problema.

PROBLEMA DEL EDIFICIO ¥ LA ANTEMA
Obaserva & eaguema planteado.  Cuales sSon las aluras del edificio v de Ia
antena” Realizas Dor SScrto e b Turs O ¥ SRonb-e TS respusstas al
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Figura 4.15 Resolucion del problema del edificio y la antena por un equipo de alumnas

En general, los alumnos respondieron como se muestra en la figura 4.15. Para el
triangulo rectangulo que contenia en un cateto la altura del edificio y la antena, emplearon
“tan 53° = C. O/100”. Para el triangulo que contiene en un cateto so6lo la altura del edificio,
emplearon “tan 48° = C. O/100”. Después de obtener las 2 alturas, calcularon la diferencia
y asi determinaron cuanto media la antena.

El segundo problema fue el de la Torre Latinoamericana (véase la figura 4.16). Se
resolvié en equipos después de revisar en el grupo las respuestas al problema anterior. En
este problema no hubo un esquema determinado, asi que los alumnos hicieron los suyos,
algunos tomando de referencia la estructura real de la Torre Latinoamericana, y otros s6lo
lo marcaron como un rectangulo; en otros casos, dibujaron un edificio parecido al del

problema anterior.
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Luego de dar tiempo a que cada equipo hiciera su planteamiento, la alumna U pas6
al pizarrén a explicar como hizo su esquema y planted6 los datos en éste. Los alumnos lo
resolvieron individualmente y otros siguieron en equipo para compartir la calculadora.
Emplearon la tangente, ya que los lados eran catetos del triangulo rectangulo; sin
embargo, 4 no resolvieron ni plantearon cémo resolver el problema.

Dieciséis de los alumnos plantearon sus operaciones en las hojas de trabajo, de
modo que las introdujeron en la calculadora en un solo paso para obtener el cateto

adyacente. El planteamiento que escribieron los 16 alumnos fue el siguiente:

tan 15° = 180/C. A.,
C. A. =180/tan 15°,

C. A . =671.76.

Sin embargo, 6 de estos 16 alumnos escribieron 61.17, lo cual fue muy raro. En general,
los alumnos no comprobaron sus operaciones, volviendo a hacerlas en la calculadora o
comparandolas con otro compafero.

También hubo 2 alumnos que plantearon las operaciones en sus hojas de trabajo
para obtener el resultado en 2 pasos. Primero obtuvieron tangente de 15° igual a 0.2679.

Emplearon este valor de la siguiente manera:

tan 15° = 180/C.A.,
0.2679 =180/C.A,,
C. A. =180/0.2679,

C. A . =671.89.
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TORRE LATINOAMERICANA

La Torre Latincamericana. en la Ciudad de México, tiens una alura de
aproximadamente 180 m, inclwda la antena. ;A gque distancia debo colocarme
de ella para verla bajo un angulo de 157

Figura 4.16 Resolucion del problema de la Torre Latinoamericana por un grupo de

alumnos

Dia 6 con el grupo de trabajo
El ambiente en el aula y a actividad de aprendizaje
Se devolvieron a los alumnos las hojas de trabajo del dia 5. La alumna N paso al pizarron
e hizo el esquema de la Torre Latinoamericana. Con la participacion de los alumnos se
resolvié en el pizarron dicho problema en aproximadamente 4 minutos. Esta actividad fue
un repaso de los procesos de resolucion en equipos de los problemas del dia anterior. Con
ello se dio lugar para resolver de manera individual el “problema del puente” (véase la

figura 4.17) y “el problema de la nave”.
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TRABAJOD INDIVIDUAL

PROBLEMA DEL PUENTE
Una via de ferrocarril atraviesa perpendicularmente una carretera recta y mas
adelante cruza un puente sobre un rio. Una persona que se encuentra sobre la

carretera, a 500 m del cruce con la via, observa como la indicada
an el dibujo. ¢ Cudl es la longitud del pusnte? I

5 OQm -
N 2541627
T 1C.0
—
;
Lqve SO cos 27
S &O0 M Yt a
I
O HC
lan 46 ll:—-—'-‘ °
L‘_Qf_ﬁ
- f"_i ) __"f__l
C.O= 5I17. 71652

-j:_‘l er"!e Vﬂl\d@ :,965,(_)0‘)::)

Figura 4.17 Resolucién del problema del puente por un alumno del grupo de trabajo

Estrategias

Los alumnos empezaron a resolver el problema individualmente. Sin embargo, 5 de ellos

no trabajaron en la resolucién de los problemas. Por otra parte, en las hojas de trabajo de

4 alumnos quedaron anotadas muchas operaciones; mostraron confusion y sélo llegaron a

resultados parciales del problema: obtuvieron 517 m como la distancia total del puente

sobre el rio, cuando en realidad ésta es la distancia de las vias del tren hasta el punto

donde finaliza el rio.
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En el mismo caso, la alumna R determind trabajar con 3 triangulos; de ellos, 1 no
era rectangulo, pero la alumna aplico las razones trigonométricas sin tomar en cuenta que
el triangulo era diferente. Cinco alumnos encontraron que podian resolver con “tan 27°” y
“tan de 46°” los triangulos rectangulos. Sin embargo, al sustituir los datos del problema
escribieron 500 como el valor del cateto opuesto, cuando éste es el valor del cateto
adyacente de los angulos de 27° y 46°.

En los cinco casos, el puente del tren mide 228.08 m y lo extrafo es que primero

hicieron el planteamiento incorrecto y el despeje correcto:

tan 27° = 500/C. A.
C. A. =500/tan 27°

C. A =482.84.

Luego de obtener el resultado anterior, hicieron un despeje incorrecto, que es el que los

llevaria al resultado correcto de haber puesto 500 en el lugar del cateto adyacente:

tan 27° = 500/C. A.
C.A. = (500) (tan 27°)

C.A. = 254.76.

De tal modo que escribieron 482.84 — 254.76 = 228.08, sin caer en cuenta que de un

mismo planteamiento hicieron 2 despejes distintos. Sin el menor cuidado, la diferencia de

los valores calculados fue para ellos la distancia que se buscaba en el problema.
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Siete alumnos resolvieron el problema correctamente. La alumna U resolvio el
problema del puente en casi 6 minutos y el resto del grupo tardé casi 25 minutos en
resolverlo. Dado el tiempo que se tardaron los alumnos en resolver el primer problema,

fueron 6 los que resolvieron el problema de la nave (véase la figura 4.18).

5. PROBLEMA DE LA NAVE

Un astronauta ve desde su nave gue la Terra abarca un angulo de 40°. A
qué altura se encuentra sobre la superficie de la Tiera? (Nota: el radio de la
Tierra es de aproximadaments 6 380 km.) 6 380 km. »

(&) -
|'r(f’.. -\\\"I
| =
i : u_,,/“

I\

Figura 4.18 Resolucion del problema de la nave por un alumno

El alumno S en su hoja de trabajo primero encontro el valor de la tangente de 40°, y
escribio que ésta es 0.8390. Luego planted una igualdad en la que ocup6 el mismo valor

ya encontrado:
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tan 40° = 6380/0.8390.

Es decir, 6 380 km entre el mismo valor de tangente de 40°. El alumno obtuvo
7604.29 y lo escribi6 en la hoja de trabajo, sin sefalar si es ésa la distancia que se quiere
conocer. La alumna R solo escribid “6380 tan 40° = 5 353.45”. Ningun otro de sus

compafieros hizo lo mismo. Para que ella hiciera la anotacion debié suponer que

tan 40° = C.0./6380.

Dicho planteamiento tiene 2 errores que se repiten en los 6 alumnos que resolvieron
el problema. El primero es que en el esquema se sefalan 2 triangulos unidos por uno de
sus lados y la suma de 2 de sus angulos agudos es 40°; por tanto, la operacion debi6
indicarse con 20° como el angulo de referencia.

El segundo error que se observo en los 6 alumnos fue que ubicaron el angulo recto
en el centro del esquema, es decir, formado por el radio de 6 380 km y la altura que se
buscaba. Es probable que los alumnos hayan resuelto este problema con poco interés,
algo de prisa y sin meditar en el resultado.

El caso del alumno G coincidié en los errores sefialados, pero también resolvio
tomando como medida del radio de la Tierra 0.380 en lugar de 6 380. Obtuvo que la altura
de la nave a la Tierra es de 26 529 km.

Las alumnas U, Qy N también resolvieron con “tan 40°”; ellas coincidieron en
sustituir los datos correctamente y obtuvieron una altura de 7 604.29 km de distancia entre

la Tierra y la nave.
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Solo estos 6 alumnos trataron de resolver el problema de la nave y utilizaron lo que
sabian, lo que creyeron correcto; su experiencia los llevo a considerar los datos del

problema como lo hicieron.

Observaciones sobre las estrategias de resolucion de problemas en el grupo de trabajo
En general, los alumnos del grupo de trabajo consideraron que si un dato se presenta en

un problema, éste debe emplearse tal cual, sin reflexionar acerca de que:

- Los datos pueden emplearse para obtener detalles del problema, o para obtener valores
que conduzcan a la solucion.

- Los esquemas de los problemas no siempre reflejan semejanza, congruencia o
longitudes proporcionales reales.

- En el caso del problema de la nave, la distancia que se busca es un lado de un triangulo

rectangulo o es solo un segmento del total de un lado.

En general, al finalizar los temas de trigonometria, basados en los problemas
propuestos en el Libro para el maestro y el Fichero de Actividades Didacticas, los
alumnos se enfrentaron a situaciones problematicas con las que no mostraron
familiarizacion.

Fue complicado lograr que los alumnos se atrevieran a expresar al grupo sus
estrategias de resolucion, y fue aun mas complicado —y con menos resultados— el
trabajo individual para la resolucién de problemas.

Por otra parte, que los alumnos comprendieran los problemas planteados, como el

de la actividad de las rampas, y que ademas se les pidiera que sustentaran con

121



argumentos validos sus respuestas, fue algo fuera de lo habitual para la clase. Es decir,
habitualmente los alumnos pueden sustentar sus respuestas con las operaciones que
realizan, como aplicar el teorema de Pitagoras, pero no lo es que expresen el porqué de
sus eleccion.

Al hacer que los alumnos reflexionen sobre el significado del numero que obtendran
al realizar cualquier operacion, implica que ellos tendran que decidir qué hacer o qué no
hacer para evitar encontrar valores innecesarios o perder de vista como resolver un

problema.

Resultados obtenidos en las entrevistas

Para poder observar y describir las estrategias que emplean los alumnos de educacion
secundaria al resolver los problemas de trigonometria, asi como las decisiones que
toman, los conocimientos que ponen en practica y la informacién que discriminan, se
selecciono a siete alumnos del grupo de trabajo.

Los puntos que se consideraron para la seleccion de estos alumnos fueron las
asistencias a la clase, la constancia en sus participaciones, lo escrito en sus hojas de
trabajo donde expresaron de mejor forma cémo resuelven problemas y el interés
mostrado por participar en el grupo verbalmente.

En el cuadro 4.6 se muestra como fue el desempefo general de los alumnos en los
6 dias en que se llevo a cabo la secuencia actividades de resolucion de problemas de

trigonometria.
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De los alumnos seleccionados, solo se aplicaron 5 entrevistas. Las causas en la
disminucion de las entrevistas fueron la insistencia de la alumna V'y la eliminacion de la
entrevista con la alumna R por haber recibido influencias en la resolucion en el primer
problema.

Durante el inicio de la entrevista, la alumna R mostrd inseguridad sobre como
resolver el primer problema. Luego fue interrumpida la entrevista, ya que a la alumna R se
le entregarian rendimientos generados por la Cooperativa Escolar. Casi 15 minutos
después se retomo la entrevista. La alumna mostré que habia resuelto sus dudas y

empleod una estrategia diferente que habia obtenido con ayuda de algun compafiero.

Cuadro 4.6 Resultados de participacion obtenidos con el grupo de trabajo en la secuencia

de actividades

ESCUELA SECUNDARIA DIURNA No. 96
“Dr. ENRIQUE HERRERA MORENO”
ESI-96
TURNO MATUTINO
PERIODO LECTIVO 2007-2008

N ENELGRUPO DE MAYO Junio | PSR A
TRABAJO 26 27 28 29 30 2 A TRAVES DE PROBLEMAS (E)
A P R P R P R
B R P P P P P E
* C P P N P R N
D / R N R R R
* E P P R R P R
* F P P / N R N
G R P R R P P
H P P / P P R
I R P / / R N
* J P P R R P R
* K P P N P P P E
* L P P R / R R
* M P R R P P R E
[Continua]
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Cuadro 4.6 [Concluye]

ESCUELA SECUNDARIA DIURNA No. 96
“Dr. ENRIQUE HERRERA MORENO”
ESI-96
TURNO MATUTINO
PERIODO LECTIVO 2007-2008

ALUMNOS INSCRITOS
EN EL GRUPO DE MAYO JUNIO POSIEBNLTESEQ/%%NROS A
TRABAJO 26 27 28 29 30 2 A TRAVES DE PROBLEMAS (E)
* N P / R / P P
0 P P P / P P
P / R R P R R
* R P P P P P P E
S R P N R P P E
* T P P / R / /
U
* Vv P P N P P P E
W P P / R / /
* X P P R R R N

P: Particip6 en clase y realizé correctamente mas de 50% de las actividades.

N: No trabajé ninguna de las actividades planteadas.

R: Resolvio correctamente la minima parte de las actividades del dia (menos de 50%)
/- No asistio a clases

*: Sexo femenino

En la siguiente seccion se describen las cinco entrevistas realizadas. Cada una de
ellas esté integrada por 3 problemas. En el primero de ellos se solicita obtener el perimetro
y el area de un poligono regular. El problema proporciona un esquema con algunos datos.

En el segundo problema de la entrevista se trata de encontrar el perimetro y el area
de tres poligonos regulares: un heptagono, un octagono y un n-agono. No hay esquemas
que auxilien al alumno en este problema.

El tercer problema consiste en calcular la distancia a la que debe colocarse una

escalera dadas algunas condiciones.
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Después de cada problema se describen observaciones respecto a las estrategias
que emplearon los alumnos, los factores de error, cdmo llevaron a cabo su estrategia y si

la verificaron o no.

1a entrevista
Alumna U, 9 de junio de 2008
Problema 1
1a parte. Sobre como obtuvo el perimetro del pentadgono regular de 10 cm por lado
La alumna U obtuvo rapidamente el perimetro del pentdgono regular (véase el anexo 10).
Primero senalé que cada lado mide 10 cm y expresé: “Pues si son 5, entonces son 507,

sefalando en el esquema impreso junto al problema planteado.

Observaciones

- Se baso en el esquema para ver el numero de lados.

- No mencioné si hay una formula para obtener el perimetro en poligonos regulares.

- Sin anotar operaciones, U escribio el resultado del perimetro del pentagono como se

observa en la figura 4.19.

Figura 4.19 Perimetro del pentagono regular obtenido por U
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2a parte. Sobre como obtuvo el area del pentagono regular de 10 cm por lado
Observo que el pentagono estaba formado por varios triangulos y que si sacaba la altura
de uno de ellos, podia calcular el area de uno de los 5 triangulos que forman el pentagono

regular.

La alumna U menciond que “si el pentagono era regular, cada triangulo era
equilatero” [se referia a cada triangulo formado por un lado del pentagono unido en cada
vértice con el centro del pentagono]. También creyo que la altura del triangulo media
10 cm. Sin embargo, lo dudo y buscé otra forma de resolverlo. Mencion6 entonces que “la
figura también es un circulo, pero entonces este lado [la altura del triangulo en el
esquema] no mide 10”.

Se le pidi6 a la alumna que mostrara el triangulo que le ayudaria a determinar el
area. No se le especifico si se trataba del area del pentagono o del triangulo. U realizé el
esquema de un triangulo, formado por la altura del triangulo (apotema del pentagono), la
mitad de un lado del pentagono y el lado formado por la unidon de estos segmentos.

La alumna U vio el triangulo y dijo que el cateto opuesto ya lo tenia y que queria
obtener el cateto adyacente y le anoté C. A.; al opuesto le anoté 10 cm, luego de ver su
figura y el esquema del problema, le encimé 5 sobre el 10, corrigiendo los datos.

Cuando se le pregunté si podria conocer los angulos del triangulo, respondio
“tomando en cuenta que los lados de un triangulo rectangulo miden 180° y que uno
siempre es de 90° entonces uno debe ser 45° y el otro, 45° también”. Se le pregunto si
siempre pasaba eso con los triangulos, a lo que respondié: “Bueno, es una forma, porque
para que sean 180° hay muchas cosas”, dio a entender que habia muchas combinaciones.

La alumna U dedujo después que con los 360° de la circunferencia se puede saber

el angulo (central) que determina cada lado. Para obtener dicho angulo no dividioé 360°/5:
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lo que hizo fue multiplicar “45° x 5”, luego observé qué le faltaba para llegar a 360°; asi
que con la calculadora hizo los siguientes tanteos, hasta obtener el angulo que

multiplicado 5 veces le diera 360°:

65%x5,70%x 5,78 x5,75%x 5,73 x 5,71 x 5y finalmente 72 x 5.

Al finalizar los tanteos dijo: “Entonces el angulo mide 72° y el angulo del triangulo (el que
ella trazd) mide la mitad”. Con la calculadora encontré que dicho angulo media 36° y anoto
cual media 90°.

Con los datos escritos en el triangulo, la alumna mencioné que “con tangente se
puede obtener el cateto adyacente y también puedo sacar el otro angulo [agudo] porque
con ese también se puede sacar el cateto adyacente”. Escribi6 la razon tangente y plante6
la igualdad para despejar y obtener el cateto adyacente, como se muestra en la figura
4.20.

En la calculadora, U multiplicd 6.88 x 10; luego dividio el resultado entre 2. Eran las
operaciones para obtener el area del triangulo “(base x altura)/2”. Como se observa, la
alumna no obtuvo el area del triangulo que trazé: calculd directamente el area de uno de
los 5 triangulos que forman el pentagono. Por eso la base que multiplicé fue 10 cm y

obtuvo 34.4 cm?, que al multiplicar por 5, dio el area total.
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Figura 4.20 Operaciones de U para obtener el cateto adyacente

Observaciones

- No recordo con exactitud las razones trigonométricas; primero creyo que eran un
producto al decir “tan 36 es cateto opuesto por cateto adyacente” y lo escribi6 asi:
“tan 36 = (C. O.)(C. A.)".

- No recordé cual era la formula para obtener el area del pentagono, o de cualquier
poligono regular.

- Resolvié con tangente y encontro el apotema (sin que le llamara apotema). Obtuvo con
esta medida la altura del triangulo rectangulo.

- Se le dificulté obtener la medida del angulo agudo. Calculé al tanteo que cada triangulo
del pentagono tenia un angulo central de 72°, ya que los 5 angulos forman los 360° de la

circunferencia en la que esta inscrito dicho pentagono (véase la figura 4.21).
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- Obtuvo el perimetro y el area con algunas dificultades por no recordar las férmulas. El
realizar un esquema aparte le facilité la compresion del valor que necesitaba y de cémo
podia obtenerlo (en este caso la altura de un triangulo, que era en realidad el apotema

del pentagono).

.- [

»

Figura 4.21 Pentagono regular inscrito en una circunferencia

- En este ejercicio se observo la posibilidad de plantear a los alumnos deducir la férmula
para obtener el area de cualquier poligono regular, si partian de conocer la férmula para

el area de un triangulo.

Problema 2
1a parte. Sobre como obtuvo el perimetro y area del heptagono regular

En la lectura del problema la alumna U dijo que los poligonos eran de 7, 8 y 9 lados. Se le
aclaré que se le llama n-agono a un poligono de n lados. La alumna no expreso
desconocer a qué se referia la expresion “n lados” y empezd con la resolucion del

heptagono.
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En primer lugar dibujé un heptagono, borrando algunos lados que le sobraban al
poligono que habia trazado inicialmente hasta que formé un heptagono. Luego de haber
hecho el esquema, dijo que lo resolveria como el caso del pentagono y dividié 360° entre
7. En este caso no recurrié al tanteo como en el problema 1.

El resultado que obtuvo después de dividir fue 51.4286. La alumna U expreso: “No
es exacto, a ver si sale”. Luego continué con la expresion que le sirvio para obtener el area

en el problema 1, ajustando los datos al problema que resolvia en ese momento:

tan 51.4286 = C. O/C. A.

Expreso después: “No sé si 51.4286 tenga tangente”. En este caso, su comentario indica
qgue en clase no se trabajo con angulos de este tipo, con decimales; y en la tabla de
razones trigonométricas los angulos estaban en unidades enteras (véase el anexo 11).

La alumna continu6 con una sustitucidn y el despeje de la expresion que anoté
(véase la figura 4.22) hasta que obtuvo la altura del triangulo, que era el cateto adyacente.

Luego de obtener el cateto adyacente, U expresd que no se podia calcular el area
porque los triangulos (en su esquema) no eran iguales y que los angulos tampoco habian
sido exactos. Luego pregunté: “Igual lo puedo hacer, ¢no?”

La alumna hizo operaciones en un solo renglén para obtener el area y el perimetro
del heptagono. En primer lugar anoté que el perimetro era de 70 cm y enseguida multiplicd
este valor por 4 (que obtuvo como altura del triangulo) y con la calculadora finalmente
dividié entre 2. No multiplicé base por altura y dividié entre 2 como ella misma habia hecho

con el problema del pentagono. La operacion que hizo fue multiplicar el perimetro (70 cm)
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por apotema (la altura de 4 cm) y luego dividio entre 2, como se hace al aplicar la férmula

del area en los poligonos regulares (véase la figura 4.23).

Figura 4.22 Estrategia de la alumna U para obtener la altura de un triangulo

Figura 4.23 Perimetro y area de un heptagono regular obtenido por la alumna U

2a parte. Sobre como obtuvo el perimetro y area de un octagono regular
La alumna U empleé la calculadora directamente para dividir 360°/8 y con ello obtener el
angulo agudo que le serviria para calcular la altura de uno de los triangulos que forman el

octagono regular del problema.
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Cuando obtuvo 45° en la calculadora, enseguida anot6 una expresion mediante la
cual empleando tan 45° obtendria el cateto adyacente, o altura, para luego calcular,

obtener y anotar el perimetro y el area de un octagono regular de 10 cm por lado (véase la

figura 4.24).
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Figura 4.24 Estrategia de U para obtener el perimetro y area de un octagono regular

La alumna U revisé solo unos segundos lo que obtuvo, y mientras decia “ah, se me

olvida”, colocd el exponente 2 a los metros que correspondian al area.

Observaciones

- Se le olvidd que al angulo central de cada triangulo en el heptagono y en el octagono
debia dividirlo a la mitad, como en el primer problema, ya que para resolver la altura de
cada triangulo formé dos triangulos rectangulos, de los cuales su angulo agudo conocido
era la mitad del angulo central que se obtenia primero.

- La alumna U dudo sobre el valor de la tangente cuando se trataba de un angulo con
decimales, como fue el caso de 51.4286° en el heptagono.

- La alumna, después de haber comprendido el primer problema, resolvio el caso del

heptagono y el octagono mecanicamente, copiando los pasos que aplicd para resolver el

primer problema.
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- No hizo una comprobacion del resultado ni una revision paso a paso de la estrategia que
empled para obtener las areas de los poligonos.

- En el caso del octagono la alumna no realiz6 algun esquema, como lo hizo en los casos
anteriores.

- La alumna realizé las operaciones en la calculadora como si empleara la formula
“(perimetro x apotema)/2” para los poligonos regulares; sin embargo, no menciond si

recordaba la formula o si en realidad la desconocia y fue deduccién propia.

3a parte. Sobre como resolvio el caso del n-agono
La alumna comenzd explicando que para el n-agono el numero de lados era x, o cualquier
letra. Para calcular el angulo, dijo que se dividiria 360° entre el niumero de lados y que
podia ser “como una ecuacion”, y planteé que “360°/n es el angulo”. Luego anoté en la
hoja una expresion, basandose en la hoja de trabajo del problema del pentagono, en la
que iguald tan (360°/n) con la razén C. O./C. A., y luego sustituyo con los valores
conocidos.

La alumna U se basé completamente en la estrategia que empled para resolver el
problema del pentagono regular. Haciendo la revision de lo que le correspondia como
datos a la igualdad que planted, reconocio que el angulo central que habia obtenido lo
dividio entre 2 y sin mayor explicacion cambioé en su igualdad n por 2n (véase la figura

4.25).
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Figura 4.25 Estrategia de U para obtener la altura (apotema) del n-agono regular

La alumna concluy6 el despeje del cateto adyacente (C. A.) como lo habia hecho en
el problema del pentagono y en los anteriores. Sin embargo, no relacioné lo escrito en esta
férmula respecto a dividir el angulo a la mitad con lo que efectud en los casos del
heptagono y el octagono.

La alumna U para el area total del n-agono escribié A, luego pregunté: “; Como se
representa?”, refiriendose al total, sin saber en ese momento si multiplicaba por el
perimetro (que aun no obtenia) como lo hizo con el heptagono y con el octagono o si lo
hacia como con el pentagono: (base x altura)/2.

La alumna repaso lo que escribid en el problema del pentagono y fue sustituyendo
por pasos la expresion que tenia anotada ahi. Obtuvo finalmente la expresion para el area

de un n-agono regular de 10 cm de lado, como se muestra en la figura 4.26.
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Figura 4.26 Formula de U para calcular el area de un n-agono regular de 10 cm de lado

Se le pidi6é a la alumna U que comprobara su féormula calculando el area del
heptagono. Sélo empled la calculadora para obtener lo que se le pedia, aunque fue
resolviendo la férmula por partes, y en el caso de 2n lo hizo mentalmente. Finalmente

anoto:

Heptagono [p] = 70 cm,

A = 363.3912 cm?.

Cuando se le pregunté porque no obtuvo el mismo resultado que cuando resolvié el
mismo problema antes, respondié que podia ser el numero de lados, y que a lo mejor salia
si lo hacia por partes, sin la formula. Se le pidié que obtuviera el area del octagono, para
no repetir el caso por partes.

U anoto en otra hoja la formula completa para el area del n-agono y sustituyo los
datos para el octagono. Nuevamente empled la calculadora haciendo ahi las operaciones

por partes y enseguida anoté:
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Octagono = P = 80 cm,

A = 965.6854 cm?.

La alumna U dijo que la calculadora, al ser cientifica, podia haber afectado el
resultado en las areas para el heptagono y el octagono.

Con el objetivo de hacer notar a la alumna U que el error estaba en la primera vez
que resolviod los problemas del octagono y el heptagono cuando no dividié el angulo
central a la mitad, se le pidi6 que obtuviera el cateto adyacente como lo hizo sin la formula
del n-agono.

La alumna U empezo por hacer la operacién de dividir 360°/7 y fue haciéndola
cuando se dio cuenta de que al calcular el area del heptagono la primera vez, no habia

dividido entre 14, sino entre 7 (el numero de lados), es decir, no hizo la division 360°/2n.

Observaciones
- Los problemas pueden resolverse mecanicamente; sin embargo, la mecanizacion hace
ver estrategias generales (formulas) para resolver problemas parecidos.
- No hay un habito de revisar lo que se escribe como respuesta de un problema. La
alumna no expreso en oraciones los resultados de perimetro y area para cada poligono.
- Los esquemas ayudan en los problemas en los que se desconoce la incégnita y como se
resuelve; una vez familiarizados con el tipo de problema propuesto, los esquemas no son
necesarios (U no hizo esquema para el octagono y n-agono).

- Es probable que la alumna recordara la formula del area de un poligono regular. No
menciond la palabra apotema y finalmente no la relacioné con la férmula del area del

n-agono.
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- Para evitar hacer una revision completa de un problema, la alumna culpé a la calculadora

cientifica de los resultados diferentes.

Problema 3

Sobre como resolvio el problema de la escalera
El problema de la escalera no tenia un esquema en el que la alumna U pudiera basarse
para su resolucion (véase el anexo 10). Primero dibujé un rectangulo y sobre uno de sus
lados encimé el trazo que correspondia a una escalera. La duda de la alumna era cémo
hacer el esquema del problema, ya que el suelo y la escalera formaban un angulo de 65°.
La alumna U suponia que la escalera estaba pegada a la pared; después de leer el
problema nuevamente, borré ese esquema e inicié otro mas abajo en la hoja.

Una segunda duda de la alumna al hacer el esquema fue el significado de
“perpendicular’ y mencionoé que “Cuando una calle se cruza con otra se dice que es
perpendicular porque la atraviesa”. No hizo mencion a que se cruzaban formando angulos
de 90°; sin embargo, en su esquema indico uno (de 90°) por la necesidad de resolver con
un triangulo rectangulo.

En el esquema para el problema de la escalera, U anot6 90° en el angulo formado
por la pared del edificio y el suelo sin mencionar que este dato lo determinaba el
enunciado del problema, 65° en el angulo formado por la base de la escalera y el suelo
(véase la figura 4.27).

Después de realizar su esquema, U escribié una igualdad empleando tan 65°; sin
embargo, expresd que no sabia cuanto valian los lados y que mejor usaba la hipotenusa

de 4 m, borrando la primera expresion que habia planteado.
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Figura 4.27 Esquema de la alumna U para el problema de la escalera

L.a alumna U escribi6é cos 65°, aun cuando habia mencionado que le serviria seno
para utilizar la hipotenusa. En la calculadora obtuvo primero cos 65° = 0.4226; s6lo anoté
“.4226” y continud sin darse cuenta de que su planteamiento debid ser “cos 65° = C. A./h”

(véase la figura 4.28).

Figura 4.28 Estrategia para obtener la distancia del edificio al pie de la escalera

Cuando concluyo el despeje regreso a la lectura del problema y murmuro: “A lo que
mide C. O. le tengo que reducir 50 cm... ahora si me sirve la tangente”. Comenzo6
entonces un nuevo planteamiento empleando tan 25°. Después de observar que le

faltaban datos en el problema, no empled el cateto que habia obtenido, en lugar de esto

138



plante6 una igualdad con sen 25° (que es cos 65°, y que ya habia hecho antes), con lo
que obtuvo el mismo resultado. Al darse cuenta de que era el mismo resultado, hizo lo que
habia murmurado antes: aumenté 50 cm a la distancia de la base del edificio a la base de
la escalera. Para obtener la altura a la que se debia colocar la escalera, disminuyendo

50 cm del borde de la ventana, decidié que al mismo valor encontrado como cateto

opuesto le debia restar 50 cm (véase la figura 4.29).

Figura 4.29 Estrategia de resolucion del problema de la escalera

Observaciones

- La alumna invirtio las razones trigonométricas seno y coseno, escribio la hipotenusa en el
denominador en ambos casos. No revisé en sus apuntes, ni siquiera dudo al escribirlas.

- Cuando U encontré que los resultados eran los mismos, después de emplear sen 25° y

cos 65°, asumid que con ello se comprobaba el resultado anterior.
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- Para responder a la pregunta del problema (la distancia a la que debe colocarse la base
de la escalera de la base del edificio), la alumna sdlo resté 50 cm al valor obtenido.

- No hubo una reflexién sobre el valor de la distancia encontrada: “; Se puede colocar,
como se indica en el problema, una escalera de 4 m a una distancia de 9.96 m de un
edificio?”

- Para responder a la pregunta del problema, lo hizo mediante un nuevo esquema en el
que anoto las distancias (de la base de la escalera a la base del edificio, de la base del
edificio a donde llegaria la escalera sobre la pared, la medida de la escalera). Evito
expresar verbalmente la respuesta concreta a lo que se preguntoé en el problema.

- Al preguntarle sobre la medida de los angulos en el nuevo esquema, mostrado en la
figura 4.31, la alumna mencioné que si cambian y escribié 20° y 70°, indicando intuitiva y
arbitrariamente que uno disminuye 5° y el otro los aumenta, de acuerdo con los 50 cm
que se recorrio la escalera hacia abajo de la ventana del edificio del problema.

- En la opinion de la alumna U, le fue bien en la resolucién de los problemas (1,2y 3) y
menciond que sélo habia que aprenderse las férmulas (refiriéndose a las razones

trigonométricas).

2a entrevista
Alumna K, 10 de junio de 2008
Problema 1. Sobre como determiné el perimetro y el area del pentagono regular
La alumna K leyo el problema y enseguida recordd y mencion6 que la férmula “perimetro
por apotema sobre 2” le serviria para encontrar el area. Cuando se le preguntd qué era el

apotema, K respondid que era una linea que va del centro de la figura a uno de los lados.
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Para resolver el problema, la alumna K expreso que le serviria el triangulo
rectangulo del esquema que se incluyé como parte del problema (véase el anexo 11).
Luego trazd un primer triangulo rectangulo, colocando la base al revés (en opinion de la
alumna), asi que lo volvi6 a trazar (véase la figura 4.30) y entonces coloco los datos del

problema.

I!‘.‘ [
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Figura 4.30 Trazos de triangulos rectangulos que pertenecen al pentagono regular

Para obtener el angulo central que subtiende un lado del pentagono, la alumna K
dividié en la calculadora 360° entre 5, y dividi6 el resultado entre 2 determinando que uno
de los angulos agudos del triangulo rectangulo que ella traz6 sélo era la mitad de lo que
media el angulo central.

La alumna K escribi6 casi de inmediato que la razén que le ayudaria a encontrar el
apotema era tangente de 36°. Luego la iguald con la razén 90°/C. A. Se le pregunto si en
las razones trigonométricas se dividian angulos entre lados y respondié que si, pues

dependia de lo que se buscara en el despeje. Cuando explicoé en su expresion que
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buscaba el valor del cateto adyacente y que en el esquema ella conocia 5 (la mitad de un
lado del pentagono), borré en su igualdad 90° y escribid 5.

Sin realizar el despeje correctamente, la alumna K obtuvo el apotema (cateto
adyacente en su planteamiento) igual a 3.6327 cm. A la alumna no le pareci6 un resultado
l6gico: expresd que era muy pequeno para el triangulo y que mejor comprobaria usando el
otro angulo agudo para calcular el mismo lado.

El resultado que habia obtenido primero era incorrecto, ya que despejé mal el
cateto adyacente que estaba en el denominador de la razon. En el segundo planteamiento
la incégnita era el cateto opuesto, aunque era el mismo lado, asi que el despeje fue
correcto porque dicha incognita estaba en el numerador de la razén planteada.

Obtuvo el valor del apotema igual al 6.8819 cm y colocé este dato en el esquema
del triangulo rectangulo que elaboré. Enseguida anoté a la derecha de la hoja de trabajo
junto al esquema la formula del area para un poligono regular. Luego, en el renglén
siguiente, escribié una P para el valor del perimetro y expreso que si cada lado era de
10 cm, el perimetro era de 50 cm. En lugar de escribir dicho resultado, borré la P y escribid
“A =7, sustituyendo en la formula los datos, realiz6 con la calculadora las operaciones de
multiplicacion y division correspondientes y finalmente escribié en 2 reglones los

resultados: primero el area y después el perimetro del pentagono (véase la figura 4.31).

Observaciones

- La alumna K recordd de inmediato la formula para obtener el area de un poligono

regular, aunque no definié con claridad lo que era el apotema.
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- El esquema donde trazo un triangulo rectangulo con el angulo de 90° arriba y la
hipotenusa hacia abajo no le permitio emplearlo en la resolucion porque le parecié un

triangulo invertido. K requirio invertir dicho triangulo para colocar ahi los datos.

Figura 4.31 Operaciones para obtener el area y perimetro del pentagono regular

- La alumna determin6 que con tan 36° encontraria el apotema; sin embargo, no supo
como despejar correctamente una razén cuando la incognita se encuentra en el
denominador.

- Alla alumna K le parecio que el apotema media menos de 5 cm y que en el esquema
que trazo se veia mas grande. Se basé en la observacion para determinar que el valor
obtenido era incorrecto.

- La alumna planted una segunda igualdad empleando el otro angulo agudo y con ello

encontré cuanto media el apotema.
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- El mayor obstaculo en la resolucion de este problema fue como calcular el apotema, con
ello resolvio rapidamente el area del pentagono. El perimetro del poligono lo encontrd
haciendo operaciones mentalmente.

- No empled unidades cuadradas para expresar el area del pentagono.

Problema 2

Después de leer el problema, la alumna expresé que era como el anterior, pero que
cambiaba el numero de lados. Dividi6é (imaginariamente) la hoja de trabajo en 3 columnas
y en cada parte escribiéo como titulos “Heptagono, Octagono y N-agono”. Enseguida
escribio debajo de cada uno de ellos el perimetro que le correspondia. En el caso del
n-agono indico la multiplicacion “P = (x) (10) cm”.

La alumna K traz6 enseguida los tres triangulos rectangulos con los que se
ayudaria para calcular el apotema. No intentd dibujar el heptagono, el octagono ni el
n-agono: unicamente trazo los triangulos. Luego empezo6 a colocar los datos de cada caso,
dividiendo 360° entre el numero de lados y luego entre 2 para obtener el angulo agudo
correspondiente. Su resolucion fue ordenada: perimetro de los tres poligonos, luego el
esquema para cada uno y por ultimo los datos. La alumna no pudo seguir la resolucion
ordenadamente cuando quiso colocar los datos para el n-agono; entonces resolvié caso

por caso (véase la figura 4.32).

Figura 4.32 Esquemas para resolver el heptagono, octagono y n-agono regulares
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1a parte. Sobre como obtuvo el area del heptagono regular
La alumna K plante6 primero la igualdad “tan 25.71° = 5/C. A.”, pero expreso que asi
habia hecho en el caso del pentagono y que no sabia como despejar. Se le pregunto qué
hacia si el cateto adyacente estaba dividiendo y lo queria pasar al otro lado de la igualdad;
respondio: “pasa multiplicando”. La alumna escribi6 “(tan 25.71°) (C. A.) = 5”; luego de
observar la expresion dijo: “Entonces tan 25.71° va a pasar dividiendo [al otro miembro de
la igualdad]”.

Después de realizar el despeje, hizo las operaciones en la calculadora, primero
obtuvo el valor de tan 25.71°, y luego dividio 5 entre dicho valor para obtener el apotema.
Una vez calculado, escribi6 la férmula del area de un poligono, sustituyo los datos y

escribi6 el area en centimetros (véase la figura 4.33).

Figura 4.33 Operaciones escritas para obtener el area del heptagono regular
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2a parte. Sobre como obtuvo el area del octagono regular
La alumna colocé los datos del triangulo rectangulo que le ayudaria; primero determind
con la calculadora que un angulo (el central) media 45°, y asi lo escribid, pero retomoé que
después ese angulo se dividia entre 2 y con ello obtuvo que el angulo agudo media en el
caso del octagono 22.5°.

De modo casi mecanico escribié una igualdad empleando tangente como en los
poligonos anteriores. Realizé el despeje del cateto adyacente en voz alta y paso a paso
hasta que realizo los calculos de manera rapida y obtuvo que el apotema media 12.07 cm.

El siguiente paso en su estrategia fue anotar la férmula del area de los poligonos
regulares; luego sustituy6 perimetro y apotema por los valores obtenidos, realizé las

operaciones con la calculadora y escribi6 el area en centimetros (véase la figura 4.34).

3a parte. Sobre como resolvio el caso del n-agono
El espacio en la hoja de trabajo del problema 2 no le alcanzaba para resolver ahi el caso
del n-agono, asi que la alumna empled otra hoja en la que copio el esquema del triangulo
rectangulo junto con el perimetro que habia expresado con la multiplicacion (x) (10) cm.

Retomo lo que hizo en el heptagono y en el octagono para calcular el angulo agudo
del triangulo rectangulo. Luego explico en voz alta “Dividi 360° entre el numero de lados y
luego entre 2, es decir que para el de 5 [lados] fue 360°/10, para el de 7[lados] fue 360°
entre 7 y entre 2, pero como es el doble de triangulitos, por eso se puede 360°/14, o sea el
doble”. Se le pregunté como expresaria el angulo del poligono de x lados y respondié
“360°/x* porque se divide 360° entre el doble de x”. Para que la alumna corrigiera su

expresion, se le preguntd cual era el resultado correcto “x + x = X270 “x + x= 2.
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Respondié que era 2x porque eran dos veces x (decir x al cuadrado no representa el doble

de x).

Figura 4.34 Operaciones para obtener el area del octagono regular

Primero escribio 360°/2x y en el regldn de abajo (véase la figura 4.35), siguiendo lo
hecho en los poligonos anteriores, escribio tan 360°/2x = 5/C. A., luego despejé paso a
paso y obtuvo C. A. =5 (tan (360°/2x)).

Para obtener el area del n-agono anoto en la hoja la férmula del area para los
poligonos regulares. Abajo escribi6 la sustitucion, primero lo que obtuvo para el apotema
encerrando la expresion entre paréntesis. Abrid otro paréntesis y escribio la expresion
para obtener el perimetro, cerr6 el paréntesis y traz6 una linea debajo de toda la expresion

y escribié que se dividia entre 2 (véase la figura 4.36).
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Figura 4.35 Estrategia para obtener el cateto adyacente (apotema del n-agono)

Figura 4.36 Formula del area para el n-agono regular de 10 cm de lado

Se pidi6 a la alumna que comprobara la formula obtenida calculando el area de
alguno de los poligonos anteriores. Decidié comprobar la férmula con el pentagono,
primero calculo el apotema dividiendo “5/tan (360°/10)”, al resultado que obtuvo lo
multiplicd por “(7) (10)” y finalmente dividid entre 2. Su resultado coincidioé con el area del

pentagono del primer problema.
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En opinién de la alumna K fue facil encontrar la generalizacion o la formula para
calcular el area del n-agono, ya que la figura del problema —el esquema del pentagono

regular— ayudaba mucho en cémo resolver los poligonos.

Observaciones

- La alumna mecanizé los casos del problema, resolviéndolos de igual forma como hizo
con el problema del pentagono.

- K tratd de resolver en orden los poligonos del problema 2, pero cuando llegé al n-agono
no le resulté una estrategia facil de seguir.

- La alumna escribié como se obtiene el area del n-agono de 10 cm de lado.

Problema 3

Sobre como resolvié el problema de la escalera
Leyo de forma continua el problema de la escalera. En una segunda lectura lo hizo oracion
por oracién para que fuera haciendo un primer esquema, en el cual la escalera quedo

paralela a la pared del edificio (véase la figura 4.37).

Figura 4.37 Primer trazo del esquema para el problema de la escalera
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Al preguntarle como quedaria el esquema cuando la escalera se moviera 50 cm
debajo de la ventana, respondi6 que era la escalera la que formaba el triangulo rectangulo.
La alumna realiz6 un segundo esquema en el que la escalera era la hipotenusa,
nuevamente coloco el valor de cada angulo aclarando que debia haber uno de 90°,
aunque no lo dice el problema. También colocé C. A. y C. O. respecto al angulo de 65°.

Se le pregunto cual distancia buscaba y respondié que la del suelo al borde de la
ventana, o sea el cateto opuesto. Expresé que tal vez con tangente podria encontrar ese
cateto, como en los problemas de los poligonos. También observé que los dos catetos
eran desconocidos y cambid de parecer con respecto a la razén trigonométrica que
empleo.

La alumna planteé la igualdad “sen 65° = C. O./4” y resolvio con ayuda de la
calculadora que el cateto opuesto media 3.62 m. Luego se le preguntoé a la alumna si esa
distancia respondia al problema y dijo que debia restarle 50 cm. Sin decir por qué, la
alumna anoté la relacion de equivalencia, convirtié los metros en centimetros y resto
(veéase la figura 4.38). Obtuvo 312 cm como la distancia del edificio al borde de la ventana
restandole 50 cm.

La alumna K expreso que necesitaba otro esquema (seria el tercero), porque si la
escalera se movia no formaba el mismo triangulo. Con el tercer esquema trazado la
alumna esperaba dar la respuesta al problema; sin embargo, al volver a leer noté que aun
no encontraba la distancia a la que debia quedar la escalera.

Se le preguntd cudles eran los datos en el nuevo triangulo, respondié que sélo el
angulo de 90° y dos lados del triangulo, ya que los angulos [agudos] habian cambiado

cuando se movio la escalera. La alumna penso un poco y pregunté: “; Se puede usar el
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teorema de Pitagoras?” Se le respondié que cual era o cémo lo usaria, a lo que respondio

que era lo mas directo porque tenia la hipotenusa y un cateto.

|
L]

0Pl

%

e
Sen 65° - €O
l.\

(sen 697K 4= €O -

Figura 4.38 Esquema y estrategia para encontrar la altura de la ventana

Debajo del tercer esquema escribié “a® = b? + ¢*”; debajo de dicha expresion

escribio el despeje de ¢, que dijo era el cateto sobre el suelo. Sin embargo, cuando
sustituyd escribié que al cuadrado del cateto le restaria el cuadrado de la hipotenusa. La
alumna hizo operaciones en la calculadora varias veces, hasta que anoté que ¢ = 2.5031,
aunque era el valor de ¢ (véase la figura 4.39).

Cuando se le dijo a la alumna K que eso era todo, dijo que tenia una duda, pues al

ingresar los valores como en el despeje que hizo en la pantalla de la calculadora aparecia

151



un letrero de error. Se le pregunté qué causaria dicho error, ella dijo que el error estaba en
el despeje, porque si lo hacia al revés (como lo hizo para dar el resultado) si salia 2.5031.
Entonces se hizo ver a la alumna que en la hoja escribié que al cuadrado del cateto le
restaria el cuadrado de la hipotenusa y que en realidad debié despejar el cuadrado del
cateto ¢ en la forma “c® = a*> — b?’, siendo a la hipotenusa y b el otro cateto. La alumna
aclaro su duda y expreso que casi no usaba ese teorema y que por eso se le olvidaba,
pero que ya se habia acordado bien. El verdadero error no fue la memorizacioén del
teorema: en la figura 4.39 se aprecia que aun habia dudas sobre cdmo realizar el despeje

de ecuaciones.

Figura 4.39 Estrategia para calcular la distancia a la que se debe colocar la escalera

Observaciones:

- La alumna relaciond el problema con los anteriores y quiso emplear tangente para
resolver en un principio.

- El realizar esquemas mas cercanos a la realidad del problema, le permitié a K descubrir
gue no se trataba del mismo triangulo y que para resolver la distancia final de la escalera

debia valerse de otros conocimientos ademas de la trigonometria.
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- Negd que en el problema se mencionara que hay un angulo de 90°, y lo anot6 por
intuicidn respecto a cdmo es el angulo que forman el edificio y el suelo. No reconocio el
término “perpendicular”.

- Empled el teorema de Pitagoras.

- Hubo fallas al realizar despejes sencillos en ecuaciones.

- A conveniencia, ajusto las cantidades para no extraer raiz cuadrada a un niumero

negativo, ya que la calculadora le marcé error.

3a entrevista
Alumno B, 12 de junio de 2008
Problema 1
Sobre como obtuvo el perimetro y el area del pentagono
El alumno B inicié calculando mentalmente el perimetro del pentagono regular; sélo
escribiod el resultado, “P = 50 cm”.

Para responder a la pregunta del area, soélo escribid “A =" pero expresé que no
sabia como obtenerla. Al observar el esquema del pentagono (véase el anexo 11),
menciond que si sabia como calcular el area de los triangulos en la figura.

Como el alumno no empezaba a resolver los triangulos, se le preguntd si conocia
cuanto median los lados de uno de los triangulos rectangulos que aparecian en el
esquema del pentagono. Respondié que si, que cada lado media 10 cm, y la base del
triangulo [rectangulo] media 5 cm. Luego dijo que ademas era el unico lado conocido, y
que para calcular el area del triangulo también necesitaba el lado que tenia el signo de

interrogacion en el esquema, pues necesitaba multiplicar base por altura.
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Se le pregunt6 si podia saber cuanto media el angulo agudo del triangulo
rectangulo que coincidia con el centro del pentagono. Al sefalarlo, el alumno respondio:
“si se divide el pentagono en 5 triangulos iguales como se ve [en el esquema del
pentagono], puedo dividir la vuelta completa [refiriéndose a los 360° de la circunferencia]
entre 5”. El alumno B toma la calculadora e hizo la division; luego explicé que cada angulo
media 72° y entonces el angulo agudo del triangulo rectangulo media la mitad, porque se
dividio el angulo de 72° en dos angulos iguales. Con la calculadora dividié 72° entre 2 y
obtuvo 36°.

El alumno B escribio con letra muy tenue la suma 90° + 36° = 126°; luego hizo la
operacion 180° - 126° y asi obtuvo que el otro angulo agudo media 54°. Después expreso
que si se sabia cuanto median los tres angulos.

Se le pregunté que si con los datos que tenia en ese momento se podia obtener la
altura del triangulo (el lado sefalado con un signo de interrogacion en el esquema). El
alumno respondié que como tenia 5 cm, y era el cateto opuesto al angulo de 36°, con la
razdn seno obtendria la hipotenusa, con coseno ningun lado y con tangente el cateto
adyacente, que era el lado que se queria obtener. El alumno B plante6 una igualdad
empleando tangente de 36° y obtuvo el apotema (véase la figura 4.40). Para obtener el
resultado anot6 a un lado “.7265”, que es la tangente de 36°, y luego empled dicho
numero para calcular el apotema.

El alumno B no escribio las operaciones siguientes, s6lo multiplicé en la calculadora
el valor que obtuvo para a (la altura, que a la vez era el cateto adyacente) por 10 cm, que
era la base; por ultimo, dividié entre 2 y con ello obtuvo 34.4095 como el area del
triangulo. Escribié ese resultado (parcial) sin hacer referencia de qué se trataba, como se

observa en la figura 4.40.
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Figura 4.40 Estrategia de B para obtener la altura de un triangulo en el pentagono regular

Trazé en el pentagono los 5 triangulos que lo formaban, luego multiplicé el resultado
que aun seguia en la calculadora (34.4095) por 5. Enseguida anot6 el resultado del
perimetro y el area al final de la hoja, y también donde dejo el espacio en blanco al

principio de la resolucion del problema.

Observaciones

- El alumno B no empleé la formula del area de los poligonos regulares.

- Abrevio tangente como “tang”, aunque en clase no se abrevio de esta forma.

- El alumno B demostré dominio de las razones trigonométricas al expresar qué lado
(cateto adyacente o hipotenusa) podia obtenerse al emplear seno, coseno o tangente si
se conocia el cateto opuesto.

- Despejo por pasos (lo cual hizo también con las operaciones en la calculadora).

- Comprobo que los angulos del triangulo sumaran 180° después de haberlos obtenido.

- Escribi6 en desorden los resultados parciales y sus operaciones.
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- Conté los triangulos que se formaban con los lados del pentagono y entonces multiplicd
el area de uno de ellos por 5.
- Cuando encontro el perimetro y el area, los escribio al final de la hoja; los volvié a escribir

arriba con la unidad correspondiente para el area (m?).

Problema 2

1a parte. Sobre como obtuvo el perimetro y el area del heptagono
El alumno B trazé una circunferencia, ubico su centro y dividié en 7 partes para unir los
lados que formarian el heptagono. Enseguida trazé un triangulo rectangulo en el que
indicé que un cateto era a y el otro media 5 cm. Luego dividié con la calculadora 360°/7 y
obtuvo 51.42°; coloco ese valor en un triangulo dentro del heptagono que trazé. Dividio el
angulo obtenido entre 2 empleando la calculadora, y obtuvo el angulo agudo del triangulo

rectangulo (véase la figura 4.41).

Figura 4.41 Esquema y datos del heptagono regular

Después de los datos en el esquema del heptagono, el alumno B escribié una
igualdad empleando tan 25.7143°. En el primer rengldn no coloco el valor del angulo, lo

hizo en el renglon de abajo y continud con el despeje de a (cateto adyacente) y lo obtuvo.
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En este caso también anoto el resultado de la tangente por separado (véase la figura
4.42). Tampoco escribio las operaciones que realizé en la calculadora “(a x 10)/2” para
calcular el area. El alumno escribié arriba de la hoja el area del heptagono, 363.4260 cm?,

y abajo su perimetro, 70 cm.

Figura 4.42 Estrategia de B para obtener la altura de un triangulo en el heptagono regular

2a parte. Sobre cémo obtuvo el area y el perimetro del octagono
En este caso, el alumno sdlo trazé el esquema del triangulo rectangulo y le colocd 5 cm en
uno de los catetos. Tomo la calculadora y dividié 360°/16 y obtuvo el angulo de 22.5°, que
indico en su esquema. Trazé de forma tenue un triangulo a la derecha, de modo que se
formo un triangulo de los que forman el octagono.

El alumno B plante?¢ la igualdad “tan 22.5° = 5/a”, luego despejo por pasos hasta
obtener a = 5/tan 22.5°. Escribio el valor de esta tangente y obtuvo a = 12.0711. Sin
explicar ni escribir el procedimiento de su estrategia, B multiplico el valor que obtuvo para

a por 10 y dividié el producto entre 2. Con ello obtuvo que el area de uno de los triangulos
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que formaban el octagono: era 60.3555 cm?, valor que anoto a un lado. En la calculadora
realizé las operaciones para el area del octagono, obteniendo 482.844, y el perimetro de
80 cm. (Muchas de las operaciones que fue realizando el alumno B sélo se ven en las

videograbaciones, pues el alumno manejé muy rapido la calculadora.)

3a parte. Sobre como resolvio el caso del n-agono regular
El alumno B expres6 que no sabia qué era un n-agono; se le explicd que se le llama asi al
poligono que tiene n numero de lados. Luego de pensarlo un poco, el alumno expresé que
no sabia qué hacer, pero que si seguia el procedimiento del heptagono y del octagono,

primero debia encontrar el angulo (véase la figura 4.43).

Figura 4.43 Expresion para determinar el angulo de un triangulo rectangulo en un n-agono

regular

Siguié observando lo que realizd en los casos del heptagono y del octagono. Luego
planted una igualdad empleando tangente del angulo que determind, e hizo los despejes
hasta encontrar el valor de a, la altura de uno de los triangulos que forman el n-agono

(véase la figura 4.44).
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Figura 4.44 Estrategia para obtener la altura de un triangulo rectangulo en el n-agono

regular

El alumno B expres6 que después de calcular la altura se puede encontrar el area

del n-agono si se multiplica como lo indica la expresion de la figura 4.45.

Figura 4.45 Expresion del alumno B para determinar el area del n-agono regular

Se le pidié al alumno que resolviera uno de los poligonos con su estrategia, a lo que
respondio que si y que probaria con el pentagono. Al hacer las operaciones directo en la
calculadora se enredaba y volvia a empezar (tal vez porque no iba anotando resultados
parciales, como lo hacia al resolver los casos anteriores).

Para hacerlo directo en la calculadora, insertdé paréntesis para indicar las

operaciones “5/(tan(360/2x5))” y luego multiplicéd por 10 y dividié entre 2, como lo indica su
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ultima expresion. Para terminar, multiplicé lo que obtuvo por 5. El resultado fue el mismo

que cuando obtuvo el area en el problema 1.

Observaciones

- Para los casos del heptagono y del octagono el alumno requirié de un esquema, el cual
omitio en el caso del n-agono.

- En el esquema del heptagono realiz6é un trazo muy parecido al del problema 1 (el
pentagono); sin embargo, para el octagono se dio cuenta de que el esquema que mas le
ayudaba era el del triangulo rectangulo que contenia la altura. Sélo trazé un triangulo
rectangulo.

- Manejo la calculadora muy rapido, comparando con otros de sus compareros. Sélo
escribid los numeros de los resultados parciales sin sefialar qué significaban porque en el
problema no se preguntaba por esos valores.

- Dominaba las razones trigonométricas, pero se olvidaba de, o ponia poca atencion en,
cdmo se abrevia tangente. En una ocasién, cuando resolvié el n-agono, se le olvido
expresarla, y cuando reconocio que le faltaba, encimé la palabra tangente sobre la
expresion que tenia.

- La féormula que obtuvo para el area del n-agono es muy sencilla. Sin embargo, es
necesario encontrar primero la altura para poder aplicar la férmula.

- El alumno despejé e hizo por pasos operaciones, pero cuando emple6 la calculadora
para obtener la altura a usando su férmula, empled paréntesis para que se respetara la

jerarquia de las operaciones.
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Problema 3

Sobre como resolvié el problema de la escalera
El alumno B realiz6 una lectura del problema y trazé un pequefio cuadrado que
representaba la ventana, luego hizo un triangulo rectangulo y colocé ahi los datos del
problema (la escalera y el angulo de 65°).

Escribi6 en la parte superior de la hoja las razones trigonométricas seno, coseno y
tangente. Volvio a leer el problema y expres6 que conocia la hipotenusa y que se le pedia
encontrar el cateto adyacente al angulo de 65° (la distancia en el suelo del edificio a la
escalera). El alumno escribié una igualdad empleando la razén cos 65°. El alumno despejo
el cateto adyacente, realizo las operaciones y escribioé que el cateto media

1.6905 m (véase la figura 4.46).

Figura 4.46 Estrategia para encontrar la distancia del edificio a la escalera

Después explicod que si la escalera se movia 50 cm hacia abajo de la ventana, la

distancia de a (medida de la base del edificio a la base de la escalera) se recorria
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aumentando 50 cm. El alumno realizé la suma (véase la figura 4.46) y escribioé que la

distancia a la que se debia colocar la escalera era de 2.19 m.

Observaciones

- El alumno escribi6 las razones trigonométricas no como apoyo a su resolucién, sino
formando parte de lo que se le puede evaluar.

- Para resolver la pregunta del problema el alumno no consider6 que si la escalera se
movia, en el triangulo rectangulo cambiaban los angulos agudos y se formaba un

triangulo rectangulo diferente.

4a entrevista
Alumna M, 18 de junio de 2008
Problema 1
Sobre como obtuvo el perimetro y el area del pentagono
La alumna M realizo la lectura del problema 1 de la entrevista (véase el anexo 11) y
obtuvo el perimetro en primer lugar, escribiendo la multiplicacion “10 x 5” y su resultado,
50 cm.

Para obtener el area del pentagono decidio trazar sobre el esquema los triangulos
que formaban el pentagono. Luego escribié la formula para obtener el area de un
triangulo. A la derecha de la formula sustituyd la altura H por un signo de interrogacion.
También expres6 que mejor usaria uno de los triangulos rectangulos y dividié en 2 cada
triangulo del esquema de modo que al final quedaron 10 triangulos rectangulos (véase la

figura 4.47) con la misma altura desconocida y una base de 5 cm.
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Figura 4.47 Esquema para determinar la altura H de los triangulos del pentagono regular

La alumna M traz6 uno de los triangulos rectangulos y colocé los datos donde
correspondia; para encontrar el angulo agudo dividié 360° entre 10, como se observa en la

figura 4.48.

Figura 4.48 Triangulo rectangulo con los datos del problema

Para que la alumna M decidiera con qué razén trigonométrica resolveria la altura
del triangulo (que es el cateto adyacente de la figura 4.48, pues ahi la H significa
hipotenusa), escribié “sen 6 = C. O./H” y observo que no obtendria el cateto adyacente;
enseguida escribid “cos 6 = C. A./H” e hizo la misma observacioén determinando que sin el
valor de la hipotenusa no encontraria el cateto buscado. Escribié “tan 6 = C. O./C. A’y
expreso en voz alta que con tangente si se podia calcular la altura “?” con la que obtendria

el area de cada triangulo rectangulo.
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La alumna M escribié una igualdad entre tan 36° y los catetos implicados, realizo el
despeje de la incognita “?” y obtuvo que la altura media 6.8819 cm. Luego escribio la
férmula del area del triangulo, sustituy6 los datos y obtuvo que cada triangulo rectangulo
de base 5 cm y altura 6.8819 cm tenia un area de 17.2 cm?. Para calcular el area del
pentagono, escribié “ap = 17.2 x 10” (véase la figura 4.49), y con esta operacién concluyo

el problema.

Figura 4.49 Estrategia de la alumna M para encontrar el area del pentagono regular

Observaciones

- La alumna anot6 todas las operaciones, incluso las que uso6 para calcular el perimetro.

- Trazo los 10 triangulos rectangulos en que se dividia el pentagono regular.

- Escribio las razones trigonométricas y sus cocientes hasta que obtuvo la que emplearia
para resolver el problema.

- Para obtener el area del pentagono, calcul6 el area de uno de los triangulos rectangulos
y multiplicé por 10.

- Para la misma incognita, la altura, utilizé el signo de interrogacion y la letra H.
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Problema 2

1a parte. Sobre como determino el perimetro y el area del heptagono regular
La alumna M traz6 un heptagono, le ajustd los lados hasta que le parecié correcto.
Enseguida escribié la multiplicacion “7 x 10 = 70” (aunque no indico que ése era el

perimetro del heptagono).

Figura 4.50 Estrategia de M para obtener la altura de un triangulo del heptagono regular

Trazé un triangulo rectangulo muy pequerio y colocé ahi que el cateto opuesto
media 5 cm e indico el angulo recto. Para calcular un angulo agudo de dicho triangulo
escribid y dividié 360° entre 14; el resultado lo anoté también en el esquema. Después de
terminar el esquema del triangulo rectangulo escribié la féormula del area, esta vez
sustituy6 la base con 5 cm. La altura quedd expresada por un signo de interrogacion.
Siguiendo la estrategia que empled al resolver el caso del pentagono, escribio la igualdad
correspondiente a la tangente del angulo de 25.7°. Cuando hizo la sustitucién, siguié lo

que se expresa en la férmula del area del triangulo, calculd “tan (25.7°/2)”, por lo que su
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resultado fue 0.2281 (véase la figura 4.50). La alumna se dio cuenta de que la altura no
deberia medir 0.2281 cm, observo la sustitucion que hizo y se dio cuenta de que sustituyd
en otra formula, asi que canceld con una linea y realizé la sustitucion y despeje de la
incognita nuevamente.

Para calcular el area de un tridngulo rectangulo, multiplico la altura de 10.3892 cm
por la base de 5 cm y dividio entre 2. Finalmente la alumna multiplico esa area por 14, y

ese valor lo indicé como el area del heptagono (véase la figura 4.51).

Figura 4.51 Operaciones de la alumna M para determinar el area del heptagono regular

2a parte. Sobre como determiné el area y el perimetro del octagono regular
La alumna dibuj6 un octagono y dentro de éste trazo 2 triangulos rectangulos, utilizando
como base un lado del octagono. Después escribid la multiplicacion “10 x 8 = 80”, con la
que indicé que habia encontrado el perimetro.

La alumna siguio la estrategia que empled para el pentagono y el heptagono. Para
ella fue mas facil y rapido resolver el area del octagono. Primero trazé un pequefio
triangulo rectangulo en el que coloco los datos; para obtener un angulo agudo dividié
360°/16. La alumna M escribio la férmula del area de un triangulo e hizo la sustitucion

“(5-2)/2".
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Escribi6 el planteamiento para hallar la incognita con la razén trigonomeétrica
tangente. Sustituyo los datos, despejo la incognita, realizé las operaciones en la
calculadora y obtuvo “? = 12.07 cm”.

Para calcular el area del triangulo rectangulo multiplicé la altura (12.07 cm) por 5 cm
y dividié entre 2, obteniendo 30.175 cm?. No multiplicé esa area por 16 para calcular el
area del octagono, como lo hizo en los casos anteriores. Dividié 30.175 m? entre 2 y luego
multiplicd por 16 (véase la figura 4.52). Cuando se le pidi6 a la alumna que explicara lo
que realizo, observé su resultado, lo cancel6 con una linea y escribié que el area del

octagono era lo que obtuvo como area del triangulo rectangulo multiplicada por 16.

Figura 4.52 Estrategia para determinar el area del octagono regular
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3a parte. Sobre como resolvié el caso del n-agono regular
La alumna M escribidé primero que el perimetro seria la multiplicacion “n-10 = P” (como
habia expresado el perimetro para los poligonos anteriores). Enseguida hizo el esquema
de un triangulo rectangulo en el que coloco los datos; en el cateto opuesto, 5 cm, y el
angulo recto. Luego expresé que el angulo mediria 360° entre el doble de lados y lo

escribié como se observa en la figura 4.53.

Figura 4.53 Estrategia para determinar el angulo agudo de un triangulo del n-agono

regular

La alumna resolvio tranquilamente, ayudandose de las estrategias empleadas en
los casos anteriores. Plante6 la igualdad con la razén tangente con los catetos y el angulo
correspondiente, siguiendo lo que hizo con el heptagono y el octagono.

La alumna realiz6 el despeje obteniendo el valor de la altura “?”. Luego escribid la
férmula para el area de un triangulo. Después expresé que ya no sabia qué hacer porque
no se sabia nada del problema (se referia al numero de lados del poligono) y que dejando
todo indicado (el angulo y la altura obtenidos) era muy dificil resolverlo.

Se le dijo a la alumna que hasta donde habia expresado el area del triangulo
rectangulo era suficiente para resolver el problema (véase la figura 4.54) y que si queria se
podia quedar asi.

La alumna comprendié que para el area del n-agono tenia que multiplicar el area

del triangulo rectangulo “(5-?)/2” por el doble del numero de lados, que es el numero de
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triangulos rectangulos que se trazarian dentro del poligono. La alumna hizo entonces la
sustitucion de “?” por la expresion para determinar dicha area, luego encerro esa nueva

expresion entre paréntesis y en otros paréntesis, para indicar la multiplicacién, escribio 2n.

Figura 4.54 Estrategia de la alumna M para obtener la altura y el area de un triangulo del

n-agono regular

Luego regreso al principio de la expresion y escribio “A; =" diciendo que era el area
total; pero luego cambid la t por una n para expresar que era la férmula para calcular el

area de un n-agono regular de 10 cm de lado (véase la figura 4.55).

é
!‘ 3 !
\

Figura 4.55 Expresion para determinar el area del n-agono regular de 10 cm de lado
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Observaciones

- La alumna M trazé el poligono correspondiente para el heptagono y el octagono, asi
como el triangulo rectangulo con el que resolvio cada caso.

- Para calcular el angulo agudo dividié 360° entre el doble del numero de lados del
poligono, ya que desde el caso del pentagono trazé en el poligono los triangulos
rectangulos que lo formaban. Con esa estrategia se le facilitd plantear la expresion para
obtener el angulo agudo en el caso del n-agono.

- Cuando resolvi6 el area del octadgono, baso su estrategia en los pasos que siguio para el
pentagono y el heptagono; sin embargo, al hacerlo mas rapidamente realizé operaciones
de mas. Cuando respondié qué habia hecho, pudo reconocer el error y rectificar.

- La alumna M no confiaba en si misma para escribir la formula para el area del n-agono
regular.

- La escritura de la expresion del area del n-agono fue algo sencillo para la alumna cuando
se le hizo notar que ya tenia los datos para sustituir y obtener la expresion final.

- En la mayoria de las ocasiones la alumna no borré lo que realizé cuando se equivoco.
Sélo canceld con una linea lo que estaba mal.

- La expresion que la alumna M escribid para el area de un n-agono regular no la

comprob6 mediante la obtencion del area de otro poligono.

Problema 3
Sobre como resolvid el problema de la escalera
La alumna M leyé el problema y trazé un esquema; dibujé en él la ventana y luego la

escalera que formaba un triangulo rectangulo.
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La alumna dijo que con la razdn coseno podia obtener la distancia en el suelo.
Planted la igualdad “cos 65° = C. A./H”, despejo el cateto adyacente y multiplicé cos 65° x
4. La alumna dijo que hasta ahi llegaba el problema, que el resultado era 1.69 m.

Se le pregunté a la alumna qué habia obtenido y expresé que el cateto adyacente,
la distancia en el suelo. Se le preguntd si podia obtener la medida del tercer lado del
triangulo y dijo que si, pero que seria con otra razén trigonométrica.

La alumna escribié una igualdad empleando tan 65°; sin embargo, al sustituir los
datos escribié 4 en lugar de 1.69 m. La alumna no se percat6 del error. Obtuvo que el

cateto opuesto media 8.57 m y lo anotd en el esquema de la escalera.

Figura 4.56 Estrategia de M para resolver el problema de la escalera

Observaciones

- La alumna M obtuvo la distancia al suelo y le aumenté 50 cm para responder a la
pregunta del problema.

- Cuando se le propuso encontrar la altura a la que esta la ventana no empleé el dato

encontrado y se equivoco usando la hipotenusa de 4 cm.
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- La alumna hizo un esquema correcto pero no sefialdé que el angulo de 90° lo determina la
palabra “perpendicular” en el enunciado del problema.

- Para encontrar el tercer lado del triangulo, cuando se le solicito, resolvié con
trigonometria. En ese caso podia aplicar el teorema de Pitagoras.

- Cuando hizo la comprobacion de la suma (que habia hecho con la calculadora) se
equivoco al convertir 119 cm a metros, pues dividié entre 60. No relacioné que 100 cm

son un metro.

5a Entrevista
Alumno S, 20 de junio de 2008
Problema 1

Sobre como determiné el perimetro y el area del pentagono regular
El alumno S leyo el problema y escribioé después la formula del area de los poligonos
regulares. Dijo que obtener el perimetro era facil al ir sustituyendo los datos. Multiplicé
10 x 5 y escribié 50. Luego expreso: “el apotema puede ser la mitad de un lado, pero no
se puede decir sin operaciones, porque creo que mide la mitad pero no se sabe”.

El alumno sugirié que con el teorema de Pitagoras se podia saber cuanto miden los
lados de un triangulo rectangulo. Se le pidié que sefialara a qué triangulo se referia, lo
sefald y luego lo trazé a un lado. Al escribir los datos se dio cuenta de que sélo tenia un
lado y que para aplicar el teorema de Pitagoras se requerian 2 lados del triangulo
rectangulo.

Se le preguntd si conocia o si podia hacer operaciones para conocer cuanto median
los angulos. El alumno respondié que el angulo de 90° era uno. Luego dijo que para otro

de los angulos tenia que hacer una division. Escribié en la hoja del problema 360°/5 y
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obtuvo 72° usando el algoritmo. Mentalmente dividié entre 2 cuando observo que el
triangulo rectangulo era la mitad de uno de los triangulos que formaban el pentagono.

Luego dijo que era el unico que se podia obtener.

Figura 4.57 Operaciones para obtener el apotema del pentagono regular

Se le pregunt6 si con los datos que tenia del triangulo rectangulo (dos angulos y un
lado) se podia obtener el apotema. Dijo que si, porque el apotema era un cateto y que
usando las razones trigonométricas se podia. El alumno escribié de inmediato los
cocientes de lados del triangulo implicado, correspondientes a las razones trigonométricas
seno, coseno y tangente en la parte superior de la hoja. Al observarlas dijo que “podia ser
con tangente” y escribio: tan 6 = C. A./C. O., pero al comparar con las razones que

escribid en la parte superior de la hoja corrigié en el renglon de abajo: tan 6 = C. O./C. A,,
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diciendo que se habia equivocado. Luego de hacer las sustituciones, los despejes,
correcciones en los despejes y las operaciones usando la calculadora, obtuvo que el
apotema media 6.8819 cm (véase la figura 4.57).

Después de haber encontrado el apotema, regresé a la férmula del area del
pentagono regular, sustituyo el valor encontrado y realizo las operaciones
(60 x 6.88199)/2. Finalmente escribié en un rectangulo el resultado A = 172.0475, sin

sefialar que eran cm?.

Observaciones

- El alumno escribié los cocientes de lados del triangulo implicado correspondientes a las
razones trigonométricas seno, coseno y tangente para reconocer con cual calcularia el
apotema del pentagono regular.

- Algunas operaciones las resolvid con papel y lapiz aun teniendo la calculadora.

- Detecto6 en qué parte hizo un despeje incorrecto y lo corrigio. Hizo 3 despejes diferentes
para determinar con cual encontraria el cateto adyacente (esto es, el apotema).

- Después de que calcul6 el apotema, regreso a la férmula del area del pentagono y
resolvié rapidamente.

- No especificd que 50 cm era el perimetro del pentagono regular.

- No us6 unidades de medida (cm?) para el area del pentagono regular.
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Problema 2

1a parte. Sobre como obtuvo el perimetro y el area del octagono regular
El alumno S resolvio el caso del octagono antes que el del heptagono. Después de leer el
problema trazé un pequefio octagono y dijo que se basaria en el problema del pentagono.
Escribio que el area del octagono se obtendria al multiplicar “80 x a&” y dividir entre 2.

Trazo un triangulo que no parecia rectangulo y anoté en él que un angulo era recto
y que otro media 5 cm y que era el cateto opuesto. Dividié 360°/8; obtuvo 45°, que dividio
mentalmente entre 2 y obtuvo 22.5°. No anoto6 las razones trigonométricas como en el
caso del pentagono, solo escribié la igualdad empleando tan 22.5°. Aun siguiendo la
estrategia para el pentagono hizo varios despejes para llegar al valor del cateto adyacente
(véase la figura 4.58). Sus primeros errores fueron al sustituir los datos; luego despejo
correctamente, pero desconfio del resultado y al repetir el despeje le salié el mismo
resultado.

A la izquierda de la columna de sus anotaciones escribi6 el despeje del cateto
adyacente, hizo la sustitucion, y las operaciones con la calculadora. El apotema media
12.0711 (en la calculadora), pero el alumno solo escribi6é 2.0711 sin darse cuenta del
error.

El alumno S regresé a la formula del area del octagono, multiplico el perimetro
80 cm por el apotema 2.0711 y dividié entre 2. Escribi6é que el area del octagono era
82.8440 (sin cm?). El error del alumno consistié en no verificar si escribié el mismo nimero

que aparecio en la pantalla de la calculadora cuando calcul6 el apotema.
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Figura 4.58 Operaciones para obtener el apotema (C. A.) del octagono regular

2a parte. Sobre como obtuvo el area y perimetro del heptagono
Al alumno se le complico realizar el trazo del heptagono; sin embargo, sélo lo hizo una vez
y asi lo dejo. Senalé que cada lado media 10 cm. Luego escribio la férmula del area 'y
sustituyd el perimetro por 70 cm y dejo indicadas las operaciones (70 x a)/2.

Mas abajo en la hoja de trabajo trazé un triangulo rectangulo en el que un cateto
media 5 cm. Para obtener el angulo agudo que le ayudaria a calcular la hipotenusa, el
alumno intentd dividir 360° entre 7. Cuando iba a empezar con el procedimiento del
algoritmo de la division, decidié hacerlo con la calculadora. Obtuvo 51.4286° y lo anotd en
el esquema. Cuando se percato de que le faltaba dividir entre 2, canceld el nimero con
una linea y realiz6 la division con la calculadora (véase la figura 4.59)

El alumno plante6 una igualdad utilizando tan 25.71° para calcular el cateto

adyacente (que era el apotema). A diferencia de los casos anteriores, despejo y calculd sin
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errores el cateto adyacente. En la figura 4.60 se observa que cuando despejo por ultimo al
cateto adyacente, escribié solo 5/25.71°, pero al hacer la division en la calculadora escribio

5/tan 25.71°.

AASET TR
_7,’ 1 x,f/_,_f‘i;i- —
>, [:: C._f.

Figura 4.59 Esquema de un triangulo rectangulo que forma al heptagono regular

Figura 4.60 Estrategia para calcular el apotema del heptagono regular
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El alumno calculd el area del heptagono sin anotar las operaciones en la hoja de
trabajo, lo hizo directamente en la calculadora. Multiplicé 70 cm del perimetro por

10.3846 cm del apotema. No escribié el resultado en cm?.

3a parte. Sobre cémo obtuvo el perimetro y el area del n-agono
El alumno no realizé algun esquema. Dijo que el perimetro se obtendria como en los
casos anteriores. Se baso en las hojas de trabajo del heptagono y del octagono para
escribir qué era el perimetro; se confundié con la férmula del area de los poligonos que
escribio al principio en cada caso. Después se le pregunté cdmo habia calculado sélo el

perimetro, y escribid su respuesta (véase la figura 4.61).

Figura 4.61 Formula del alumno S para el perimetro del n-agono regular

Se le pregunto al alumno si podia cambiar “numero de lados” escribiéndolo de otra
forma. El alumno respondidé que si y lo cambid; volvio a escribir P = 10 x a, sustituyendo la
expresion por una letra. Luego dijo que esa a podia confundirse con la a de apotema y
expreso el numero de lados con la letra i.

El alumno dibujé el triangulo rectangulo que le ayudaria a encontrar el apotema.
Para completar las medidas en el triangulo, fue escribiendo lo que hizo en los casos

anteriores. Lo que escribid lo hizo de manera textual, no con expresiones algebraicas.
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Escribié que habia dividido 360°/2N. El alumno expres6 que N, al igual que i, representaba

el numero de lados (véase la figura 4.62).

Figura 4.62 Expresiones para determinar el angulo agudo de un triangulo rectangulo en un

n-agono regular

Cuando el alumno dijo que ya tenia el angulo agudo que necesitaba para calcular el
apotema, escribié una igualdad con tan (360°/2N). Realizo la sustitucién y despeje para el

cateto adyacente, que era el apotema (véase la figura 4.63).

Figura 4.63 Apotema de un n-agono regular de 10 cm de lado

El alumno regreso a la formula del area del n-agono (P x a)/2 y dijo que ya tenia las
expresiones que se sustituirian en el perimetro y en el apotema. Luego dijo que podia
dejar indicada el area del n-agono. Empez6 a hacer la sustitucién en el centro de la hoja;

al terminar se le pregunto cual era el area del n-agono regular y el alumno tomé otra hoja y
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copio la férmula que habia escrito, agregd que ésa era el area del n-agono (véase la figura

4.64).

Hoja 1. Resolucion del area del n-agono

W) LB

[ Ac

Hoja 2. Resolucion del area del n-agono

Figura 4.64 Area del n-4gono regular de 10 cm de lado

Se le preguntd al alumno si era valido que en una misma expresion 2 letras
signifiquen lo mismo (ya que en su férmula N e j significan “numero de lados”). Contesto
que si, ya que “uno puede usar la letra que se le venga a la cabeza”. Al sustituir lo que
obtuvo en el apotema, S escribidé “tan 360°/2N” (véase la figura 4.64) en lugar de “tan
(360°/2N)”. Se le pidi6 al alumno verificar su férmula con uno de los poligonos, asi que
probo su férmula en el pentagono y su resultado fue correcto. Al hacer las operaciones por
partes el alumno recordd, aunque no corrigid, que el angulo se obtenia de dividir 360°

entre el doble del numero de lados y que al numero resultante le calculaba la tangente.
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Observaciones

- El alumno S comprendié que el apotema se obtenia de un triangulo rectangulo que forma
parte de los poligonos regulares.

- Tuvo muchas dificultades al realizar los despejes.

- Después de haber resuelto el pentagono, ya no escribio las razones trigonomeétricas para
determinar la que empled en la resolucion del apotema para el heptagono, el octagono y
el n-agono.

- Tuvo muy claro el proceso para encontrar el perimetro y el area en cada poligono
regular; sin embargo, aun no tenia el lenguaje algebraico para expresar lo que hizo.

- El alumno se apoy6 en los casos anteriores hasta que obtuvo la expresién algebraica
qgue diera a entender lo mismo que hizo.

- Aunque tuvo dificultades en la sustitucion de los datos y en el despeje del cateto
adyacente en el caso del octagono, cuando resolvié el heptagono y el n-agono lo hizo sin
titubear tanto.

- El alumno expreso6 que no recordaba bien las funciones trigonométricas y dijo que

utilizandolas se las aprendia mas.

Problema 3
Sobre como resolvid el problema de la escalera
El alumno hizo un esquema, y luego lo corrigié porque no se formaba un triangulo
rectangulo. Hizo un nuevo esquema con un triangulo rectangulo y a la hipotenusa le anoté
“4 m”, al angulo recto, “90°”, y al angulo agudo en el suelo de su esquema, “65°”.

Se le pregunté por qué habia dibujado un angulo recto; el alumno respondié que en

el problema asi lo decia. Comenz6 a leer el problema para mostrar la parte en que se
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mencionaba el dato. Cuando llegé a la frase “la pared es perpendicular al suelo”, el
alumno trazé otro triangulo en el que los segmentos que representaban la pared y la
escalera eran inclinados uno hacia otro. Luego dijo que el problema no podia resolverse,
ya que en el esquema solo se veia un angulo (65°) y un lado (4 m), y que ademas no

habia un triangulo rectangulo (véase la figura 4.65)

- » B

Figura 4.65 Esquemas sobre el problema de la escalera

Aunque el alumno habia mencionado que no podia resolver el problema, hizo una
serie de operaciones con la calculadora para determinar la distancia solicitada (véase el
anexo 10). El alumno dividié en la hoja de trabajo 65°/4 m. Obtuvo 16.25 y dijo que a ese
valor le tenia que restar 50 cm. Escribi6 la division 16.25/2 (aunque habia mencionado que
restaria) y con la calculadora obtuvo 8.1250. El alumno determiné que la escalera
quedaba a 8.1250, aunque no lo indico ni le agregé unidades de medida (véase la figura

4.66).
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Figura 4.66 Operaciones para calcular la distancia a la que se separa la escalera

Observaciones

- El vocabulario en el problema limité al alumno para resolverlo. Textualmente no se
mencionaba un angulo de 90°; sin embargo, se aclaraba que la pared del edificio era
perpendicular al suelo.

- No obtuvo la distancia del edificio a la escalera e inventd operaciones entre magnitudes
diferentes, que no lo llevaban a la respuesta. Sélo empled los datos del problema en una
operacion sin saber si se podia 0 no, es decir, dividié grados sexagesimales entre metros

y a su resultado no le anoté alguna unidad de medida.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES

En este capitulo se exponen las conclusiones en tres apartados. El primero de ellos es
“Conclusiones obtenidas de la aplicacion de la secuencia de actividades en el grupo de
trabajo”, en el que se muestra lo obtenido en seis dias de resolucién de problemas con el
grupo de trabajo. En el segundo apartado, “Conclusiones sobre las estrategias que
emplearon los alumnos en la resolucién de problemas de trigonometria durante las
entrevistas”, se describe lo obtenido en las 5 entrevistas aplicadas a los alumnos
seleccionados del grupo de trabajo. En el tercer apartado, “Conclusiones generales”, se
expone lo obtenido de la realizacion de esta investigacion de tesis de maestria con
respecto a las estrategias de los alumnos de tercer grado de educacién secundaria, que

participaron como sujetos, en la resolucion de problemas de trigonometria.

185



Conclusiones obtenidas de la aplicacion de la secuencia de actividades en el grupo de

trabajo

Dia 1 con el grupo de trabajo
Tanto en el Libro para el maestro de matematicas (Alarcon et al., 2001) como en el
Fichero de Actividades Didacticas (SEP, 2001) (o que se indique en el programa de 2006)
se requiere incluir algun problema o actividad que sirva para que los alumnos descubran
las razones trigonométricas. Con ese fin se adapto la actividad propuesta en
“Orientaciones didacticas” del tema 4.3 del programa de matematicas de educacion
secundaria (SEP, 2006, p. 132) para la investigacion de esta tesis.

El uso de la calculadora facilité la obtencién de resultados de razones entre lados
de un triangulo rectangulo. El ahorro de tiempo en el calculo de operaciones genero
mayor reflexién en la comparacion de resultados; en el primer dia de clase con los
alumnos del grupo de trabajo se llegd a formalizar que las razones entre las longitudes de
2 lados de un triangulo rectangulo dependen de la medida del angulo agudo que se tome

como referencia.

Dia 2 con el grupo de trabajo
Los alumnos reconocieron algunas caracteristicas de los triangulos semejantes aunque
no expresaron formalmente uno u otro criterio. Principalmente reconocieron que hay
semejanza cuando los angulos interiores del triangulo son iguales.
Se les dificulto reflexionar acerca de que las razones entre la longitud de 2 lados de
un triangulo dependen del angulo; por ejemplo, cuando se les pregunto si era falso o

verdadero que al dividir la longitud del cateto opuesto entre la del cateto adyacente, con
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respecto al angulo de 40° en un triangulo rectangulo, el resultado siempre seria
aproximadamente 0.84. Aun cuando se formalizo en la clase del primer dia, al
preguntarles nuevamente fue necesario exponer las justificaciones de los alumnos sobre
sus diferentes respuestas.

Se pueden plantear problemas a los alumnos de modo que relacionen los temas de

trigonometria con los temas tratados con anterioridad en la clase de matematicas.

Dia 3 con el grupo de trabajo
Aunque no se solicito a los alumnos calculadora cientifica, algunos se interesaron en
llevar una a la clase. En el grupo de trabajo se expresaron 3 estrategias diferentes no
convencionales para determinar el angulo de mayor elevaciéon entre 2 rampas (triangulos
rectangulos); los alumnos emplearon sus conocimientos previos relacionando el area de
cada triangulo con el angulo de elevacion (de las rampas), o aplicaron el teorema de
Pitagoras para comparar los segmentos correspondientes a la hipotenusa. Otros alumnos
trazaron los triangulos de las rampas a escala y compararon los angulos para determinar
cual tenia una elevacién mayor.

Se puede orientar a los alumnos para que descubran el uso de las razones
trigonométricas. En el caso de la actividad de las rampas, se pidié a los alumnos que
revisaran la tabla de razones trigonométricas. El resultado fue que relacionaron los
cocientes de la columna “tangente” con el angulo de elevacion de las rampas.

Es necesario que los alumnos dominen la jerarquia de las operaciones. Tener clara
esta jerarquia ayuda a indicar correctamente las operaciones en la calculadora y a

obtener un resultado correcto de lo que se quiere calcular.
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Dia 4 con el grupo de trabajo
Al principio de la resolucion de triangulos rectangulos los alumnos utilizaron el teorema de
Pitagoras para encontrar el tercer lado. Conforme se familiarizaron con las razones
trigonométricas, las emplean como una nueva estrategia para calcular el tercer lado de un
triangulo rectangulo cuando se conocen 2 de sus lados.

Al principio del tratamiento del tema hubo confusion en las ecuaciones en las que
los alumnos tenian que despejar las razones trigonométricas, pues separaban los
nombres de las razones del angulo que les correspondia.

El empleo de la calculadora en lugar de la tabla de razones trigonométricas permitié
que los alumnos reconocieran que no soélo se obtienen angulos exactos. Asimismo, el uso
de la calculadora cientifica facilité la determinacién de los angulos agudos en los casos en
gue no se conocia mas que el angulo recto.

Los alumnos mostraron dificultad cuando se requirié que hicieran despejes en
ecuaciones en las que el valor que se debia calcular aparecia en el denominador.

Para la mayoria de los alumnos fue necesario hacer un esquema del triangulo
cuando resolvian triangulos rectangulos. Cuando solo se desconocia un angulo en la
resolucion de triangulos rectangulos, los alumnos calculaban su medida con operaciones

mentalmente.

Dia 5 con el grupo de trabajo
Cuando los alumnos trabajaban en equipo para resolver problemas, el grupo tenia mayor
oportunidad de socializacion. Las estrategias de resolucion de problemas fueron muy

parecidas.
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Los alumnos no estaban habituados a redactar una oracién en la que se dé
respuesta a la pregunta del problema. Sus respuestas se limitaban a encerrar en un
rectangulo los valores numéricos encontrados.

Algunos alumnos se familiarizaron con el uso de la calculadora cientifica y probaron
la obtencion de resultados ingresando en un solo paso todas las operaciones que se

tenian que realizar.

Dia 6 con el grupo de trabajo
Cuando los alumnos trabajaron individualmente resolviendo los problemas de
trigonometria propuestos al grupo, se pudo distinguir a los que trabajaban rapidamente
porque comprendian el tema de estudio y podian aplicarlo en la resolucién de problemas.
Se distingui6 también a aquellos alumnos para quienes resolver un problema era una
dificultad, ya sea a causa de su débil aprendizaje o porque su poca comprension del tema,
0 que su capital cultural no los relacionaba con la situacién del problema y no lo entendian,
o por la falta de herramientas como el algebra para plantear una ecuacion y despejar.

Los alumnos se confundieron en la resolucién de problemas en los que se requeria
encontrar algunos angulos y segmentos que no formaban parte de la respuesta a la
pregunta planteada. Los resultados parciales se interpretaron como la resolucion final del
problema. Para algunos alumnos resulté mas practico resolver triangulos rectangulos que

aplicar esos procedimientos en la resolucién de problemas.
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Conclusiones sobre las estrategias que emplearon los alumnos en la resolucion de

problemas de trigonometria durante las entrevistas

Primera entrevista
La alumna de la primera entrevista tenia conocimientos previos a la trigopnometria
deficientes, como lo relacionado a tridngulos rectangulos, despeje de ecuaciones,
obtencion del area de un poligono regular, definicion de angulos centrales, trazo de
poligonos regulares, definicion y uso del apotema.

También tenia obstaculos relacionados con el conocimiento de las razones
trigonométricas. En una ocasion, al resolver el primer problema, la alumna U dudé sobre
“sen 36°”, creyendo que se referia a un producto “(sen) (36°)”, como si la razén seno por
si sola tuviera un valor numérico.

Cabe sefialar que para la resolucién de problemas trigonométricos es basico tener
un dominio de los cocientes que forman las razones trigonométricas, ya que al invertir uno
de estos cocientes se obtiene una razén inversa a la planteada originalmente, como le
sucedio a la alumna U en el problema 3, sobre la distancia de la base de una escalera a
la base de un edificio.

Por otra parte, la alumna borré los errores que cometia al resolver un problema; en
general lo hizo en todos los problemas. Esta situacién puede provocar que maestros y
alumnos se acostumbren a no decir las estrategias empleadas para obtener un resultado
valido. Las estrategias omitidas son parte de la resolucion de problemas, y no deberian
ser eliminadas, ya que muestran el pensamiento del alumno, dejando huella de los
conocimientos que mas usa o relaciona en el momento de resolver determinado

problema.
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Segunda entrevista
El esquema planteado en el problema del pentagono dio a la alumna K una orientacién
para calcular el apotema. Se observo que para la alumna K en un esquema correcto de
un triangulo rectangulo debia ubicarse el angulo recto en la parte inferior y del lado
izquierdo.

El despeje de la incognita en ecuaciones en las que aquélla se encuentra en el
denominador fue un factor de error al resolver ecuaciones de las razones trigonométricas.

En los problemas del area de un pentagono, un heptagono y un octagono, la mayor
dificultad fue calcular el apotema, lo cual a su vez implicaba determinar la medida de un
angulo desconocido relacionado con el numero de lados del poligono que se tratara.
También se omitieron los resultados expresados con unidades de medida (cm y cm?).

Después de que el problema del area del pentagono regular fue resuelto por la
alumna K, empleo el aprendizaje obtenido para aplicar la estrategia de resolucion de
manera mecanica o de repaso en los demas poligonos regulares, incluso para el n-4gono
regular.

Para expresar la formula del area del n-agono regular (de 10 cm de lado) se requirio
hacer un recuento de todas las estrategias empleadas en cada uno de los poligonos,
ademas de saber expresar esas acciones en términos algebraicos.

El planteamiento de un esquema cercano a la realidad del problema permite
descubrir una estrategia que culmine en la resolucién del mismo. La alumna diseid

esquemas tanto del problema de la escalera como de su solucion.
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El conocimiento de las razones trigonométricas y del teorema de Pitagoras para
resolver un problema, permite elegir uno de éstos como recurso en la resolucién y el otro

como recurso de comprobacion.

Tercera entrevista

Al alumno B le resulté complicado distinguir en qué casos se podian emplear las razones
trigonométricas para determinar la longitud de un lado en un triangulo rectangulo. Una vez
identificado el triangulo rectangulo, calculado el angulo agudo y sefialado el lado que se
buscaba, podia determinar con cual razén trigonométrica calcularlo.

No es necesario sustituir varias formulas sencillas para crear una formula compleja
que indique codmo se obtiene el area del n-agono regular de 10 cm de lado.

En el problema de la escalera se confundieron los resultados parciales con la
distancia que se buscaba. En la lectura del problema, su resolucion parece ser sencilla y
de pocos pasos. El analisis de qué resultados se obtienen con respecto a lo que se

pregunta causaria menor confusién en los alumnos.

Cuarta entrevista
El esquema planteado para el problema del area del pentagono regular orienté a la
alumna M a dividirlo en 10 triangulos rectangulos; para decidir que uno de ellos era
suficiente para determinar la altura (el apotema) con la que se calcularia el area, primero
de un triangulo y luego del pentagono.
Cuando aun no se ha logrado el dominio de las razones trigonométricas, al alumno
le sirve escribirlas a un lado del planteamiento del problema y decidir después con cual se

resuelve el problema.
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Resolver mecanicamente un problema (aplicando una estrategia conocida) puede
hacer que se confie en los resultados obtenidos sin rectificar el procedimiento que se
siguid para llegar a ellos.

Es dificil para los alumnos explicarse por qué si se puede “calcular” el area de un
n-agono (esto es, generalizar el calculo del area de cualquier poligono regular), si se
desconoce todo: numero de lados, longitud de cada lado, apotema. La alumna M no creia
posible escribir una formula para obtener el area, aunque ya habia expresado el
perimetro, el angulo y el area de los triangulos dentro del poligono.

En el problema de la escalera la informacion llevo a la alumna a calcular, en un
principio, cuanto media cada lado del triangulo que se formaba. Después no se considerd
que al mover la escalera hacia abajo de la ventana en el triangulo cambiaban los angulos
(se forma un triangulo diferente, no semejante), y ya no es suficiente con restar y sumar

50 cm a los lados del triangulo anterior.

Quinta entrevista
Fue necesario para el alumno escribir los cocientes de lados del triangulo implicado en el
problema, correspondientes a las razones trigonométricas seno, coseno y tangente, para
decidir después cual de ellas le ayudaria en la resolucion del problema.

Resulté sencillo plantear una igualdad con las razones trigopnométricas en la que se
pudiera calcular el lado requerido en el problema. Después, no hubo claridad en los
despejes, sobre todo cuando habia cocientes y la incognita estaba en el denominador.

Para expresar el perimetro y el area del n-agono regular el alumno S tenia claro el
proceso que habia seguido, pero no poseia el lenguaje algebraico adecuado para

expresar lo que hizo.
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En el caso del problema de la escalera, el alumno S no lo resolvié a causa de que
desconocia el significado de “perpendicular” (que en el problema aseguraba que se
formaba un triangulo rectangulo entre el suelo, el edificio y la escalera del problema).

En los cuadros que se presentan en la siguiente seccion se describen las 6
estrategias posibles para la resolucion de los problemas de trigonometria segun los datos
que se proporcionan. También se describen otras 21 estrategias en la resolucién de
problemas de trigonometria surgidas durante las entrevistas a 5 alumnos de tercer grado
de educacion secundaria. En total se describen 27 estrategias que los alumnos emplearon

durante la resolucion de problemas de trigonometria.

Estrategias de los alumnos en la resolucion de problemas de trigonometria

Cuadro 5.1 Tipo de estrategias posibles en la resolucién de problemas de trigonometria

Tipo de Estrategia Descripcion
problema
LL T Al tener 2 lados de un triangulo rectangulo,
(lado — Resuelve con razones | encuentra el tercer lado empleando las razones
trigonomeétricas trigonométricas
lado)
NT Al tener 2 lados de un triangulo rectangulo,

Resuelve sin recurrira | encuentra el tercer lado empleando (i) el

razones teorema de Pitagoras, (ii) escalas, o (iii) algun

trigonometricas otro procedimiento

[Continua]
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Cuadro 5.1 [Concluye]

AL
(dngulo —

lado)

C
Para obtener el angulo
agudo que falta usa la
complementariedad de

los dos angulos agudos

Obtiene el angulo agudo faltante por medio de
una resta del angulo recto menos el angulo
conocido, o bien calcula el angulo que sumado

a los dos angulos conocidos dé en total 180°

A
Da prioridad al angulo

agudo conocido

Para calcular un cateto o la hipotenusa faltante
emplea una razon trigonométrica en la que usa
el angulo agudo conocido (sin considerar que
puede usarse el angulo agudo obtenido en la

estrategia anterior)

T Una vez obtenido un segundo lado del triangulo
Resuelve con razones | rectangulo del problema, emplea razones
trigonomeétricas trigonométricas para calcular el tercer lado

NT
Resuelve sin recurrira | Una vez obtenido un segundo lado del triangulo
razones rectangulo del problema, emplea el teorema de
trigonométricas

Pitagoras para calcular el tercer lado

195




Oftras estrategias en la resolucion de los problemas de trigonometria surgidas durante las

entrevistas a 5 alumnos de tercer grado de educacion secundaria

Cuadro 5.2 Estrategias encontradas en la resolucion del Problema 1 (Tipo AL)

Estrategia Descripcion
Triangulacion del Usa la figura del pentagono regular para trazar triangulos
pentagono regular cuyos lados son radios de la circunferencia que

circunscribe al poligono y triangulos rectangulos (usando

el apotema) a partir de los cuales plantea la resolucion del

problema

(5 alumnos)
Suma de areas de Emplea la suma de areas de los triangulos formados
triangulos dentro del pentagono regular; no usa la formula del area

P xa

de un poligono regular: A =

(5 alumnos)

Determinacion del angulo | Mediante tanteo, trata de determinar la medida del angulo
central del poligono central que subtiende al lado del poligono

(1 alumno)

360° entre el numero de | Para calcular la medida del angulo central divide 360°
lados entre el numero de lados del poligono (5) y con ello
obtiene que mide 72°

(4 alumnos)

[Continua]
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Cuadro 5.2 [Concluye]

Estrategia

Descripcion

T
Uso de razones

trigonomeétricas

Calcula con razones trigopnométricas el apotema del
poligono (la altura de uno de los triangulos en que se
descompuso el poligono: la que va del centro del poligono
a uno de sus lados)

(5 alumnos)

Cuadro 5.3 Estrategias encontradas en la resolucién del Problema 2 (tipo AL)

Estrategia

Descripcion

Realiza un esquema
semejante al del

Problema 1

Realiza el esquema de acuerdo con las caracteristicas que
sefnala el problema y toma en cuenta el esquema del
Problema 1

(4 alumnos)

Solo realiza el esquema

del triangulo rectangulo

El esquema que realiza incluye so6lo al triangulo rectangulo
con el que ilustra que la incégnita es la apotema, no
incluye al poligono regular del problema

(1 alumno)

360°

Para obtener el angulo central del poligono regular divide
360° entre el numero de lados

(5 alumnos)

[Continua]
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Cuadro 5.3 [Continua]

Estrategia

Descripcion

Olvida emplear

360°
2n

No toma en cuenta que el angulo agudo con el que obtiene
la altura del triangulo es la mitad del angulo central con el

que se forma cada lado del poligono; es decir, cada angulo
para calcular la altura (apotema) en los triangulos trazados
mide 360° entre el doble del numero de lados del poligono

(1 alumno)

Recuerda emplear

360°
2n

Si toma en cuenta que el angulo agudo con el que obtiene
la altura del triangulo es la mitad del angulo central con el
que se forma cada lado del poligono; es decir, cada angulo
para calcular la altura (apotema) mide 360° entre el doble
del numero de lados del poligono

(4 alumnos)

Usa la féormula del area

de un poligono regular

Si usa la formula del area de un poligono regular,

P Xa
A=

, aun cuando solo haga las operaciones

multiplicando el perimetro por la altura obtenida (apotema)
y divida entre 2 el resultado

(1 alumno)

[Continual]
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Cuadro 5.3 [Concluye]

Estrategia

Descripcion

Resuelve copiando sus
propias estrategias de un

problema a otro

Considera que los problemas del area de un heptagono y
de un octagono regulares son muy parecidos al del
pentagono regular; los resuelve de manera muy similar,
casi repitiendo o copiando los pasos que empled en el
caso del pentagono regular; con esta estrategia se le
facilita obtener el area por un camino ya explorado

(5 alumnos)

Omision del esquema del
poligono regular que

representa al n-agono

Después de resolver problemas parecidos, omite el
esquema del poligono regular que representa al n-agono y
se limita al trazo del triangulo rectangulo util para calcular
la altura de cada triangulo (el apotema) y con esa altura
calcular el area pedida

(5 alumnos)

Copia procedimientos
para obtener el area de

un n-agono

Sigue los pasos que empled en la resolucion de los
problemas anteriores del area de diferentes poligonos
regulares; copia sus procedimientos de un problema a
otro, comprobando sus estrategias para llegar a la
obtencion del caso general del area de un poligono regular

(5 alumnos)
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Cuadro 5.4 Estrategias encontradas en la resolucién del Problema 3 (LAy LL)

Estrategia

Descripcion

Trazo de un esquema que

representa al problema

Realiza el esquema de acuerdo con las
caracteristicas que sefala el problema y de
acuerdo con su concepto de perpendicularidad

(5 alumnos)

Calcula primero la distancia

del suelo a la ventana

Determina primero la distancia del suelo a la
ventana del edificio; con esta estrategia toma en
cuenta que primero se debe conocer esta
distancia para recorrer la escalera 50 cm hacia
abajo

(2 alumnos)

Calcula primero la distancia
de la base del edificio a la

base de la escalera

Determina primero la distancia de la base del
edificio a la base de la escalera; con esta
estrategia podria sélo recorrer (aumentando)
50 cm la distancia para obtener la distancia a la
que debe quedar la escalera después de ser
recorrida 50 cm hacia abajo de la ventana

(3 alumnos)
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Cuadro 5.4 [Continua]

Estrategia Descripcion

Recorre 50 cm (sumando o Después de calcular las distancias de la base de
restando) a los lados la escalera a la base del edificio y la distancia del
obtenidos suelo a la ventana, aumenta la primera y
disminuye la segunda para resolver el problema;
con esta estrategia omite que los angulos van a
cambiar, que no aumentara en un lado la misma
distancia que disminuira en otro de los lados del
triangulo formado por la escalera de 4 m, la pared

del edificio y el suelo

(3 alumnos)
Resta 50 cm s6lo a la Resta 50 cm a la distancia del suelo a la ventana;
distancia del suelo a la no aumenta esta cantidad al otro lado encontrado
ventana (2 alumnos)
Forma un triangulo Forma un nuevo triangulo rectangulo
rectangulo diferente del considerando el lado formado por la escalera de
original planteado en el 4 m, el lado formado por la distancia del suelo a la
problema ventana menos 50 cm y el tercer lado, que es la

incégnita del problema

(2 alumnos)

[Continua]
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Cuadro 5.4 [Concluye]

Estrategia

Descripcion

Determina la distancia
buscada con el teorema de

Pitagoras

Con los lados del triangulo rectangulo formado por
la escalera de 4 m y el lado de la distancia del
suelo a la ventana menos 50 cm, encuentra el
tercer lado empleando el teorema de Pitagoras

(1 alumno)

Determina las distancias
buscadas en el problema
empleando razones

trigonométricas

Resuelve el triangulo rectangulo formado por la
escalera de 4 m y el lado formado por la distancia
del suelo a la ventana menos 50 cm, sin
considerar que los angulos interiores han
cambiado; emplea las razones trigonométricas del
angulo de 65°, que originalmente aparece en el
problema

(1 alumno)

1.- Con base en el analisis de los problemas de trigopnometria que plantea el Libro para el

maestro (Alarcon et al., 2001) en relacion a los temas de trigonometria en el Programa

Conclusiones generales

de estudios de 2006, aunado a los ajustes y la aplicacién de la secuencia de

actividades, se concluye que dichos problemas no se presentan organizados en una

secuencia que favorezca la reflexion y busqueda de nuevos procedimientos que
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aproximen a los alumnos hacia la formalizacién de conocimientos matematicos. En

general, los problemas de trigonometria que ahi se presentan tienen diferentes grados

de dificultad para los alumnos. Sin embargo, fue posible hacer adecuaciones a los
problemas y organizarlos en una secuencia para lograr que los alumnos del grupo de
trabajo resolvieran los problemas mas complejos.

2.- Se encontro poca solidez respecto a los conocimientos de los alumnos del grupo de
trabajo que participaron en las entrevistas al resolver los problemas del area y el
perimetro de poligonos regulares. Hace falta mas que una propuesta como la
secuencia de actividades (con problemas de trigonometria) para lograr que los
alumnos reflexionen y busquen nuevos procedimientos en la resolucién de problemas.

3.- Los aprendizajes obtenidos por los alumnos de tercer grado de educacién secundaria
con sus procesos de resoluciéon de problemas de trigonometria propuestos en esta
investigacion son principalmente:

- El desarrollo de estrategias de resolucion de problemas de trigonometria. Hubo
alumnos que mostraron un avance en el nivel de desarrollo de sus estrategias, como
disefiar un plan de resolucion, llevarlo a cabo y, en los mejores casos, hacer una
revision de la estrategia puesta en practica.

- La realizacion de diferentes tipos de estrategias para resolver un problema,
empleando la trigonometria y el teorema de Pitagoras (complementando la
resolucion de un problema); el desarrollo de esquemas utiles para explicar el
planteamiento del problema y en otros casos la esquematizacion del resultado
obtenido.

- El uso de conceptos y conocimientos matematicos como: el apotema, la obtencion del

area de un poligono regular, como expresar generalizaciones, el uso del teorema de
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4.

Pitagoras, las relaciones entre los cocientes de dos lados de un triangulo rectangulo,
la suma de los angulos interiores de un triangulo, el significado de “perpendicular”, la
esquematizacion de triangulos rectangulos en situaciones de la realidad (puentes,
edificios, naves, cohetes, etcétera).
Los problemas de trigonometria propuestos en el Fichero de Actividades Didacticas de
matematicas (Espinosa, 2000) estan organizados en temas, y éstos a su vez en
actividades. Dichos problemas de trigopnometria son los mismos que los propuestos en
el Libro para el maestro (Alarcon et al., 2001) pero el orden y forma en que son
planteadas las actividades (en el FAD) hacen que aumente el nivel de complejidad
para que los alumnos las resuelvan sin antecedentes. Es decir, los alumnos
dificilmente resuelven los problemas de trigonometria como se organizaron el Fichero
de Actividades Didacticas (Espinosa, 2000) y se requiere de otros problemas que se
planteen con anterioridad para que los alumnos puedan ir aumentando su nivel de
resolucion de problemas, en especial los que se presentan en relacién a los poligonos
regulares.
Los problemas de “poligonos y trigonometria” se aplicaron a los alumnos en las
entrevistas organizados en una secuencia, desde el mas sencillo al mas complejo por
el numero de lados; es quiza ésta una de las razones por la que los alumnos se
entrenaron y desarrollaron estrategias que les permitieron resolver el problema mas
complejo de determinar el area del n-agono. Desde la primera sesion con los alumnos
del grupo de trabajo los problemas se presentaron organizados en una secuencia que
los llevé a resolverlos primero en grupo, después en equipos de 2y 3 alumnos y en la

ultima sesioén individualmente.
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En esta investigacion se encontré que no fue sencillo para los alumnos obtener la
férmula del area para un n-agono regular (la generalizacion del area de un poligono
regular). Antes de resolver este problema, los alumnos resolvieron otros del mismo tipo, en
los cuales calcularon el perimetro y el area de un pentagono regular, un heptagono regular
y un octagono regular. Al hacerles preguntas respecto a sus estrategias de resolucion, los
alumnos describieron lo que hicieron en comun en cada caso y asi fueron expresando sus

ideas hasta llegar a la generalizacién: el area de un poligono regular.
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Anexo 1. Oficio de solicitud de permiso para realizar la secuencia de actividades

. México, D, F. a 28 de abril de 2008
o4 ION OPERATIV
0 1 3 25 1 ! J#u:gml. f{ém:g s(v}ASlmﬁw:mhc d de permiso
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C. Profra. Concepeion Villa y Davila ,,_1 z 1 j

Directora Operativa No. 1

La que suscribe Profra. Reyes Cruz Xochitl Yaraseth con filiacion RECX801014HK4, con
CURP RECX801014MPLYRCO09, claves presupuestales: 110071352 EO36219.0093775 y
110071352 EO36201.0091523, actualmente de beca comisién, adscrita al centro de trabajo
09DES0096K, “Escuela Secundaria Diurna No. 96 “Dr. Enrique Herrera Moreno” ubicada en
Calzada México — Tacuba No. 213, Col. Un Hogar para Nosotros, Del. Miguel Hidalgo, C. P.
11330 solicito a usted su apoyo para que me sea autorizado el acceso a la Escuela Secundaria
96, arriba mencionada, para realizar el trabajo de campo del proyecto de tesis de maestria
“Resolucién de problemas de Trigonometria: Estrategias de alumnos de educacién secundaria”,
¢l cual requiere de video grabaciones para el anélisis de los datos obtenidos durante las sesiones
de trabajo y entrevistas a los alumnos a través de problemas de trigonometria.

El estudio piloto se llevo a cabo en la misma, con la autorizacion del profesor de grupo del 3°
“E™ C. Enrique Ortiz Leén y la directora C. Profra. Martha A. Gomez Soto en enero de 2008.
Para continuar con el trabajo de campo iniciado reitero mi solicitud de autorizacién y apoyo

para llevar a buen término dicho proyecto en los meses de mayo y junio de 2008.

ATENTA

C.C.P. Profra. Soledad Herrera Ramirez

312352
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Anexo 2. Autorizacién para realizar la aplicacion de la secuencia de actividades

Oficio No. D. 0. 1/ATP/2092/2008

“2008, ARO DE LA EDUCACION FISICA Y EL DEPORTE"
DIRECCION GENERAL DE OPERACION DE SERVICIOS EDUCATIVOS
COORDINACION SECTORIAL DE EDUCACION SECUNDARIA
DIRECCION OPERATIVA 1

Profa. Ma. Luisa Acosta Aguilar México, D.F., a13 de mayo de 2008.
Inspectora General de la Zona Escolar LXIV
Presente

Por medio del presente me dirijo a Usted de la manera mas atenta, para hacer de su conocimiento que ha
sido autorizada la Profa. Xéchitl Yaraseth Reyes Cruz, para llevar a cabo el trabajo de campo del proyecto
de tesis de maestria “Resolucién de problemas de Trigonometria: estrategias de alumnos de educacién
secundaria”, en la Es1 — 96 “Dr. Enrique Herrera Moreno” Turno Matutino.

Por lo anterior, solicito su valiosa y oportuna intervencién, girando las indicaciones pertinentes con los
directivos del plantel de la zona escolar a su digno cargo, a fin de permitir el acceso de la profesora en
comento para realizar su trabajo de estudio, de acuerdo a las fechas que en su oportunidad ella determine
de manera conjunta con la directora de la escuela, sin afectar las actividades cotidianas de la comunidad
educativa.

Sin otro particular, aprovecho la ocasién para enviarle un afectuoso saludo.

Atentamente

e
Profa. Maria Con¢ '6:5%“%“&%&%%5“

ir i INAGION SECTORIAL 08
S operatlva * © EDUCACION SECUNDARIA
DIRECCION APERATIVA NUSR S

RENTO JUAREZ
MGHEL HIDALGN

NA.G6
OREND

). F

C.c.p- Profa. Soledad Herrera Ramirez.- Directora de la ES1 — g6 “Dr. Enrique Herrera Moreno .- Presente
Profa. Xéchitl Yaraseth Reyes Cruz.- Interesada

Av. Maestro Rural No. 57, Col. Un Hogar para Nosotros, C. P. 11340, Delegacién
Miguel Hidalgo, Tel. 53-41-18-34 y 53-41-50-76
Correo electrénico: cvilla@sep.gob.mx
AFSEDF:www .sepdf.gob.mx
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Anexo 3. Dia 3 con el grupo de trabajo. Problema de las rampas

1. Lee el siguiente problema con atencion y sigue las indicaciones para resolverlo.

Se quieren construir rampas para una competencia de patinetas. Para medir el angulo de
inclinacion de cada rampa, se consideraran dos medidas:

Altura [a)

5

- . . L
Distanciza horzontal (b

De acuerdo con las medidas especificadas, elije aquella rampa cuyo angulo de inclinacién
sea mayor en cada caso (las medidas estan dadas en metros).

= L

A
i}

|
ro|rofro)ro|q

A
J

e Lago] (s o i

Escribe tus observaciones caso por caso, luego anota tu repuesta justificandola.

caso OBSERVACIONES RESPUESTA

1
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Anexo 4. Dia 4 con el grupo de trabajo. Resolucion de triangulos rectangulos

PROBLEMAS DE RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS
Dado un triangulo rectangulo como el siguiente: B

Completa la tabla para cada caso:

CASO | a b c B Y |senB | cosB | tanB | seny |[cosy | tany
1 7 5

CASO | a b c B Yy senfB | cosPB | tanPB | seny |cosy | tany
2 10 35

CASO | a b c B Yy | senf | cosPB | tanB | seny |cosy | tany
3 15 40°

CASO | a b c B Yy senfB | cosPB | tanPB | seny |cosy | tany
4 4 5
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Anexo 5. Actividades abordadas el dia 5 con el grupo piloto

1.- TABLA DE PROBLEMAS DE RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Dado un triangulo rectangulo como el siguiente,

completa la tabla.

B

CASO | a b B senf3 | cosP | tan | seny |cosy | tany
1 10 35°
2 7 5
3 15 40°
4 4

2.- PROBLEMA DEL EDIFICIO Y LA ANTENA

¢ Cudles son las alturas del edificio y de la antena?
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Anexo 6. Problema del puente resuelto por un alumno del grupo piloto

4. PROBLEMA DEL PUENTE
Una via de ferrocarril atraviesa perpendicularmente una carretera recta y mas
adelante cruza un puente sobre un rio. Una persona que se encuentra sobre la

carretera, a 500 m del cruce con la via, observa una situacién como la indicada

en el dibujo. ¢ Cual es la longitud del puente? @

‘l—‘ 7% —-——'—L. | ) 'd |
N0 A ~ [ 1 - O - TIE L W s, P '-Il
' A =0 e ye)s Eleg] lo fornula
' BOC e .
| r e\ - / | ur®) ¢ e - AT T eney
y f 95031 3% f 3..1' o & pat ._]_:_H_ A0 ) - A4 T
tan (27°) LB00 )2454,J1on (e /A0 ) = It e
) | I
el A
CO el e
™
ongvivg . 2"{ T
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Anexo 7. Problema de la nave resuelto por una alumna del grupo piloto

5. PROBLEMA DE LA NAVE

Un astronauta ve desde su nave que la Tierra abarca un angulo de 40°. ;A
queé altura se encuentra sobre la superficie de la Tierra? (Nota: el radio de la

Tierra es de aproximadamente 6 380 km.) 6 380 km.

» tan 20°=
fan=(20°) (€380)
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Anexo 8. Problema del area y el perimetro de un octagono regular resuelto por un alumno
del grupo piloto

Utilizando funciones trigonométricas, calculen el perimetro y el drea de un

heptdgono, un octdgono 0 un r~agono, cuyos lados midan 20 cm.

respectivamente.
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Anexo 9. Secuencia de actividades aplicada al grupo de trabajo

Dia1l
Nombre: Fecha: 3° __ No. delista:

Dibuja un triangulo rectdngulo, donde uno de los &ngulos agudos mida 40°.

Mide los lados de tu triangulo. Escribe abajo la medida correspondiente para:
e El cateto opuesto al angulo de 40° mide
e El cateto adyacente al &ngulo de 40° mide
e La hipotenusa de tu triangulo rectangulo mide

Obtén el resultado de las siguientes razones:

Cateto opuesto
Hipotenusa

Cateto adyacente
Hipotenusa

Cateto opuesto
Cateto adyacente
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En la siguiente tabla, anota los resultados obtenidos por tu grupo.

Tridngulo
rectangulo

Cateto
opuesto

Cateto
adyacente

Hipotenusa

Cateto opuesto

Cateto adyacente

Hipotenusa

Hipotenusa

Cateto opuesto
Cateto adyacente

¢ Qué observas de los resultados de las tres tltimas columnas?:

Anota tus conclusiones:
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Dia 2
Nombre: 3°“D”. Fecha:

INSTRUCCIONES: Observa Los triangulos y luego contesta.

Explica por qué se puede asegurar que los cinco triangulos son semejantes:

INSTRUCCIONES: Retoma, si es necesario, la tabla que completaste en grupo y determina si cada
enunciado es cierto o falso.

i) La medida de la hipotenusa siempre es mayor que cualquiera de los catetos. ( )
ii) El cateto opuesto a un angulo de 40° siempre serd mayor al cateto adyacente. ( )
iii) Si se divide el cateto opuesto entre el cateto adyacente con respecto a un angulo de 40°,

en un tridngulo rectangulo, el resultado siempre sera aproximadamente 0.84. ()
iv) Si se divide el cateto opuesto entre el cateto adyacente, de un angulo de 45°, el resultado

siempre sera igual a uno. ( )
v) Cuando el &ngulo es mayor al angulo de 45°, el cateto opuesto es menor que

el cateto adyacente. ()

INSTRUCCIONES: Lee la siguiente informacion.

Si un &ngulo se mantiene fijo, como el de 40°, todos los cocientes de dividir el cateto opuesto entre la
hipotenusa son iguales, y sucede lo mismo con cualquier otro cociente como cateto adyacente entre
hipotenusa o cateto opuesto entre cateto adyacente. Estos cocientes se llaman razones trigonomeétricas
y tienen nombres especiales.

*** E| cociente CATETO OPUESTO entre HIPOTENUSA se llama:
*** E| cociente CATETO ADYACENTE entre HIPOTENUSA se llama:
*** El cociente CATETO ADYACENTE entre CATETO OPUESTO se llama:
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Dia 3
NOMBRE: 3° “D” FECHA:

1. Lee el siguiente problema con atencion y sigue las indicaciones para resolverlo.

Se quieren construir rampas para una competencia de patinetas. Para medir el angulo de
inclinacion de cada rampa, se consideraran dos medidas:

Altura (a)

5]

i, . . L,
Distancia horizontal (D)

De acuerdo con las medidas especificadas, elije aquella rampa cuyo angulo de inclinacion
sea mayor en cada caso (las medidas estan dadas en metros).

|

J
A
J

To|oo|oo|ool i

4]
f

J
|

I
rolrolra(ralf
003

(e

Escribe tus observaciones caso por caso, luego anota tu repuesta justificandola.
caso OBSERVACIONES RESPUESTA
3
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Dia 4

Nombre: 3° “D” Fecha:

PROBLEMAS DE RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Dado un triangulo rectangulo como el

siguiente,

completa la tabla para cada caso

CASO | a b c B Yy |senf | cosPB | tanB | seny |cosy | tany
1 7 5

CASO | a b c B Y |senB | cosB | tanB | seny |[cosy | tany
2 10 35

CASO | a b c B Yy |senfB | cosB | tan | seny |cosy | Tan

Y

3 15 40°

CASO | a b c B Y |senB | cosB | tanB | seny |[cosy | tany
4 4| 5
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Dia 5
Nombre: 3°“D” Fecha:
TRABAJO EN EQUIPO CON

PROBLEMA DEL EDIFICIO Y LA ANTENA

Observa el esquema planteado. ¢Cuales son las alturas del edificio y de la antena?
Realiza por escrito todas tus operaciones y escribe tus respuestas al final

TORRE LATINOAMERICANA
La Torre Latinoamericana, en la Ciudad de México, tiene una altura de aproximadamente

180 m, incluida la antena. ;A qué distancia debo colocarme de ella para verla bajo un
angulo de 15°?
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Dia 6
Nombre: 3°“D” Fecha:
TRABAJO INDIVIDUAL

PROBLEMA DEL PUENTE

Una via de ferrocarril atraviesa perpendicularmente una carretera recta y mas adelante
cruza un puente sobre un rio. Una persona que se encuentra sobre la carretera, a 500 m
del cruce con la via, observa una situacion como la indicada en el dibujo. ;Cual es la
longitud del puente?

PROBLEMA DE LA NAVE

Un astronauta ve desde su nave que la Tierra abarca un angulo de 40°. ; A qué altura se
encuentra sobre la superficie de la Tierra? (Nota: el radio de la Tierra es de
aproximadamente 6 380 km.) 6 380 km.
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Anexo 10. Tres problemas para realizar la entrevista a los alumnos seleccionados

PROBLEMA 1.

Calcula el perimetro y el area de un pentagono regular que mide 10 cm por lado.

— 1 —a

PROBLEMA 2.
Utilizando funciones trigonométricas, calcula el perimetro y el area de un heptagono
regular, un octagono regular y un n-agono regular, cuyos lados midan 10 cm

respectivamente.

PROBLEMA 3.

Una escalera de 4m de largo llega hasta el borde de la ventana de un edificio, cuando el
angulo formado por la escalera y el suelo es de 65°. La pared del edificio es perpendicular
al suelo. A qué distancia de la base del edificio debe colocarse la base de la escalera en

el suelo para que llegue a 50cm por debajo de la ventana?
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Anexo 11. Tabla de razones trigonométricas

TABLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

'Mzﬁ;’lﬂi:e Seno Coseno Tangente M::';:‘;:e Seho Coseno | Tangente
3 £ 0175 .9998 0175 26° 4384 .8988 4877
2° .0349 9994 .0349 22 4540 .8910 .5095
3° .0523 .9986 .0524 28° 4695 .8829 5317
4° .0698 .9976 .0699 29° 4848 8746 5543
5° 0872 .0962 .0875 30° .5000 .8660 5774
6° .1045 9945 L1051 31° 5150 8572 .6009
7 ficd 1219 9925 .1228 32° 5299 .8480 .6249
8° 1392 .9903 1405 33° 5446 .8387 6494
9° 1564 .9877 .1584 34° .5592 .8290 6745

10° .1736 .0B48 1763 35° 5736 .8192 7002
11° .1908 .9816 1944 36° 5878 8090 7265
12° 2097 9781 2126 37° .6018 7986 7536
13° 2250 9744 .2309 38° 6157 7880 7813
14° 2419 .9703 2493 39° 6293 ST1 .8098
152 2588 9659 2679 40° 6428 7660 .8391
16° 2756 .9613 2867 41° 6561 7547 .8693
17¢ 2024 .9563 3057 42° 6691 7431 .9004
18° .3090 9511 .3249 43° 6820 7314 9325
19° 3256 94556 3443 44° 6947 .7193 9657
20° .3420 .9397 .36840 45° L7071 L7071 1.0000
21° .3584 .9336 .3839 46° 7193 6947 1.0355
22° -3746 9272 .4040 47° 7314 .6820 1.0724
23° .3907 .9205 .4245 48° 7431 8691 1.1106
24° .4067 .9135 4452 \ : 49° 7547 .6561 1.1504
25° 4226 9063 .4663 50° 7660 6428 1.1918
M:g;d;f):e Seno Coseno | Tangente IM;:';::,: ¢ seno Coseno | Tangente

510 Rt 6293 1.2349 T1° 9455 3256 2.9042
520 7880 6157 1.2799 72° 9511 .3090 3.0777
53° 1986 6018 1.3270 73° .9563 2924 3.2709
54° 8090 5878 1.3764 74° 9613 2756 3.4874
550 8192 5736 1.4281 7ae 9659 2588 3.71321
560 8290 5592 1.4826 76° 9703 .2419 4.0108
570 8387 5446 1.5399 q7° 9744 2250 4.3315
58° 8480 5299 1.6003 78° 9781 .2079 4.7046
59° 8572 .5150 1.6643 79° 9816 1908 5.1446
60° 8660 5000 1.7321 80° .9848 1736 5.6713
61° 8746 4848 1.8040 819 9877 1564 6,3138
620 8829 4695 1.8807 82° 19903 1392 7.1154
63° 8910 A540 1.9626 83° .9925 1219 8.1443
64° 8988 4384 2.0503 84° .9945 .1045 9.5144
650 9063 4226 2.1445 85° 9962 0872 11.4301
66° 0135 4067 2.2460 86° 9976 .0698 14.3007
67° 9205 3907 2.3559 87° 9986 0523 19.0811
68° 9279 3746 24751 B8° 9994 .0349 28.6363
9° 9336 3584 2.6051 89° 9998 0175 57.2900
70° 9397 3420 2.7475 90° 1.0000 .0000
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RESUMEN DE CURRICULUM VITAE

Xéchitl Yaraseth Reyes Cruz nacio en Tehuacan, Puebla, el 14 de octubre de
1980. Realiz6 sus estudios de educacion basica en las escuelas “Liberacion” e
“Ing. Jorge L. Tamayo” de su ciudad natal. Egres6 en 1998 de la Preparatoria
Federal por Cooperacion “C. P. Gilberto Martinez G.” en el area econémico-
administrativa.

De 1998 a 2002 estudio la licenciatura en Educacion Media Basica en el
area de matematicas de la Escuela Normal Superior de México. Para obtener su
titulo profesional, en marzo de 2006 presento el documento recepcional
“Regularizacion sabatina para los alumnos de la secundaria técnica No. 47 «Juan
de Dios Batiz» que adeudan la materia de matematicas 1”.

Durante 6 afios ha ejercido su profesion como profesora de matematicas en
la ciudad de México en las secundarias diurnas No. 96, “Dr. Enrique Herrera
Moreno”, y No.120, “Rosario Castellanos”.

Ingreso en julio de 2006 a la Maestria en Desarrollo Educativo de la
Universidad Pedagdgica Nacional y egreso en junio de 2008 de la linea de
Educacion Matematica habiendo obtenido como promedio general 9.81. Durante
sus estudios de maestria colaboré en la Organizacion de Estados
Iberoamericanos en la evaluacion de libros de texto de matematicas para la
educacion secundaria del sistema educativo nacional de México en el segundo
semestre de 2007; tambiéen fue auxiliar de investigacion como becaria del Conacyt
en el proyecto “Los sistemas algebraicos computarizados como herramienta para

fortalecer la ensefianza-aprendizaje del algebra de la escuela secundaria”.
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