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RESUMEN

En esta tesis se presentan los resultados del trabajo realizado en torno al proceso de
transicion de la aritmética al algebra. Un asunto central en este trabajo fue estudiar las
estrategias que generan los estudiantes de 10 a 12 afios al resolver ecuaciones
utilizando la calculadora. La tesis se basa en la investigacion desarrollada por Bruner
(1983) sobre la adquisicion del lenguaje materno; entre sus principales hallazgos este
autor encontré que el lenguaje natural se ensefia, y que el proceso de ensefianza se da
en la interaccién entre la madre y el nifio a través de esquemas que él denomina
formatos. Se retomd lo anterior para llevarlo a la clase de matematicas creando un
ambiente en el aula para generar la posibilidad de que el profesor y los alumnos
establezcan vinculos similares a los que se dan entre el nifio y su madre en el contexto
de la ensefanza del lenguaje algebraico. La recoleccién de datos se llevé a cabo
usando el método de estudio de casos estudiando de manera especial las estrategias
desarrolladas por los estudiantes para la resoluciéon de ecuaciones auxiliandose de la
calculadora. Los resultados muestran que alumnos del quinto grado de la escuela
primaria son capaces de abordar con éxito ecuaciones, generando estrategias propias
con base en sus incipientes conocimientos aritméticos, y diversos procesos evolutivos
de razonamiento que propicié el uso de la calculadora. Las actividades en el aula se
centraron en pedir a los alumnos que encontraran el nimero que falta en ecuaciones de
primer grado. Se aprovecho6 que la maquina ofrece retroalimentacion numeérica que los

alumnos podian entender.
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INTRODUCCION

Cuando se habla de matematicas se piensa en una materia que representa un alto
grado de dificultad para los estudiantes. Después de los conocimientos basicos de
matematicas que se ensefian en la escuela pareciera ser que, de todas las asignaturas
del curriculo escolar, ésta es la que tiene menos que ver con la vida cotidiana, que su
aprendizaje es dificil y que la inclusion de esta asignatura en los programas escolares
es un filtro para controlar la creciente demanda de ingreso a los sistemas educativos del

bachillerato y del nivel superior.

¢Por qué son dificiles las matematicas? Pueden ser muchas las respuestas y
explicaciones, Barbera y Gomez-Graneli (1990) y Bruer (1993), consideran esta
disciplina como altamente abstracta, que se fundamenta en un sistema axiomatico
basado en un método l6gico-deductivo y en el uso de un lenguaje formal; ademas, sus
métodos y procedimientos conllevan el rigor de toda disciplina formal. Desde esta
perspectiva las matematicas son vistas como una asignatura de gran complejidad en
comparacién con otras asignaturas; su aprendizaje requiere la adquisicibn de un
lenguaje formal y estructurado y esto, sumado a las poco exitosas estrategias que se
emplean para la enseflanza de este lenguaje, ha provocado en buena medida que los
estudiantes vean el estudio de esta materia carente de sentido, debido, entre otras
razones, a que muchos profesores no pueden hacer evidente en su practica docente

cotidiana la importancia de sus aplicaciones en las carreras profesionales.
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El problema de investigacion
Después de la aritmética, el aprendizaje de las matematicas en la secundaria, y en los
niveles educativos subsecuentes, depende en gran medida de la adquisicion de un
lenguaje formal (el algebraico), si ese lenguaje no se adquiere el aprendizaje
matematico se vuelve una actividad compleja para muchos estudiantes (Orton, citado
en Pimm, 1987). ¢Por qué no es facil adquirir este lenguaje? Pimm (1987), Mason
(1989), Mason, Burton, Stacey (1984) Mason, Gower, Graham, Pimm (1985) y Kaplan,
Yamamoto y Ginsburg (1993), consideran al algebra como un lenguaje, que ademas de
ser un medio instrumental para efectuar calculos cada vez mas sofisticados, es una
herramienta para expresar y justificar generalizaciones y para plantear y resolver

problemas.

El aprendizaje del lenguaje algebraico se ha abordado desde la perspectiva de sus
distintos usos: (i) como una herramienta para expresar y justificar generalizaciones
mediante el uso del concepto de funcién (Mason, 1984; Cedillo, 1996); (i) como una
herramienta para plantear y resolver problemas mediante ecuaciones (Rojano, 1991b).
En esta tesis abordaremos el aprendizaje del lenguaje algebraico en el contexto de la

resolucion de ecuaciones.

Se propone investigar como se da la adquisicion del lenguaje algebraico bajo las
condiciones que ofrece un ambiente de ensefianza que se disefiara especificamente
para este trabajo. En particular, se instrumentara una estrategia didactica que invite a

los alumnos a usar métodos que ellos mismos generen para resolver ecuaciones; de
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acuerdo con los estudios realizados por Cedillo (2003, 45) se asume como estrategia
didactica: “configuracion de los eventos en el aula, siguiendo las formas de

razonamiento de los estudiantes”.

Buena parte de esa estrategia didactica se sustenta en el apoyo de la calculadora,
como una herramienta que medie la relacion entre los estudiantes y los contenidos de
ensefianza. Los reportes de investigacion mencionan que el aprendizaje del codigo
algebraico es uno de los principales factores por los que las matematicas resultan
complicadas e inaccesibles para muchos estudiantes (Mason, et. al., 1984). Partimos
del supuesto de que si el alumno es capaz de adquirir este lenguaje significativamente,

las matematicas escolares podrian ser accesibles para mas estudiantes.

Estudios mas recientes (Cedillo 1996, 2001) han centrado su atencidon hacia esta
vertiente, preguntandose sobre la posibilidad de que el alumno pueda establecer algun
vinculo de comunicacion prelinglistica con su maestro y asi aprender con mayor éxito
el lenguaje matematico, de manera similar a la forma en que se aprende el lenguaje
materno. Estas cuestiones se abordardn con mayor amplitud en el capitulo donde se

aborda el referente tedrico que se adopta en esta tesis.

Respecto al aprendizaje del lenguaje natural, Bruner (1983) se planted la siguiente
pregunta de investigacion:
¢,Como es que los nifios, aparentemente sin esfuerzo, aprenden algo tan

complejo como el lenguaje materno?
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Bruner (1982, 1983) se propuso obtener respuestas plausibles a esta pregunta
estudiando cdémo se dan los vinculos de comunicacion que establece el nifio con su
madre; entre otras cosas sus hallazgos confirmaron que nadie necesité ensefar a la
madre o al nifio como establecer esos vinculos, éstos se generan debido a la necesidad
de comunicarse. “La adquisicién del lenguaje, comienza cuando la madre y el nifio
crean una estructura posible de accion reciproca que puede servir como un
microcosmos para comunicarse y para construir un realidad compartida” (Bruner, 1983,
27); a esa estructura le llamo formato, que consiste en los vinculos que se forman entre

la madre y su hijo para comunicarse y entenderse.

Objetivos
1. Aportar evidencia empirica sobre el alcance de las estrategias intuitivas que
generan los alumnos en el proceso de aprendizaje de resolucion de
ecuaciones con auxilio de la calculadora.
2. Comparar los resultados de esta tesis con los obtenidos sobre resolucion de

ecuaciones en investigaciones nacionales e internacionales.

Propdsitos y estrategias generales
Esta tesis propone que el disefio del ambiente de ensefianza para la adquisicion del
lenguaje algebraico sea con base en los estudios realizados por Cedillo (1994, 1996,
1998, 2001, 2003). Este autor desarrolla una teoria para la ensefianza y el aprendizaje

del algebra que se fundamenta en la investigacion que realizd Bruner (1983) sobre la
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adquisicién del lenguaje materno. Sucintamente expuesto, Bruner propone que los
ninos son capaces de adquirir el lenguaje verbal sin que se requiera el aprendizaje
previo de reglas y definiciones, los significados del lenguaje se generan mediante su
uso, este uso es motivado por la necesidad de comunicacién que existe entre el nifio y
su madre. La madre genera una estrategia de comunicacion prelinglistica mediante el
establecimiento de formas de interacciébn a las que Bruner llama formatos. Bruner
(1982, 1983) cred el concepto de formato para describir la manera en que los adultos
crean un ambiente de aprendizaje para el nifio, un ambiente en el que el adulto puede
interactuar con un sujeto que todavia no es capaz de comunicarse a través del
lenguaje. “Un formato es un esquema para la interaccion regulada que el nifio y el
adulto generan juntos. Los formatos regulan la interaccién comunicativa antes de que el
nifio disponga del discurso del |éxico gramatical, los formatos constituyen los vehiculos

para la transicion de la comunicacién prelinguistica al lenguaje” (Bruner, 1983, 28).

Esta tesis consiste en un estudio que se ubica en el proceso de la transicién de la
aritmética al algebra y en las formas en que el anclaje en los conceptos aritméticos que
presentan estudiantes de 10-12 afos de edad pueden aprovecharse -0 pueden
interferir- en la comprensién y resolucion de problemas algebraicos. Nuestra propuesta
esta enfocada a la creacion de formatos en el sentido en que los desarrolla Cedillo
(2001, 2003). Esto es, retomaremos lo planteado por Bruner para, guardadas las
diferencias esenciales entre el lenguaje natural y el algebraico, llevarlo a la clase de
matematicas para crear un ambiente en el aula que genere la posibilidad de que el

profesor y los alumnos establezcan vinculos similares a los que se dan entre el nifio y



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

su madre en el contexto de la ensefianza del lenguaje algebraico. Proponemos crear
estos formatos a partir de una metodologia donde se utilicen como herramienta
principal las estrategias desarrolladas por los estudiantes para la resolucion de
ecuaciones. Este enfoque metodoldgico se detalla mas adelante tomando como base el
estudio realizado por Cedillo (1996). Las estrategias que los propios estudiantes
generen seran el medio que permita el establecimiento de la comunicacién entre un
estudiante que aun no sabe algebra y un profesor que es experto en la materia,
situacion similar a la que se da entre un nifio que todavia no sabe comunicarse con su

madre mediante el lenguaje.

La investigacién en prealgebra
El papel de la aritmética como punto de partida para la ensefianza del algebra es aun
objeto de controversias, algunos autores consideran la aritmética como un obstaculo
gue debe superarse, otros la valoran como el nicho en el que pueden cultivarse los

primeros conceptos del algebra.

Varios autores han formulado la hip6tesis de que el alumno no puede adquirir el
lenguaje algebraico debido al anclaje que tiene en la aritmética: “el anclaje se
manifiesta en un modo aritmético de pensar y abordar tareas matematicas que persiste
en los alumnos que ya han cursado la escuela secundaria e incluso el bachillerato”
(Booth, 1981; Rojano, 1991c; Fogelman, citado en Rosas, 1995, 45). Nosotros nos

proponemos obtener datos empiricos que permitan ratificar o refutar esa hipotesis.
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Los resultados obtenidos por Rojano (1999a), sugieren que el anclaje en la aritmética
no permite al alumno de secundaria pensar de forma algebraica, por ejemplo, al
resolver una ecuacion como 8x+3=27. Esta ecuacion puede resolverse facilmente
empleando recursos aritméticos, por ejemplo: ¢qué numero sumado con 3 da 2772 ... 24
... ¢,Qué numero multiplicado por 8 da 24? ... 3. Rojano encontr6 que sélo el 10% de los
alumnos acudieron a estrategias aritméticas como la anterior, el resto intenté una
respuesta con métodos algebraicos y de ellos el 80% cometié errores al aplicar esos

métodos.

Como antes se ha mencionado, hay autores que proponen que la ensefanza del
algebra se fundamente en lo que el estudiante previamente sabe: la aritmética
(Vygotsky, citado en Radford, 1999; Cedillo, 2001). Por otra parte se ha realizado
investigacion que reporta el anclaje en la aritmética como un obstaculo a vencer si
gueremos que los estudiantes logren desarrollar un pensamiento algebraico. (Gascoén,
1989; Chevallard, citado en Nickson, 2000). “En la practica diaria, es comun que los
nifios establezcan errneamente una vinculacién entre la aritmética y el algebra, ya que
cuando ellos manejan signos algebraicos, pretenden manipularlos a través de las

mismas reglas estructurales de la aritmética” (Nickson, 2000, 109).

En esta tesis consideramos que muchas de las dificultades que encuentran los
estudiantes para aprender los usos y procedimientos del algebra no se deben a un
problema de orden cognitivo, ni a un problema epistemolédgico asociado al algebra,

asumimos la premisa de que los problemas relacionados con el anclaje aritmético se
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derivan de formas especificas de ensefianza, por lo que una via plausible para
encontrar alguna solucién es disefiar una estrategia de ensefianza alternativa y obtener
evidencia empirica que nos permita contar con mas elementos para validar/refutar esa

postura.

Esta premisa se relaciona con los resultados obtenidos por Lee y Wheeler (1986),
quienes tipificaron como “una desconexion entre la aritmética y el algebra” la escasa
habilidad de los estudiantes de preparatoria para distinguir qué herramienta usar, la
aritmética o el algebra, para abordar una serie de problemas. Sus datos les permitieron
concluir que la disociacion mencionada se debe en gran medida a una ausencia de
significados para los simbolos y estructuras algebraicas. Sus indagaciones sugieren
gue una vez que los alumnos aprenden los algoritmos algebraicos, ponen de lado la
aritmética como un referente semantico para el algebra y dan paso a un aprendizaje
descontextualizado y mecanicista que no les permite dar sentido ni significado al

lenguaje algebraico.

Los datos que han arrojado esas investigaciones tienen un sélido respaldo en el hecho
de que la gran mayoria de los alumnos de secundaria, al inicio de este nivel, no logran
un uso adecuado del lenguaje algebraico. Entre otras, ésta es una razén por la que

resulta pertinente continuar realizando investigacion al respecto.

Otra postura tedrica que orienta el desarrollo del trabajo que aqui se propone, es que Si

se toma a la aritmética como punto de partida para la adquisicion del lenguaje
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algebraico, y se propicia que los estudiantes usen ese lenguaje de manera que se
deriven y se generen significados para ese lenguaje, los alumnos estaran en mejores
condiciones para acercarse al dominio que el curriculo exige sobre el algebra escolar
(Cedillo, 2001). Pretendemos llevar a cabo esto a través de generar una estrategia
didactica que propicie que estudiantes de 10-12 afios de edad aborden la resolucién de

ecuaciones partiendo de estrategias que ellos mismos generen.

Preguntas de investigacion
El primer paso en nuestro marco metodolégico consisti6 en plantear una serie de
preguntas que guiaran esta investigacion. La formulacion de las preguntas nos conduce
a determinar qué tipo de informacion (datos) nos permitirA responderlas y cémo

podremos obtener datos relevantes que nos permitan lograr ese propasito.

Al respecto nos planteamos las siguientes preguntas de investigacion:

1. ¢Como puede aprovecharse el conocimiento aritmético que adquieren los
estudiantes durante la escuela primaria como punto de partida para iniciarlos
en el uso del lenguaje algebraico como herramienta para resolver
ecuaciones?

2. ¢Qué estrategias desarrollan los estudiantes cuando se aborda el tema de
resolucion de ecuaciones sin acudir a los métodos convencionales?

3. ¢Qué significados asocian los nifios a las ecuaciones y a las literales que se
usan para simbolizar las incognitas cuando la ensefianza se basa en

estrategias que los mismos estudiantes generan?
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4. ¢Qué ventajas/desventajas se generan para abordar los métodos
convencionales para resolver ecuaciones cuando se propicia que los
estudiantes inicien este tema a partir de estrategias que ellos mismos

generan?

Estructura del trabajo

10
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En el Capitulo 1 se describe el referente tedrico que adoptamos para dar sustento a
este trabajo. En este capitulo se presentan los principales conceptos y teorias que se
manejan a lo largo de este trabajo de tesis. Se presentan las premisas tedricas de este
trabajo a partir de las investigaciones realizadas por Bruner (1982, 1983), Piaget (1985,
1988) y Chomsky (1957) sobre la adquisicion del lenguaje, y discutimos las
investigacion realizada por Cedillo (1996, 1998, 2001, 2003), para establecer una

relacion entre el aprendizaje del lenguaje materno y el del lenguaje algebraico.

Se abordan también, los referentes tedricos en relacion a la metodologia, se describe la
version del método de investigacién de analisis cualitativo y la estrategia de estudio de
casos que se utilizaron, asi como la justificacién de su eleccion; se abordan también los
trabajos preliminares a la fase del estudio principal que se denomina recoleccién de
datos, asi como el disefio de las actividades, realizadas en el estudio piloto.

e Eleccion del método de investigacion

e El estudio de casos como estrategia de investigacion

e Fases de investigacién: recoleccion de datos

e Disefo de las actividades

En el capitulo 2 se abordan los aspectos metodolégicos que guiaron la realizacién de
ésta tesis: los temas tratados, las estrategias disefiadas, las actividades experimentales
utilizadas (hojas de trabajo) y la forma en que se abordé la ensefianza-aprendizaje de

las ecuaciones mediante estrategias que los mismos alumnos generan. En este capitulo

11
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se pretende hacer evidente la relacion entre el método de investigacion y la perspectiva
tedrica. El capitulo se compone de las siguientes secciones, que a su vez corresponden
a las etapas en que se desarrollo el proyecto:

e Estudio piloto

e Estudio principal

e Sujetos y fuentes de datos

e Hojas de trabajo

e Ambiente de trabajo en el aula.

Se describen las actividades realizadas tanto en el estudio piloto como en el principal,
se abordan los criterios para la eleccion de los sujetos participantes, la relacion del
maestro (investigador) y los alumnos asi como las fuentes de datos; se expondran las
hojas de trabajo utilizadas, asi como la forma en que se organizaron las actividades de

ensefianza en el aula, especificando el ambiente de trabajo que se genera en la misma.

En el capitulo 3 se presenta la Descripcién y Analisis de Resultados, en él se discuten
los resultados obtenidos en el trabajo de campo. En esta parte de la tesis se describe
con detalle el trabajo realizado por cada alumno, en particular se hace énfasis en las
nociones y estrategias que desarrollan los estudiantes cuando el ambiente de
ensefianza se basa en la creacion de métodos que ellos mismos generan con el apoyo
de la calculadora. Los resultados se discuten con base en el referente tedrico adoptado

para esta tesis.

12
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En el Capitulo 4 se plantean las conclusiones que se derivaron de este trabajo. Los
resultados de esta tesis se analizan a la luz de lo reportado en la literatura de

investigacion que se relaciona con el trabajo que hemos realizado.

Se incluyen tres anexos al final del texto de la tesis. En el anexo 1 se presentan el
cuestionario inicial; el anexo 2 presenta las actividades de aprendizaje: 2.1. Estudio
piloto y 2.2 Estudio principal; y anexo 3 incluye los protocolos de entrevista que se

utilizaron para profundizar en el andlisis de los datos.

13
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CAPITULO 1

REFERENTE TEORICO

En este trabajo asumimos que el aprendizaje del algebra requiere la adquisicién de un
lenguaje formal y estructurado, no en el sentido de ensefiar procedimientos que lleven a
una solucién determinada, ni de “adquirir conductas u obtener respuestas correctas (...)
se trata de aprender a pensar”’ (Kaplan, Yamamoto y Ginsburg, 1993, 111) Esto implica
gue, como objeto de ensefianza, el cddigo algebraico no se maneje como un conjunto
de reglas y significados vacios. El aprendizaje del algebra, en el sentido en que
gueremos abordarlo en esta tesis, es poder entender su lenguaje como un medio
esencial para formular, expresar y comunicar ideas matematicas, “aprender a pensar
matematicamente” (Pimm, citado en Barbera y Gomez-Graneli, 1990, 23). Pimm hace
énfasis en la diferencia entre el estudio de un sistema abstracto, regido por reglas, que
resalta las formas estrictas, y la adquisicion de la competencia comunicativa sobre
determinados objetos, situaciones y fendmenos, con la concomitante importancia
otorgada al aspecto oral. En este trabajo adoptamos la postura de que las matematicas
escolares deben ser aprendidas como un sistema de signos para expresar y justificar

generalizaciones y como una herramienta para plantear y resolver problemas.

¢,Colmo se puede llegar a adquirir ese lenguaje? Desde la dimensién del sistema
escolar, la escuela, como un sistema de aprendizaje formal, es la entidad que ofrece los
elementos para esta adquisicién. La enseflanza, por tanto, podria plantearse
considerando concepciones como las que hemos mencionado; la complicacién radica

en que las matematicas, y en especial el algebra, parecen ser inaccesibles para una

14
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amplia poblacion, “para una gran mayoria de estudiantes las matematicas han resultado
algo muy dificil de comprender y en muchos casos un obstaculo insuperable”
(Kichemann, 1981; Booth, 1984; Lee y Wheeler, 1986; Cedillo, 1999a, 2). Barbera y
Gbomez-Graneli (1990), Bruer (1993), coinciden en que esas dificultades que hacen
poco accesibles las matematicas se deben a la necesidad de dominar un lenguaje
formal, que esto generalmente se intenta con poco éxito a través de un enfoque de

ensefianza basado en el método l6gico-deductivo.

Frecuentemente las matematicas son ensefiadas bajo enfoques formalistas o centrados
en el aprendizaje de los algoritmos. Los profesores explican una serie de
procedimientos, como camino Unico para llegar a un determinado fin, sin preguntarse
por qué son validos esos procedimientos y los resultados que mediante éstos se
obtienen. Pareciera que ensefiar matematicas significa s6lo crear un sujeto capaz de
manipular simbolos numéricos y no numéricos, pero incapaz para darles algun
significado. “Lo que importa no es la verdad del resultado obtenido, sino la correlacion

de procedimientos seguidos” (Barbera y Gomez- Graneli, 1990, 392).

Con los acercamientos centrados en el dominio de los algoritmos se puede conducir al
estudiantes a un aprendizaje memoristico, centrado en el dominio de reglas para la
operatividad numérica y algebraica, en vez del razonamiento (Bruer, 1993). Se ensefian
las matematicas como partes aisladas y pareciera ser que la aritmética no tiene nada
gue ver con la geometria, o ésta con el algebra; asi, las clases se convierten en un
objeto confuso para los alumnos, que puede dar como resultado que el lenguaje

matematico no se adquiera (Mason et al, 1984). Para Bruer (1993, 93) “el principal reto
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educativo consiste en ayudar a los nifilos a unir sus conocimientos y habilidades
numéricas informales con las primeras reglas formales, nociones y procedimientos que
encuentran cuando llegan al aula”. Este autor se basé en investigaciones centradas de
la Psicologia cognitiva sobre la ensefianza de las matematicas, que han mostrado que
los nifios de preescolar tienen interés innato por los niumeros, por lo que seria de gran
importancia que se aprovecharan como punto de partida los conocimientos previos que

los alumnos tienen.

Asi se asume como hipétesis que el lenguaje matematico formal exige la manipulacion
de conceptos y que si éstos se ensefian tomando lo que los alumnos saben
previamente, la adquisicién de este lenguaje pudiera darse de mejor manera. En el
caso del algebra el punto de partida es la aritmética, ya que algunos de los conceptos

basicos de ésta pueden darle significacion al algebra.

Durante los ultimos afios se ha pretendido que los nifios pueden comprender el sentido
de la aritmética y usar ésta como herramienta para el entendimiento del algebra
(Nickson, 2000; Cedillo, 2001). Al respecto, Vigotsky (citado en Radford, 1999, 25)
sugiere que “el algebra es también aritmética, pero no es posible entenderlo igual, no es
posible tener un entendimiento y habilidad de hacer algebra sin tener un entendimiento
y habilidad de hacer aritmética”. La aritmética, por su naturaleza, es sencilla para los

ninos, con herramientas que ellos pueden usar para pensar.
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Premisas tedricas para este trabajo

En este orden de ideas, se asume como premisa teorica que el codigo algebraico es un
lenguaje que se puede adquirir con base en la utilizacion de la aritmética, y que la
aritmética puede favorecer la traduccion de un lenguaje natural a un lenguaje
universalmente formalizado, el del algebra, que conduce a la abstraccién de la nocién
de numero, de simbolo y de signo. El lenguaje formal aritmético permite también hacer
inferencias sobre un problema, asignar significado a sus elementos y llegar a una

solucion; este lenguaje trata con nimeros concretos y las operaciones con ellos.

Asumimos reportes de investigacion en donde se indica: “se aprecia aun, que una
considerable mayoria de los alumnos no pueden manejar conceptos algebraicos ni

siquiera después de estar en la escuela secundaria”, (Rosas 1995, 45).

La adopcién de este referente tedrico exige que a los nifios se les pueda ensefiar
considerando las diferencias entre la aritmética y el algebra, ya que si la brecha entre
estas disciplinas no se reconoce, se corre el riesgo de que los nifios de manera intuitiva
desarrollen estrategias basadas en concepciones erréneas (Chaiklin y Lesgold, 1984;
Kieran, 1992; Nickson, 2000). La intuiciébn no se puede utilizar en algebra con tanta
libertad, la situacién se agrava aun mas cuando se introduce el uso de variables
partiendo de la intuicion, sin ningun referente para validar el uso correcto de estos
simbolos. Los nifios construyen sus propios métodos, que frecuentemente no son

correctos, estas dificultades se presentan porque ellos carecen de criterios para validar
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los procedimientos que espontaneamente generan. Entre otros autores (Wertsch, 1991;
Kozulin, 1990; Zinchenko, 1985), Vigotsky, (citado en Radford, 1999, 29) concibi6 el
signo “como una herramienta del pensamiento, sugiriendo que asi como los seres
humanos usan herramientas de labranza para dominar la naturaleza, de la misma
manera éstos usan herramientas psicolégicas para pensar y dominar el

comportamiento”.

El lenguaje natural y las matematicas
La relacion que plantea Vigotsky entre pensamiento y lenguaje nos conduce a proponer
formas para ayudar al alumno a adquirir el lenguaje algebraico como un medio para
expresar y trabajar con ideas matematicas. Consideremos las mateméticas como un
lenguaje y también consideremos la forma de adquisicion de otros lenguajes, como la
lengua materna. Bruner (1980, 1982, 1985), con base en resultados de su investigacion
encontré que el lenguaje materno no se ensefia y se cuestiona, como es posible que el
lenguaje sea aprendido por cualquier persona con una inteligencia normal, mientras que

en otros campos Nno ocurre asi.

Sin que ninguna de las dos partes (nifio-adulto) tenga una preparacién formalizada
sobre como ensefiar a hablar, se logra establecer un vinculo que permite generar
cbédigos de comunicacion entendibles para ambos. Bruner (1983) cred el concepto de
formato para estudiar la manera en que los adultos crean un ambiente de aprendizaje
para que ellos puedan actuar reciprocamente con un nifio que todavia no es capaz de

comunicarse a través del discurso. “Un formato es un esquema para la interaccion
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regulada que el nifio y el adulto tienen juntos. Los formatos regulan la interaccién
comunicativa antes de que el nifio disponga del discurso del |éxico gramatical, los
formatos constituyen los vehiculos para la transicion de la comunicacién al lenguaje. En
un nivel formal, un formato significa una interaccion contingente entre por lo menos dos
interlocutores, contingente en el sentido que puede demostrarse que las respuestas de

cada miembro dependen de una respuesta anterior del otro” (Cedillo, 2001, 227).

Un formato es un esquema regulado entre el adulto y el nifio, que con el tiempo, y
segun el progreso del nifio respecto a ciertas habilidades linguisticas, el adulto
introduce nuevos y mas sofisticados elementos que sisteméaticamente aumentan la
complejidad del nivel de comunicacién. Una caracteristica particular de los formatos es
gue son asimétricos: uno de los interlocutores sabe qué esta pasando, mientras el otro

sabe menos o absolutamente nada.

Bruner y Ratner (1977) encontraron que los primeros formatos que establecen esa
relacion de comunicacion son los juegos que se dan entre el adulto y el nifio, donde se
determina una forma implicita de comunicacion entendible entre ellos, donde se ponen
reglas que ambos respetan, asi la interaccion en el juego se utiliza como una forma de

comunicacion en una etapa prelinguistica.

El nifilo aprende mediante la interaccion con el adulto una serie de cuestiones que
desempefan el papel de pistas que lo llevan a reconocer un lenguaje, en este proceso
se establece un vinculo de comunicacién entre la madre (padre) y el nifio. Si un nifio de

esa edad es capaz de aprender el lenguaje materno, ¢ un nifio en edad escolar, puede
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aprender el lenguaje algebraico a través de un enfoque similar al que se usa para la
ensefianza de la lengua materna? La asimetria de la interaccion entre un adulto y un
nifio que aun no maneja el lenguaje natural nos permite proponer una analogia con la
situacion que vive el maestro al intentar ensefiar el algebra a un estudiante que todavia
no puede expresarse a través de ese sistema de signos (Cedillo, 2001). Negar sin
evidencia empirica esta posibilidad seria equivalente a afirmar que para ensefar el
complejo lenguaje materno es necesario que los alumnos sepan leer y escribir antes

qgue hablar.

En sintesis, Bruner plantea que el lenguaje materno se ensefia, y que este proceso de
ensefianza se da en la interaccion entre la madre y el nifio a través de los esquemas de
interaccién que él denomina formatos. A diferencia de Bruner (1982); Piaget (1985) y

Chomsky (1957) proponen teorias distintas.

Noam Chomsky (1957), linglista estadounidense, propone una de las teorias de mayor
impacto en las investigaciones sobre el lenguaje, consider6 que "el individuo posee
como parte de su equipo bioldgico una gramatica o conjunto de reglas que le permiten
construir oraciones” (Chomsky, 1957. 25). Concibié el aprendizaje del lenguaje como el
resultado de la accion de un mecanismo innato de adquisicidon que permite al sujeto
hablar la lengua de su comunidad, también plante6 que el cerebro humano esta
estructurado especialmente para comprender y reproducir el lenguaje, por lo que no se

necesita un aprendizaje formal de éste.
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Esta concepcidén sugiere que la adquisicién de la estructura sintactica formal del
lenguaje es completamente independiente del conocimiento del mundo o de una
interaccién social privilegiada con los hablantes del lenguaje. Segun esta postura,
Cedillo, (1999a, 3), sefala que “la cuestion de los detalles de la adquisicion del lenguaje
es sobre todo, un problema de desempefio, mas que de competencia, que es innata”.
De acuerdo con Chomsky el desarrollo del desempefio depende totalmente del
desarrollo de otros procesos, como la amplitud de atencion y la capacidad del

procesamiento de informacion.

Piaget comenzé a estudiar el campo del desarrollo cognoscitivo mientras veia a sus
hijos jugar, observandolos comenzo a considerar sus juegos como confrontaciones con
el medio circulante, mediante el juego estaban aprendiendo a adaptarse, “veia toda la
conducta en funcion de una adaptacién del individuo a su ambiente” (Morris, 1992, 370)
conforme crecian sus hijos, observé que su enfoque ante los problemas ambientales
cambiaba de manera radical en distintas edades, Piaget se convirti6 en un obsesivo
observador de los nifios, jugaba con ellos, los interrogaba sobre sus actividades e
inventaba juegos para saber como pensaban, estudié un nimero pequefio de nifios en
forma exhaustiva mientras efectuaban sus actividades normales; “con el paso de las
observaciones fue distinguiendo un patrén, una serie de etapas a través de las cuales,

a su juicio pasan todos los niflos” (Morris, 1992, 371).

Las investigaciones de Piaget lo convencieron de que el intelecto crece a través de

procesos de asimilacion y acomodacion; “la asimilacion es el uso de patrones de
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mentales existentes en nuevas situaciones, en la acomodacion, se modifican las ideas
existentes en situaciones nuevas” (Coon, 1999,107) considerd que los nifios pasan por

una serie de etapas en su desarrollo intelectual:

Etapa sensoriomotriz (0 a 2 afos), En los primeros 2 afos de vida, la mayor
parte del desarrollo mental de un nifilo es no verbal. El nifio se interesa, sobre todo en
aprender a coordinar movimientos orientados con sus sentidos, aplica las capacidades
gue tiene en el momento de nacer (succién y prensién), disfruta meterse cosas a la
boca: sus dedos, sus juguetes, etc. De manera analoga, tomara instintivamente una
sonaja, después de cierto modo se dara cuenta de que el sonido producido proviene de
la sonaja, agitando todo lo que agarre tratando de reproducir el sonido y con el tiempo
comienza a distinguir entre lo que hace y lo que no hace ruido. De este modo el nifio
comienza a organizar sus experiencias, asignandolas a categorias a lo que Piaget llamé
esquemas, constituyendo el primer paso en la conducta intencional y en la solucién
adaptativa de problemas.

Etapa preoperacional (2 a 7 afos), durante este periodo le nifio comienza a
pensar simbolicamente y a usar el lenguaje, “ el pensamiento del nifio todavia es muy
intuitivo, usa poco el razonamiento y la logica” (Coon, 1999, 108) su capacidad de
recordar y anticipar va creciendo y entonces comienzan a utilizar simbolos para
representar el mundo externo, como el lenguaje, estas imagenes se limitan a su
experiencia personal inmediata (egocéntrica). Sus nociones de causa y efecto son muy

limitadas y todavia se manifiesta cierta capacidad para clasificar objetos y eventos.
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Etapa de las operaciones concretas (7 a 11 afios), Los nifios empiezan a pensar
con légica a clasificar en varias dimensiones y a comprender conceptos matematicos
siempre que puedan aplicar estas operaciones a objetos o eventos concretos. Aprende
a considerar mas de una dimensién del problema a la vez y a observar un objeto o
problema desde diversos angulos. Hacia los 10 afios al nifio le es mas facil deducir lo
gue otra persona esta pensando o sabe, (Shantz citado en Morris, 1992), por esa edad

se da cuenta de que otro también es capaz de deducir lo que él esta pensando.

Etapa de las operaciones formales, el individuo puede aplicar situaciones légicas
tanto a conceptos concretos como abstractos, puede pensar sistematicamente todas las
posibilidades, proyectarse hacia el futuro o recordar el pasado y razonar mediante
analogias y metaforas. Los nifios de menor edad resuelven problemas complejos
probando sus ideas en el mundo real, sus explicaciones son concretas y especificas.
Los adolescentes pueden pensar en términos abstractos y probar sus ideas

internamente recurriendo a la légica.

Piaget expone al desarrollo del lenguaje como un subproducto del desarrollo de
operaciones cognitivas no linglisticas. Bajo esta perspectiva el lenguaje es
simplemente un sintoma de la semiotizacion automatica de las operaciones cognitivas
del desarrollo. “Un problema en esta posicion tedrica es que no especifica a través de
qué medios concretos, estas operaciones cognitivas no linguisticas propician la
capacidad para emplear y reconocer la gramatica de predicados, o el sistema de

marcadores linglisticos definido-indefinido de la anafora, o la capacidad para generar
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unicamente frases bien formadas, confiando asi, con una fe ciega en la inevitabilidad

del progreso” (Bruner citado por Cedillo, 1999a, 3).

La investigacion de Bruner (1982) va mas alla que lo expuesto por Chomsky (1957) y
Piaget, (1985). Sugiere que el lenguaje natural no so6lo es una consecuencia del
desarrollo intelectual, o s6lo un resultado del asombroso sistema neuroldgico con el que
estamos dotados los seres humanos, dentro de sus resultados encontr6 que el lenguaje
natural se ensefia, que el adulto arregla artificialmente el ambiente de manera que

sintonice con las posibilidades de comprension del nifio (Cedillo, 1996).

En el presente trabajo de tesis se concibe a la aritmética como un sistema de signos
gue los sujetos pueden usar para comunicar y manipular ideas matematicas y como
punto de partida del algebra. “El lenguaje algebraico resulta ser (como todo lenguaje)

una forma (y no un medio) de pensar, comunicar y actuar” (Radford, 1999, 36).

Cedillo (1996) contrasta dos principios relacionados con el aprendizaje de la lengua
materna y elige uno de ellos para abordar la instruccién en mateméaticas. El primero de

eso0s principios es el siguiente:

Los significados del lenguaje determinan sus diferentes usos.

Muchos libros de texto ejemplifican este principio, se inician con definiciones, ejemplos

y reglas sintacticas (significados) y el capitulo se cierra con una serie de problemas que
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requieren la aplicacion de las definiciones reglas y ejemplos que lo antecedieron (usos).
Esta es una forma en que muchas generaciones han aprendido matematicas y en
particular algebra, aunque seria discutible que esta forma realmente funcione, no se
puede ocultar que en la practica es un sistema que deja como resultado una gran

cantidad de reprobados, lo que hace plausible la busqueda de alternativas.

El segundo de esos principios se puede resumir como sigue:

Los usos del lenguaje determinan sus significados.

Este principio implica un aprendizaje que no parte de reglas ni definiciones
(significados) y hace descansar en el uso del lenguaje la asignacién de significados. El
mejor ejemplo de un aprendizaje de este tipo es el caso del lenguaje natural,

ciertamente, el lenguaje materno se aprende a través del uso.

Este referente tedrico (Bruner, 1983), mostr6 un buen sustento para abordar la
ensefianza del algebra (Cedillo, 1994, 1995, 1996). Los resultados de estos estudios
resaltaron la necesidad de establecer una relacion més estrecha entre la aritmética y el
algebra (Cedillo, 1995, 1997) y sugirieron que una manera de fortalecer esa relacion es
logrando que los estudiantes generen significados para los nUmeros y sus operaciones
gue les permitan ir mas alla de aplicar los algoritmos de las operaciones aritméticas
eficientemente, de manera que empiecen a trabajar con “lo aun desconocido en un

contexto numeérico”. (Cedillo, 1999b, 4).
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Bajo esta premisa, se asigna a la calculadora el papel de un ambiente en el que los
sujetos puedan producir expresiones matematicas empleando el lenguaje de la
aritmética. Un aspecto crucial en este planteamiento es que la produccion de esas
expresiones se da como una forma de comunicacion entre el sujeto y la maquina, lo
cual se basa en un uso de la calculadora para realizar actividades que promueven gque
el sujeto anticipe una respuesta antes de acudir a la maquina, cuando se ejecuta el
procedimiento mediante el que el usuario expresa su estrategia, la respuesta de la
maquina le ofrece retroalimentacion inmediata que le indica si sus mensajes fueron

entendidos y recibidos con la intencién y el significado que él le daria antes.

El papel de la calculadora
En la década de los noventa se realizaron diversas investigaciones que han aportado
evidencia de los beneficios que pueden obtenerse del uso de la calculadora en la clase
de matematicas; esos estudios han ayudado a despejar muchas dudas de los
profesores y padres de familia sobre la pertinencia del empleo de la calculadora en el
aula. Actualmente ya no se puede sostener la creencia de que el uso de la calculadora
puede inhibir el desarrollo de habilidades aritméticas bésicas (Shuard; Ruthven; Brolin;

citados en Hembree y Dessart, 1992).

También se ha mostrado que la calculadora sirve como apoyo en la resoluciéon de
problemas, en particular, se ha encontrado que el uso de la maquina favorece que los
estudiantes se concentren en los procesos de solucion al hacer descansar el calculo

aritmético en la calculadora.
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Otro aspecto favorable es que el uso de la calculadora en el aula permite que los
problemas propuestos sean "mas realistas”, ya que el apoyo que brinda la maquina
ayuda a que el profesor introduzca en el planteamiento de problemas datos numéricos
gue no se restringen al manejo de nameros enteros, aspecto que en el ambiente del
lapiz y el papel limita artificialmente las situaciones que dan contexto a un problema

matematico. (Shumway; Shuard; citados en Hembree y Dessart, 1992).

Este trabajo tiene como antecedente estudios sobre el aprendizaje del cédigo
algebraico, cuyos resultados resaltaron la necesidad de establecer una relacion mas

estrecha entre la ensefianza de la aritmética y el algebra (Cedillo, 1995 1997).

Cedillo (1994), realiz6 un estudio exploratorio basado en el principio: los usos de
lenguaje determinan sus significados, para indagar el potencial de la calculadora como
herramienta cognitiva en el aprendizaje del algebra. Los resultados alentaron la
posibilidad de estudiar los recursos que ofrece la calculadora como apoyo para que
estudiantes sin ningln antecedente de ensefianza escolar sobre algebra abordaran
diversas actividades matematicas mediante estrategias que generaban al seguir sus
propias formas de razonamiento. Las respuestas de los estudiantes mostraron que el
uso de la calculadora les permitidé plantear conjeturas y las validaran o refutaran por si
mismos, lo cual les estimulé a que se aventuraran siguiendo estrategias propias sin
necesidad de acudir constantemente al profesor para pedir su aprobacién o recordar
procedimientos previamente aprendidos. Los resultados de ese estudio ofrecieron

evidencia empirica en favor del principio tedérico que se emple6 para guiar la fase de
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ensefianza (Cedillo, 1996), posteriormente esos resultados fueron ampliamente
revisados mediante un estudio a profundidad donde la calculadora desempefé el papel
de un “micromundo” que exige al usuario el uso de un lenguaje formal, y el profesor
desempeio el papel de un experto en el lenguaje que acompafié a los estudiantes en
sus esfuerzos para dar respuesta a los retos matematicos que cada actividad les

planteaba.

En ese estudio se observé que los problemas se plantearon como un juego matematico,
ademas de tener la caracteristica de ser retos que demandan una alta creatividad del
estudiante, se plantearon de manera que permitan que el estudiante los confronte con
los rudimentos aritméticos de que dispone y, a la vez, invitarlo a proponer
generalizaciones. El contexto de la generalizacion da la oportunidad de abordar el paso
de la aritmética al algebra, es justo en esa transicion donde cobra sentido el uso de la
calculadora, ya que el lenguaje que se requiere para interactuar con la calculadora es el
lenguaje del algebra, y el &mbito numérico es el que proporciona los criterios para que

los estudiantes por si mismos puedan validar o refutar sus conjeturas.

Cedillo (1999b), plantea que la calculadora es una herramienta que puede emplearse
para simular un ambiente en el que el lenguaje que se habla es el lenguaje de las
matematicas, concretamente los codigos de la aritmética y algebra. Con esta
herramienta el alumno puede realizar su trabajo y en ocasiones recurrir al apoyo de un
experto a través de formatos de interaccién preconcebidos por el profesor (en el sentido

de Bruner). Cuando hablamos de formatos queremos decir que debe existir un tipo de
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actividad altamente regulada que propicie que el estudiante pueda prever la intencién
del profesor y viceversa, ademas la actividad debe estar estructurada de manera que
sea posible la incorporacion de elementos matematicos de orden mas complejo que
permita al estudiante, con el tiempo avanzar en el conocimiento de la materia que esta

estudiando.

Los resultados del estudio reportado por Cedillo (1996, 2002) sugieren que el
acercamiento al algebra a través de su uso proporciona una promisoria alternativa para

ayudar a los estudiantes en el paso de la aritmética al algebra.

Aspectos metodoldgicos
A continuacion se abordan los aspectos metodolégicos que guiaron la realizacion de
ésta tesis: eleccién del método de investigacion; el estudio de casos como estrategia de
investigacion y fases de investigacion: recoleccién de datos; se expondra el disefio de
las actividades que fueron utilizadas en el estudio principal y piloto. En el capitulo
correspondiente a la metodologia se abordara ampliamente el estudio piloto y principal;

sujetos y fuentes de datos; hojas de trabajo; y ambiente de trabajo en el aula.

Eleccién del método de investigacion
Dado que una meta importante de esta tesis es estudiar como y qué aprenden los
alumnos en un ambiente especifico de ensefianza, para el desarrollo del trabajo de
campo se propone adoptar el método de analisis cualitativo planteado por Miles y

Huberman (1984) y la técnica de estudio de casos. Estos autores proponen que dicha
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forma de andlisis de datos permite conocer de manera mas detallada los procesos de
solucion que emplean los estudiantes y proporciona un esquema mas claro de los

alcances y limitaciones de sus aprendizajes.

Esta tesis propone estudiar qué es lo que aprenden los alumnos cuando el ambiente de
aprendizaje se basa en el uso de la calculadora. El interés central de esta investigacion
es analizar las nociones y estrategias numéricas que desarrollan los estudiantes en un
ambiente de trabajo donde la ejecucion de las operaciones aritméticas no es un fin, sino

el medio que permite explorar y generar soluciones a problemas matematicos.

Otro propésito que orienta esta investigacion es estudiar como influye en el aprendizaje
de los estudiantes el hecho de que el trabajo de céalculo aritmético esté a cargo de una

maquina.

Con base en lo anterior podemos considerar que el método se asume como el camino a
seguir para lograr una finalidad determinada. En este caso, el método de analisis
cualitativo se asume como un camino que se va realimentando conforme el proceso de

investigacion avanza.

La utilizaciéon del método cualitativo en esta tesis estd apoyada en el modelo que
presentan Miles y Huberman (1984). Destacamos que estos autores caracterizan al
método de andlisis mediante tres actividades esenciales: a) el proceso de reducciéon de

datos; b) la representacion de datos; y c) el establecimiento de conclusiones. Los
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autores puntualizan que estas actividades de analisis, junto con la recopilacién de datos
forman un proceso interactivo y ciclico. De acuerdo con las necesidades del proceso de
investigacion, los procesos de, a) reduccion de datos; b) estructuracion y analisis de los
mismos; y c) la formulacion de las conclusiones, se interrelacionan e influyen unos en
otros. El andlisis cualitativo es un sistema en el que los datos son fuente de informacién
y de procesos altamente interconectados que dan sentido al proceso indagatorio (Miles

y Huberman, 1984, 15).

Durante la recopilacion de datos se busca sistematizar las ideas que se encuentran
inmersas en las actividades realizadas durante el proceso de investigacion (Marcelo,
citado en Calix, 2000). Los coédigos son estructuras que permiten reducir las
declaraciones, pero ademas, representan un esfuerzo interpretativo de investigacion.
Normalmente, estas ideas generales se registran a través de codigos creados por el
investigador, buscando siempre la validez y la objetividad de los resultados. Los
cbdigos se convierten en un auxiliar para transformar los datos primarios en unidades
pertinentes y eficaces que permiten una mejor lectura de las caracteristicas del

contenido abordado.

En el cuadro No.1 se presenta un esquema del modelo de Miles y Huberman, en el que

se apoya la investigacion.

En este modelo el “andlisis consiste en tres momentos concurrentes en una actividad:

reduccion de datos, representacion de datos y conclusiones inferir / verificar” (Miles y
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Huberman, 1984, 21). En el momento de la reduccién de los datos los autores
recomiendan una actividad anticipadora o inicial que permite perfeccionar las
actividades que tendran que ver con la representaciéon de los datos o estudio principal,
consideramos para esta tesis realizar un estudio piloto que permitira, entre otras cosas,

disefar las actividades que formen parte del estudio principal.

Cuadro No. 1, Modelo de Miles y Huberman

| Recoger datos N

RECOPILACION
. DE DATOS
Reduccién de datos

A | Antes | Durante [ Después |
N REPRESENTACION
DE DATOS
A
L | Representacion de datos | /
S DATOS
I
S : e .
| Conclusiones inferir/validar | CONCLUSIONES
‘ Durante ‘ Después ‘ Inferir / Validar

El tercer momento recomendado en este modelo, consiste en localizar los componentes
mas significativos que dan sustento a la tarea de busqueda y que tienen que ver con los
propdsitos predisefiados en el proyecto de investigacion. No obstante, se asume que la
parte correspondiente a la representacion de datos es una de las mas importantes de
este proceso, ya que es donde se recolectan y registran los datos a través de la

aplicacion de actividades especificas.
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Otro aspecto que se considera es el proceso de codificacion que se requiere, como ya
se menciond, los codigos representan un recurso para clasificar la informacion, la cual
se organiza a través de categorias para estudiar el fendbmeno de tal manera que sea

significativo en términos de la investigacion que se abordo.

En resumen, “la investigacion cualitativa consiste en descripciones detalladas de
situaciones, eventos, personas, interacciones y comportamientos que son observables.
Ademas, incorpora lo que los participantes dicen tal y como son expresadas por ellos

mismos y ho como uno los describe” (Montero, citado en Calix, 2000, 27).

El estudio de casos como estrategia de investigacion

Mediante esta tesis investigamos cOmo se da la transicion de la aritmética al algebra.
Para realizar esta indagaciéon se acudi6 a la técnica de estudio de casos, estrategia que
forma parte de la investigacion cualitativa. El estudio de casos se asume como las
formas personales de interiorizar una realidad en el contexto en el cual se desarrollan,
como parte de un proceso dinamico y complejo, lo cual implica una relacion muy
estrecha y constante entre el individuo y la colectividad. Se trata con historias
personales que en cierta forma expresan la historia de la mayoria del grupo,
entendiendo el testimonio de los involucrados como las valoraciones contenidas en el
conglomerado al cual pertenecen; lo que reflejan sus actitudes, sus dudas, sus
habilidades y en cierta medida, sus creencias. A través del estudio de casos es posible

acceder a representaciones que construyen los sujetos, recuperando en parte el sentido
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y la légica de sus actitudes, asi como las autopercepciones que al hacerse colectivas

forman la trama de conocimiento socialmente aceptado.

El trabajo se ubica en el limite de lo personal y lo social, en ese entendido tratara de
revelar una historia global, al interpretar los datos personales de cada uno de los
sujetos involucrados en la investigacién. “Se podria manejar una historia coral en
multiples versiones en la cual interesa tanto la reconstruccion fidedigna de los hechos,
como todas las formas de apropiacién de un conocimiento y las habilidades que se
desarrollan al poner a consideracion de los sujetos escolares, formas novedosas de

trabajo en el aula” (Calix, 2000, 45).

Fases de investigacion: Recoleccion de datos

La recoleccion de datos corresponde a lo que Miles y Huberman (1984) denominan un
estudio anticipatorio. Se trata de un proceso indagatorio, previo a la ejecucion de un

estudio principal.

La finalidad de este estudio es poner a prueba los propésitos de un proyecto, las
preguntas de investigacion, el encuadre con el referente tedrico, los instrumentos para
la recoleccion de datos (tareas de ensefianza), la manera de organizar el trabajo en el
aula (la eleccién de las unidades de andlisis), la definicibn de la relacion maestro
(investigador)-alumno, los contenidos de ensefianza, la definicién de las categorias de

analisis y su pertinencia con los propadsitos de la investigacion.
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Se consideré para la realizacién de la recoleccion de datos un tiempo de una semana,
alrededor de 5 sesiones, de 70 minutos cada una. M&s adelante se desarrollaran a

detalle las caracteristicas de estas sesiones.

Disefio de las actividades

El disefio de las actividades considerd contenidos matematicos de aritmética y algebra,
se centr6 en proponer a los alumnos que encuentren formas para resolver las

ecuaciones.

Miles y Huberman (1984) establecen tres formas de describir y sistematizar la
informacion obtenida; codigos descriptivos, interpretativos y explicativos. Codificar “es
un proceso por el que los datos brutos son transformados sistematicamente y
agregados en unidades que permitan una descripcién precisa de las caracteristicas

pertinentes del contenido” (Bradin citado en Calix, 2000).
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CAPITULO 2

METODOLOGIA

Estudio piloto
El estudio piloto es una réplica breve, resumida, que sintetiza lo que se hara en el
estudio principal. El propésito inicial fue poner a prueba las actividades disefiadas en
cuanto al nivel de dificultad de las tareas que se proponen, su pertinencia con los
propositos del estudio principal y obtener informacion que permita hacer los ajustes
correspondientes. Ademas permiti6 obtener una experiencia previa y con esto la
posibilidad de abordar con mejor oportunidad de éxito y mayor sustento la siguiente
fase de investigacion (estudio principal). A continuacién se reporta, como se llevé a
cabo el trabajo de campo durante el estudio piloto y los resultados que de él se

obtuvieron.

Escenario escolar

El trabajo de campo se llevé a cabo en la Escuela Primaria particular Celestin Freinet,
turno matutino, ubicada en la Delegacion Tlahuac. Participaron 18 estudiantes del sexto
afio y se desarroll6 del 31 de marzo al 21 de abril del 2004. Durante este periodo se
efectuaron 15 sesiones de trabajo con duracién de 50 minutos cada una, de las cuales

se distribuyeron de la siguiente forma:
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e Cinco sesiones para que los alumnos se familiarizaran con el uso de la
calculadora.

e Cinco sesiones para el trabajo con ecuaciones de primer grado que incluyen

fracciones.
e Cinco sesiones para el trabajo con ecuaciones de primer grado con una incognita
gue tienen soluciones en numeros enteros y/o decimales y ecuaciones

exponenciales.

Actividades que se pusieron a prueba

Durante el estudio piloto se pusieron a prueba 11 hojas de trabajo las cuales fueron
disefladas por Cedillo (1999a). En 2 se propusieron actividades relacionadas con el uso
y las funciones de la calculadora y en las 9 restantes se propusieron actividades
relacionadas con contenidos que introducen al algebra basadas en la resolucion de
ecuaciones de primer grado (ecuaciones con numeros enteros, decimales, fracciones),
para realizar estas actividades propuestas en las hojas de trabajo los alumnos se
auxiliaron de una calculadora grafica que se les proporcion6é en préstamo durante el

desarrollo del estudio en el sal6n de clases.

Durante el trabajo de pilotaje se solicitdé a los alumnos contestar un cuestionario donde

se buscé obtener informacién acerca de su gusto o rechazo hacia las matematicas y

sobre la experiencia previa en la resolucion de ecuaciones de primer grado.
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Posteriormente se invitd a los alumnos a resolver las actividades de las hojas de trabajo

de la siguiente manera:

e Familiarizacion con el manejo de la calculadora grafica. Se proporcionaron tres
hojas de trabajo para tal actividad.

e Ecuaciones de primer grado con una incognita en fracciones. El propdésito
principal de estas hojas de trabajo fue que los estudiantes desarrollaran nociones y
estrategias que les permitan usar las fracciones comunes en la solucién de
problemas, se incluyé el tema del valor decimal de las fracciones comunes. Se
emplearon cuatro hojas para el trabajo con esta actividad.

e Ecuaciones de primer grado con una incégnita con numeros enteros, decimales y
potencias, se abarcaron aspectos relativos a la resolucibn de este tipo de
ecuaciones, ademas de incluirse ecuaciones exponenciales; se tratd de identificar
teméticas encaminadas a las relaciones entre los conceptos matematicos (aritmético
y algebraico), la identificacion y conceptualizacién de literales y la simbolizacién
algebraica. Se incluyeron en estas hojas de trabajo algunas actividades que
contienen ecuaciones de segundo grado con una incégnita, lo cual no implico
ninguna diferencia para los alumnos. Por tal razéon no generd confusién alguna ya
que en todos los casos se trataba de encontrar un numero perdido. Para esta

actividad se utilizaron cinco sesiones y seis hojas de trabajo.
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Actividad preparatoria

Se propuso a los alumnos realizar actividades en 3 hojas de trabajo, con la finalidad de
identificar las principales funciones de la calculadora y se familiarizarse con la forma en
gue trabaja; a cada uno de los estudiantes se le proporciondé una calculadora; el
investigador fue guiando sobre el manejo y funcion de las teclas. Los alumnos
mostraron mucho interés en la actividad, lograron realizar con relativa facilidad la
mayoria de los ejercicios, en algunos casos los alumnos recurrian a la asesoria del
investigador ya que no comprendian las indicaciones de la hoja de trabajo, pero una
vez explicado lo que tenian que realizar, no les ocasionaba mayor problema; se
observo que el hecho de concluir rdpidamente la hoja de trabajo provocaba que se
distrajeran y usaran la calculadora para juegos o incluso para resolver alguna tarea de

su libro, ademas de que esto generd indisciplina en el grupo.

Actividades centrales
Para la actividad con las hojas de trabajo relacionadas con fracciones en ecuaciones de
primer grado con una incégnita, se observd que en la primera hoja los alumnos tenian
cierto interés, sin embargo, pronto manifestaron confusion al enfrentarse a situaciones a
las que no estaban muy familiarizados, a pesar de que el tema de fracciones ya estaba
visto con anterioridad en el curso regular de la asignatura de matematicas, segun refirio
la maestra del grupo. En las siguientes hojas de trabajo sélo algunos alumnos lograron
terminar con éxito, otros lo intentaban pero realizaban mal la actividad, lo que los

llevaba a dejar las actividades en blanco o copiar a algin compafiero; en términos

39



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

generales fueron muy pocas las estrategias que los alumnos generaron y por el

contrario, se generd confusion en el tema.

Consideramos que algunas de las razones por las que los estudiantes tuvieron
dificultad fueron la apatia por el trabajo que mostraron algunos de ellos, la indisciplina
grupal que impidi6 que se concentraran y una de mayor importancia, la baja
comprension lectora que al parecer impedia que los estudiantes abordaran el material
escrito, ademas de la ausencia de conocimiento previo en como abordar el tema de

fracciones.

En cuanto al uso de la calculadora como herramienta para la resolucion de problemas,
se observd que los alumnos dejan el trabajo de la operatividad aritmética a la
calculadora, donde ingresan los datos y obtienen un resultado. No obstante al preguntar

si podrian realizar este problema sin la calculadora, la respuesta fue negativa.

Para las actividades relacionadas con ecuaciones de primer grado con una incégnita
(con numeros enteros, decimales y potencias) se propuso la realizacién de cinco hojas
de trabajo en el mismo namero de sesiones. A diferencia de lo anterior, el panorama
general fue mas alentador, para estas actividades se cont6 con la presencia de la

maestra, lo que provoco control de grupo y menos indisciplina.

Se observd que las actividades propuestas en las primeras hojas de trabajo

despertaron interés en los estudiantes, se dio la explicacion previa de que en estos
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ejercicios se trataba de buscar un numero perdido y que se podian auxiliar de la
calculadora para encontrarlo. La actividad se facilitaba en la medida de que se
resolviera bien uno de los ejercicios, lo que motivaba para encontrar el siguiente
namero; para este tema el uso de decimales en la ecuacidn representd una
complicacion minima que la calculadora podia resolver, en estas hojas de trabajo si se
podia identificar alguna estrategia creada por los alumnos; asimismo, fue posible
identificar los razonamientos y conceptos que utilizaban para la resolucion de la

ecuacion.

En términos generales el trabajo resulté mejor porque se captd el interés de los
alumnos, y se mejor6 el control sobre el grupo, los estudiantes lograron resolver la
mayoria de los ejercicios de manera exitosa, en varios casos con el auxilio constante

del investigador.

De acuerdo con las observaciones realizadas y las respuestas de los alumnos en las
ultimas 6 hojas de trabajo, se considera que entre los factores que influyeron en el buen
desempefio de los alumnos se encuentran: la disposicidon e interés que mostraron para
realizar las actividades, la persistencia que manifestaron y la iniciativa constante de

pedir apoyo al investigador y en algunas ocasiones a la maestra del grupo.

Se observé que a partir de la hoja de trabajo numero 8, en la que se requeria el uso del
paréntesis en la ecuacion (jerarquia de las operaciones), era una situacion que no

habian abordado previamente, por lo que los caminos que siguieron para solucionar las
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actividades no se apegaban en muchos de los casos al uso de recursos algebraicos,
sino que se valian de sus conocimientos aritméticos para contestar lo que se les pedia.
Este resultado es importante porque proporciona indicadores de que los alumnos

podian generar alguna estrategia por si mismos.

En cuanto al tipo de respuestas que los alumnos proporcionaron, gran parte de ellos
utilizaron recursos aritméticos para solucionar las situaciones, solo en algunos casos

lograron dar un significado algebraico al uso de las literales.

Conclusiones del estudio piloto

Como resultado de las observaciones y el analisis de las respuestas derivadas de la
aplicacion del estudio piloto se recabd informacién que permitié hacer los ajustes que

se mencionan a continuacion.

Durante el desarrollo de las actividades del estudio piloto se observé que uno de los
factores que interfirieron en el desempefio de los estudiantes para realizar las
actividades, fue el ambiente de trabajo en el aula, el cual en varias sesiones se vio
marcado por el desorden y la indisciplina de los alumnos, lo que provocaba poca
atencion en el trabajo. Este factor se resolvié con la intervencién de la maestra del
grupo durante las actividades, por lo que en el estudio principal se solicitd la presencia

de la profesora en todo momento. Las intervenciones del investigador se ajustaron para
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hacer mas dindmicas y amenas las actividades, esto se reflejo en una mejor disciplina

de los estudiantes, situacion que se mantuvo durante el estudio principal.

Otro de los factores que influyé en el desempefio de los alumnos y que en cierta forma
propiciaba la indisciplina marcada en el punto anterior, fue el uso de las hojas de trabajo
en cuanto al orden de las tematicas tratadas. Para el estudio piloto se optd por
comenzar en la primera hoja de trabajo con: solucion de ecuaciones de primer grado en
fracciones, tema que en general no llamé la atencion de los alumnos, ya que la mayoria
de ellos no tenia el antecedente de la resolucion de este tipo de ecuaciones, por lo que
al no saber resolverla preferian dejar o utilizar la calculadora para otra actividad.
Durante el cuestionario inicial, actividad previa a la aplicacion de las hojas de trabajo, se
observo que a los alumnos les llamé la atencién el ejercicio relacionado con encontrar
el numero que falta, en una ecuacion de la forma ax+b=c, por lo que se opté comenzar
en el estudio principal con actividades de este tipo, donde los alumnos tienen un
referente aritmético para buscar la solucion y al mismo tiempo esto provocaba mayor

motivaciéon en ellos.

Los protocolos de entrevista se reeditaron, se les dio un enfoque mas practico para la
obtencién de datos y su analisis. Se validé la pertinencia de éstos, se eliminan las
actividades que contenian una amplia cantidad de ejercicios, limitando para el estudio
principal a solo tres ejercicios, lo que permitid tener informacién mas sustancial y

relevante.
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A raiz del estudio piloto se pusieron a prueba para su reformulacién las preguntas de

investigacion, con una mejor orientacion respecto a los alcances de la investigacion.

Otro factor que provoco que el desempefio de los alumnos en el estudio piloto no fuera
el que se esperaba; fue el poco tiempo del que se dispuso para la actividad de
familiarizaciéon con la calculadora, ya que los alumnos, como con cualquier otra
herramienta, requieren tiempo para lograr un dominio aceptable del uso de las
principales funciones de la maquina. Por lo anterior en el estudio principal se duplicé el
tiempo establecido para tal actividad, ademas de que se tuvo una mejor estimacion del

tiempo que se requeria para hacer el estudio principal.

El estudio piloto se realizé en condiciones reales en un aula de trabajo, es decir se
dispuso del espacio y tiempo similar al de otras asignaturas y con todos los integrantes
del grupo. De acuerdo con lo anterior y con los datos recabados en el estudio piloto, se
considera que es posible llevar a cabo una practica de este estilo en un aula en

condiciones regulares.

El estudio piloto se trabajo con alumnos del sexto afio de primaria, se noto que las
estrategias que generaron Para el estudio principal se considero trabajar con alumnos

de quinto afio de primaria, considerandose que
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Estudio principal

Escenario

La institucién educativa en donde se desarroll6 la investigacion es una escuela primaria
de caracter publico llamada Ernesto Garcia Cabral, la cual se encuentra ubicada en la
Delegacion lIztapalapa D. F. La condicion socioecondmica de los estudiantes se puede
considerar como media baja; la colonia cuenta con servicios publicos como agua, luz,

teléfono, biblioteca y areas verdes.

La escuela tiene un salén de computo y un aula en la que se desarrollan las clases del
programa “Enciclomedia”, misma que fue utilizada para esta investigacion. Esta aula
cuenta con computadora, video proyector, equipo de audio, mobiliario adecuado para
actividades empleando ese equipo y mesas de trabajo en forma de trapecio, las cuales

fueron utilizadas por dos estudiantes al mismo tiempo.

Sujetos y fuentes de datos

La recoleccién de datos se llevo a cabo en la escuela antes mencionada, con alumnos
del quinto afio (entre 10 y 11 afios de edad). Primeramente, se trabajé con todo el
grupo en 13 sesiones de 70 minutos cada una; la atencion se centr6 en 8 alumnos que
se observaron mediante la técnica de estudio de casos para estudiar con mayor
profundidad las estrategias que generan durante la elaboracion de la tarea. Estos
alumnos fueron seleccionados de acuerdo con su desempefio en la clase de

matematicas, se tomo en cuenta las consideraciones de la profesora del grupo al
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respecto y a través de un cuestionario inicial. Se dividié a los alumnos, de la siguiente

manera.

1. Abajo del promedio de grupo (dos estudiantes)
2. Promedio de grupo (cuatro estudiantes)

3. Arriba del promedio grupo (dos estudiantes)

La estratificacion en bajo, medio y alto se propone para tener una mejor representacion
del tipo de estrategias que generan niflos con distintas habilidades y distintos niveles de

motivacion.

Fuentes de datos

Las principales fuentes de datos fueron: el trabajo escrito de los estudiantes y

entrevistas individuales con los 8 alumnos seleccionados.

Las entrevistas fueron estructuradas con base en los procesos de solucion que
emplearon esos alumnos para abordar las hojas de trabajo durante las sesiones de
clase, se utilizaron dos protocolos para realizar dichas entrevistas. Los protocolos
contienen los objetivos de la entrevista, las preguntas de investigacion relacionadas con
el objetivo y las preguntas dirigidas al trabajo de los alumnos. A continuacién se

detallan las fuentes de datos utilizadas en este proceso de indagacion:

)} Hojas de trabajo, las cuales documentaron el trabajo que se realizé en el

aula y permitio el andlisis de las respuestas registradas.

46



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

i) Entrevistas individuales. Se realizaron dos entrevistas con cada uno de los
sujetos que fueron seguidos mediante la técnica de estudio de casos. La
primera entrevista fue realizada a la mitad del estudio y la segunda al

concluirlo. Cada entrevista fue videograbada.

Hojas de trabajo

Las hojas de trabajo se emplearon para realizar las actividades durante la fase de
campo de esta tesis, esos materiales fueron el recurso para proponer a los estudiantes
las actividades que debian realizar, con este fin se emplearon hojas de trabajo para ser
abordadas mediante estrategias de resolucion de ecuaciones creadas o no por los
alumnos y la calculadora. En términos de la investigacion, las hojas de trabajo fueron
empleadas como fuentes de datos, es decir, fueron los instrumentos que permitieron
registrar todas las respuestas e intentos que desarrollan los estudiantes para responder

las preguntas planteadas en cada una de las actividades.

El disefio de las actividades estd relacionado con los contenidos matematicos
abordados en el proyecto, los cuales se centran en la realizacion de tareas con

ecuaciones.

La estructura de las actividades propuestas se inicia con la presentacion de ejercicios

gue retan al alumno a encontrar un nimero perdido mediante alguna estrategia que

ellos mismos generen.
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En esta presentacion se hacen preguntas al estudiante cuyo propdsito es motivarlo a
crear una estrategia para la resolucion de ecuaciones, el disefio de las actividades tuvo
como finalidad que el estudiante las perciba como un juego que consiste en buscar un
namero perdido. El juego finalizaba cuando lograban crear alguna estrategia de

solucién.

Es importante considerar que las actividades propuestas no fueron disefiadas como
ejercicios en el sentido de propiciar el desarrollo de destrezas mediante la ejecucion
repetida de un mismo tipo de actividad, sino que estas actividades fueron disefiadas
con la finalidad de ofrecer al estudiante experiencias distintas en el manejo del codigo
algebraico. En cada una de las hojas de trabajo se introdujeron nuevos elementos que
hacen de cada actividad un problema que plantea un nuevo reto al estudiante en un
contexto que le es familiar. En el disefio de las hojas de trabajo de esta tesis, se tomo

como base la estructura desarrollada por Cedillo (1999a).

El propdsito de estas hojas de trabajo, fue guiar a los alumnos para crear alguna
estrategia en la resolucién de ecuaciones de la forma ax+b=c; se pretendi6 identificar
el sentido que el estudiante otorga a la literal y el manejo de ésta, asi como los medios

aritméticos que se utilizan para la resolucién del problema.

Entrevistas
Para llevar a cabo las entrevistas que se realizaron en el estudio principal de la

investigacion se utilizaron dos protocolos, la primera entrevista tuvo la finalidad de
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investigar si el conocimiento aritmético que los estudiantes poseen es una herramienta
para la resolucion de las ecuaciones, ademas de identificar las estrategias que generan
los alumnos al resolver ecuaciones. Esta entrevista se realizé a la mitad del trabajo de

campo y el alumno conté con auxilio de la calculadora.

La segunda entrevista se realiz6 al concluir el trabajo de campo con el objeto de
obtener informacién a profundidad sobre aspectos especificos que no pueden ser
observados a partir del trabajo escrito de los estudiantes ni del registro de informacién
en clase. El objetivo de ésta fue investigar qué significados asocian los alumnos a las
literales que se usan para simbolizar las incognitas en las ecuaciones de primer grado
con una incognita, e investigar qué ventajas o desventajas se generan para abordar los
métodos convencionales para resolver ecuaciones cuando se propicia que los
estudiantes inicien este tema a partir de estrategias no convencionales que ellos
mismos generan. El alumno también cont6 con el apoyo de la calculadora gréfica
durante esta entrevista. Ambas entrevistas se videograbaron y se trascribieron para su

andlisis.

El trabajo de aula se llevo a cabo durante dos semanas y tres dias, los 5 dias de clase,
en las horas propuestas por la profesora de grupo de acuerdo con sus actividades.
Generalmente se utilizé el horario de 15:00 a 16:10 hrs. El trabajo se desarroll6 como

parte del curso regular que se imparte en la escuela.
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Sujetos

Se trabajé con alumnos que cursan el quinto grado de la educacién primaria, es un
grupo de 26 alumnos de ambos sexos cuyas edades fluctian entre los 10 y 11 afios de
edad, de los cuales se seleccionaron a ocho sujetos de acuerdo con su desempefio en

la clase de mateméticas, como ya se menciono.

Ambiente de trabajo en el aula

El investigador se incorpordé como profesor del curso de matematicas. Al inicio de cada
sesion se proporcionaba a los alumnos hojas de trabajo previamente preparadas, estos
tuvieron la responsabilidad de contestar cuidadosamente cada una de las cuestiones
involucradas. Cada estudiante pudo avanzar de acuerdo con sus capacidades y
destrezas en el manejo de dichos contenidos. La responsabilidad del investigador
consistio en presentar la actividad, recoger los paquetes después de cada clase,
revisarlos cuidadosamente, marcar los errores encontrados y devolver las hojas de
trabajo en la clase siguiente para que los alumnos corrigieran, en su caso, los puntos
marcados por el profesor como incorrectos. El alumno debia corregir los errores

marcados antes de proseguir con otra actividad.

La ayuda que el alumno recibia consistio en las orientaciones que el investigador dio
por escrito en cada hoja, ademas de las asesorias que durante la clase se ofrecieron de
manera individual con aquellos alumnos que presentaron mas problemas de abordar las

actividades.
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La actividad durante las sesiones de clase se organizé de la siguiente manera:

e Al iniciar la clase los alumnos recibian un sobre que contenia las hojas de
trabajo sobre un tema determinado. Los alumnos tomaban su calculadora e
iniciaban el trabajo. Se pidi6 a los alumnos hacer su mejor esfuerzo y avanzaran
tanto como les fuera posible. Al finalizar la sesion entregaban su sobre al
profesor (investigador); en la siguiente clase recibieron su sobre con las hojas de
trabajo que habian resuelto revisadas por el profesor, y las hojas que adn no
realizaban. Los estudiantes debian retomar su trabajo haciendo las correcciones
sefialadas por el profesor. Los alumnos podian elegir trabajar en grupo o
individualmente.

e Los alumnos podian completar tantas hojas de trabajo como les fuera posible
en cada sesion, la Unica regla era que no podian entregar su trabajo en blanco,
si no entendian algo debian acudir al profesor o a cualquiera de sus
compafieros.

e El profesor observé como trabajaron los estudiantes y atendi6 las preguntas

gue individualmente le plantearon.
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CAPITULO 3

DESCRIPCION Y ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se presentan y analizan los datos obtenidos mediante la aplicacion de
las hojas de trabajo y la realizacion de dos entrevistas con cada uno de los estudiantes
gue participaron en el estudio de casos. Los resultados que aqui se presentan se
refieren esencialmente a los siguientes aspectos:

0] Logro de los estudiantes.

(i) Dificultades que enfrentaron los estudiantes.

Los resultados se presentan en el siguiente orden: nivel alto, Tomas y Yesica Gabriela;
nivel medio: Alondra, Jorge, Adriana y Javier; nivel bajo, Vanessa y Erika. Se describe
la evolucién de los estudiantes a través de sus logros y dificultades con base en el
analisis de sus respuestas a las hojas de trabajo y a cada una de las entrevistas

realizadas.

Este capitulo se estructura de la siguiente manera:
Resultados del cuestionario inicial
Descripcién de las hojas de trabajo
Logros y dificultades
Hipaotesis sobre los logros y dificultades de los alumnos.

Logro de los alumnos.
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Dificultades que enfrentaron los alumnos.

Resumen

Resultados del cuestionario inicial
Previo a la realizacién de las hojas de trabajo los alumnos del grupo contestaron un
cuestionario inicial que permitiera conocer el tipo de poblacién con el que se trabajaba,
asi como conocer diversos rasgos del perfil de los estudiantes. Dicho cuestionario
aborda tres ambitos: (i) Perfil general del alumno, (ii) Contexto familiar, y (iii) Nociones

matematicas.

El primer a&mbito se disefi6 para conocer sus datos generales -nombre, edad y fecha de
nacimiento- y su autoevaluacibn como estudiantes en la clase de mateméticas. Se
preguntd qué tanto les gusta la materia y como se consideran para esta clase (las
respuestas se organizaron en muy bueno, bueno, regular y malo); se pretendié obtener
un panorama general del gusto por las mateméaticas de los alumnos, datos que guiaron
al investigador en cuanto a la poblacion con la que se trabajaba y a la forma de abordar

las tematicas de las hojas de trabajo.

El segundo ambito se utiliz6 para conocer aspectos relacionados con el contexto
familiar de los alumnos, se pretendi6 establecer el tipo de relacion que los estudiantes
tienen con sus padres, preferentemente, y cdmo estas relaciones pueden repercutir en
su desempefio en matematicas, considerandose factores como la motivacion, la

atencion, el nivel socioecondmico y los antecedentes académicos de sus padres; se

53



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

puede considerar que estos factores pueden influir en el rendimiento positivo o negativo
de los alumnos en la clase de matematicas; ademas, se les hicieron preguntas que
permitieran saber a qué se dedican sus padres y el nivel de estudios que éstos tienen,
también se preguntd si habian reprobado algun afio escolar, situacién que posiblemente

tendria que ver con los aspectos antes mencionados.

El tercer ambito del cuestionario permitio tener una referencia en cuanto a los nociones
matematicas de los alumnos en relacion al tema que se abordaria en las hojas de
trabajo: ecuaciones. Este ambito permitié conocer las formas en que resolvian un
problema, para asi tener un conocimiento inicial de los métodos que los estudiantes
utilizan en la resolucion de la ecuacién; esto también proporcioné un panorama inicial
para evaluar a los alumnos en cuanto a su rendimiento (alto, medio, bajo) y mas
adelante seleccionar a los que se observaron mediante la técnica de estudio de casos.
En el cuestionario se pidio a los alumnos encontrar el “nUmero que falta” en ecuaciones
como la siguiente:x+3.5=72, se les pidi6 también explicar como obtuvieron la
respuesta y cémo podrian convencer al profesor de que ésta era correcta. A

continuacioén se presenta el analisis de los resultados obtenidos con este cuestionario.

El total de alumnos del grupo con el que se trabajé tenia 23 alumnos, de los cuales 11
eran mujeres y 12 hombres que cursaban el quinto afio de primaria, sus edades
fluctiaban entre los 10 y 12 afios, de éstos, se selecciond a 8 alumnos de acuerdo con

su desempefio en la clase de matematicas con ayuda del cuestionario inicial y la
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opinion de la profesora del grupo. De acuerdo con lo anterior se ubicO a esos ocho

alumnos en tres niveles: alto, medio y bajo; 3 fueron hombres y 5 mujeres.

De los 37 alumnos del grupo y con los informacion que el cuestionario brindd, se
obtuvieron los siguientes datos: en el primer ambito, perfil general del alumno, se
encontré que el 70% del grupo expresé que les gustan mucho las matematicas, un 26%
eligié la opcidn “a veces” y sb6lo un 4% expreso que les gusta “poco” esta materia. En
cuanto a su autoevaluacion con relacion a la materia, se observo que el 53% de los
alumnos se considera “regular” en la clase de matematicas, un 43% se considera
“bueno” y sélo un 4% se considera “muy bueno”, por tal, se pudo inferir que el trabajo
con el grupo se facilitaria con base en el interés y la disposiciéon que los alumnos

mostraron hacia la clase de mateméaticas en el cuestionario.

Respecto al segundo ambito, contexto familiar, se observé que la poblacién con la que
se trabajo es de un nivel socioeconémico medio, la mayoria de los ingresos familiares
no son fijos y dependen de un negocio familiar o del trabajo de un oficio (13% de las
madres de familia se dedican al comercio y el 39% de los padres se dedican a un
oficio), lo que sugiere que la relacion entre padres e hijos en cuanto a la motivacion y la
atencion para el estudio o la realizacion de tareas se limita a los tiempos libres que deja
el trabajo y que el apoyo para el estudio y tareas recae en las madres de familia que se
dedican al hogar (69%, el 9% laboran como obreras y el 9% restante como
profesionista en un trabajo fijo), el 69% inicial se ve limitado por el nivel de estudios de

esta poblacién: secundaria no concluida (43% de las madres y 47% de los padres de
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familia). El cuestionario arroj6 un dato interesante, ninguno de los padres o madres
cuenta con una licenciatura y s6lo dos madres de familia (9%) concluyeron la normal de
maestros, nivel mas alto de estudios que se encontrd; lo que hace pensar que el
estudio de las matematicas se limite a realizar operaciones basicas, suma, resta,

division y multiplicacién, misma que son de empleo comun en la vida cotidiana.

De los alumnos participantes se encontré que 6 de ellos habian reprobado algun afio
escolar (1, primer grado, Erika; 2, segundo; 1, tercero y 2 cuarto), sin embargo, no
mostraban apatia por la materia, ponian interés en el trabajo, aunque no lo realizaran

bien.

En cuanto al tercer @&mbito, nociones matematicas, se observé lo siguiente:

e Al pedirles encontrar el nimero que falta en una ecuacion del tipo x+3.5=72, se
observo que sélo el 30% de los alumnos logré resolver la ecuacién, el 70%
restante mostré confusién en el manejo aritmético del punto decimal, lo que los
llevo a la manipular la ecuacion de forma que se creia estaba bien, al obtener
resultados como el siguiente: 3.7, que al sumarlo con 3.5 se obtendria 7.2; se
considero a 72 como 7.2, sumandose ambos decimales 7+5=12, posteriormente
se sumaron los enteros 3+3=6, se considero para el resultado final, sumar 12
pero como 1.2+6=7.2; en la seccién de analisis de resultados, se detallara al

respecto.

56



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

De los ocho alumnos seleccionados, sélo dos (25%) lograron encontrar el
resultado correcto, los demas cayeron en situaciones como la anterior; en dos
casos se dio un resultado en apariencia incongruente, como 64; al pedirles
explicacion al respecto dijeron que habian sumado 64 + 3.5 = 72, se puede
deducir que los alumnos sumaron 3 y 5, eliminando el punto decimal, dando 8,
para sumar con 64 y obtener 72. (64+8=72).

Se detectaron algunos estrategias para la resolucién de este problema, mismos
gue mas adelante se explicardn con detalle. Se pudo observar a través de la
pregunta nueve del cuestionario (¢, Como puedes convencerme de que el nimero
gue encontraste en la pregunta anterior es la respuesta correcta? Escribe tu
respuesta tan claramente que cualquiera de tus comparfieros la pueda entender)
por qué el alumno eliminaba el punto decimal, como se veia en el ejemplo
anterior, por ejemplo, usaba 72 en lugar de 7.2; se encontr6 que los alumnos del
grupo en general trataban de obtener el valor de la incégnita por ensayo y error,
sin embargo el punto decimal les causaba problemas a pesar de que podian
acudir al uso de una calculadora; algunos alumnos utilizaron 4.2, que al sumarlo
con 3.5, obtenian 7.8, este resultado es errdneo, sin embargo al cuestionarles al
respecto se menciono: “ésta bien, porque importa el nimero entero y no el
decimal”, solo consideraron obtener 7 como respuesta, sin importar el numero
decimal.

Del total del grupo, 7 alumnos que contestaron correctamente (30%), uno tomo

en cuenta sélo los enteros, lo explicé de la siguiente manera: “si se necesitan 72
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y tengo 3, ¢cuantos me faltan? 69, pero ahora me faltan dos decimales,
entonces descuento uno, 68, y busco los decimales que me faltan (5), para que
68.5+3.5=72...". Al pedirles una explicacién cinco de los alumnos mencionaron
gue la calculadora les habia ayudado y que sin ella seria dificil resolverlo, “pero
si se podria sacar”. Su método fue el ensayo y error con diferentes niameros
hasta que encontraran el correcto; un alumno explicé que a 72 le rest6é 3.5 para
obtener el resultado, comenté que la maestra en alguna ocasién les habia
ensefiado esa forma, “pero sin decimales, porque asi es mas facil”’, este aspecto

se discutira con mayor amplitud mas adelante.

Descripcién de las hojas de trabajo
En el capitulo anterior se describieron ampliamente las hojas de trabajo como fuentes
de datos en esta investigacion, también se hizo mencidén de sus propdsitos dentro de
este trabajo, asi como el disefio de sus actividades y sus finalidades. En este capitulo
se abordara la descripcion del contenido de las hojas de trabajo, de las cuales se tomo6
como base el material desarrollado por Cedillo (1999a), disefio que sirvid para la

organizacion de éstas.

Las hojas de trabajo se dividieron en cuatro secciones que requerian al estudiante
realizar las siguientes acciones: enfrentar y resolver una ecuacion, verificar sus
respuestas, comparar y realizar juicios de su propio trabajo y el sus compaferos, e
institucionalizar el conocimiento obtenido, es decir, describir en la hoja de trabajo

explicaciones breves respecto al tema, que le permitan al alumno tener un
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acercamiento a la concepcidn teorica del tema. Las hojas de trabajo tienen la siguiente
estructura:

e Ejecucion por parte del alumno

e Verificacion

e Comparacion de resultados

e Institucionalizaciéon del conocimiento

Ejecucion por parte del alumno. Cada hoja de trabajo se inici6 con la presentacion de
actividades que proponian a los estudiantes encontrar un niamero perdido, se pretendio
poner de manifiesto las formas de resolucion y estrategias que el alumno utilizaba para
enfrentar una ecuacion. La estructura de las actividades invitaba al estudiante a

enfrentar un reto en forma de juego.

Verificacion. Este apartado pedia al estudiante que verificara las respuestas que habia
dado fueran correctas y requiere que el alumno dé una explicacién de como obtuvo la
solucion, esta seccién orientd al investigador para detectar la estrategia creada por el

alumno.

Comparacion de resultados. En esta seccion se pretendié que el alumno tuviera un

espacio para realizar juicios sobre los reportes de otros estudiantes, para que de esta

forma identificara sus posibles errores 0 aciertos con base en el trabajo realizado por
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sus compaferos, asi mismo podria retroalimentar su propio conocimiento con el de los

demas.

Institucionalizacién del conocimiento. En este apartado pretendemos que el alumno
obtenga una conclusiéon del trabajo realizado; algunas secciones contienen
explicaciones que se dan al alumno con la formalidad del conocimiento matematico con

la finalidad de que éste complemente sus conocimientos.

En las hojas de trabajo se abordaron los siguientes temas:
e [Ecuaciones con una incégnita.
e Ecuaciones con mas de una solucion.
e Ecuaciones distintas que tienen la misma solucion (ecuaciones equivalentes).
e Ecuaciones por tanteos.
e Reduccién sistematica de ecuaciones.
e Operaciones inversas para resolver una ecuacion.

e Construccion de ecuaciones.

Logros y dificultades.
Hipotesis sobre el logro y dificultades de los alumnos.
Antes de abordar el logro de los estudiantes, es conveniente establecer algunas

hipétesis relacionadas con las preguntas de investigacion de esta tesis.
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Conocimiento aritmético

¢,Como puede aprovecharse el conocimiento aritmético que adquieren los
estudiantes en la escuela primaria como punto de partida para iniciarlos en el
uso del lenguaje algebraico? Se puede aprovechar el conocimiento aritmético de
los alumnos al resolver ecuaciones, ya que es su punto de partida y su principal
antecedente para enfrentar una ecuacion, mucho dependera del manejo
aritmético para lograr exitosamente la resolucion de la ecuacion, en los casos
donde se presentan dificultades en el manejo de aspectos matematicos tales
como: punto decimal, divisién y fracciones, es posible que la obtencién de la
solucién de la ecuacion no sea la correcta.

¢Los alumnos utilizardn su conocimiento aritmético para la resolucién de
ecuaciones?; si utilizan su conocimiento aritmético, sin embargo es posible que
las carencias de orden aritmético que presentan algunos alumnos no les permita
obtener correctamente la solucién, por lo que a pesar de que los estudiantes
sean capaces de crear una estrategia de resolucion, no siempre obtendran
resultados correctos.

¢, Se puede utilizar el conocimiento aritmético como herramienta para resolver
ecuaciones de primer grado y la creacion de una estrategia que los mismos
estudiantes generen? Es el conocimiento aritmético el que permitira la creacion
de una estrategia de resolucion de ecuaciones, independientemente de que la

solucion de la ecuacién sea correcta 0 no.
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Estrategias que desarrollan los estudiantes
e Los alumnos resuelven ecuaciones de primer grado por medio de un método que
la profesora de grupo les ensefié para resolver ecuaciones del tipo x+3.5=72,
al resultado se le resta 3.5, lo que se obtenga es la solucién de la ecuacién; para
comprobarlo sumamos ese resultado con 3.5 para obtener 72; en caso de que el

signo de operacion sea negativo, en lugar de restar se suma.

e Los alumnos resuelven estrategias con base al ensayo y error. Al pretender
resolver una ecuacién, los alumnos escogeran un namero al azar que creen que
pueda ser la solucion, a partir de éste prueban de uno en uno hasta acercarse al

namero que buscan.

Logro y dificultades de los alumnos
En este apartado se analizaran los datos obtenidos en las hojas de trabajo y las
entrevistas realizadas a los 8 alumnos seleccionados para la investigacion y
seguimiento de estudio de casos, se exponen episodios de las dos entrevistas
realizadas y su andlisis; cada caso presenta antecedes del sujeto de estudio, mismos
gue se obtuvieron del cuestionario inicial, en algunos casos el investigador infiere en
aspectos relacionados (que no se nombran en el cuestionario inicial) con las
caracteristicas y entorno del sujeto, con base al conocimiento de los alumnos que se

obtuvo el trabajo del aula y de algunos datos que el propio sujeto expreso, se tomo en
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cuanta al realizar estas inferencias, la opinion de la profesora de grupo en relacion con

cada sujeto.

Primera entrevista

Propdsito

La primera entrevista se disefidé para estudiar con mayor profundidad el conocimiento
aritmético que los estudiantes tienen como antecedente para la resolucion de
ecuaciones, también pretendio identificar e indagar qué estrategias convencionales y no
convencionales generan los mismos alumnos al enfrentar ecuaciones de una incégnita
cuando ésta aparece solamente en uno de los miembros de la ecuacion. Para ambos
propositos se permitio que el alumno utilizara la calculadora; se pusieron a prueba
conocimientos aritméticos relacionados con la suma, resta, multiplicacion y division de
decimales, fracciones y uso de potencias; asi como la resolucion de ecuaciones y los

significados que el alumno asigna a la literal.

El caso de Tomas

Antecedentes

Tomas es un alumno de 10 afios 11 meses de edad, su nivel es alto de acuerdo a su
desempefio en la clase de matematicas, es el alumno mas destacado en esta clase,
segun refirieron la maestra de grupo y sus propios comparfieros; durante la primera
entrevista se observé que utiliza diversas estrategias que lo llevaron al logro exitoso de

un resultado, se encontr6 que su conocimiento aritmético le brinda las herramientas
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suficientes para entender y dar lectura a una ecuacion, asi como la obtencion de una
respuesta acertada al problema. La entrevista brindé elementos para corroborar los
datos anteriores, a través de ésta se indagd con mayor profundidad qué habilidades
matematicas desarrolla el alumno para enfrentar la solucion de ecuaciones de primer
grado de la forma ax+b=c, que involucran paréntesis y barras de division como signos
de agrupaciéon. Se dio atencion especial a observar las habilidades matematicas y el
tipo de lectura que realiz6 para interpretar las expresiones matematicas que conforman
a una ecuacioén y la lectura global de ésta; se corrobord también qué intuicién desarrolld

el alumno sobre los conceptos de incégnita, ecuacion y solucién de una ecuacion.

Datos obtenidos
Tomas utiliza diversas estrategias para solucionar una ecuacion, de la forma

10.5+ x= 24, como se muestra en el siguiente extracto (E: entrevistador; T: Tomas).

E: Observa la siguiente expresion. ¢Puedes encontrar el nimero que falta? En una
hoja se le mostraba la ecuacion 10.5+ x=24.

T: Si, es facil, sélo tienes que ver el resultado, 24, ahora ves este niumero —sefala
10.5- ¢ cuantos me faltan para llegar a 24...? —realiza el calculo mentalmente, sin
usar la calculadora y contando en voz baja- si fueran enteros me faltarian 14,
menos los 5 décimos, el resultado es 13.5, que si lo sumas con 10.5 nos da 24.

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucion que

encontraste es correcta?
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: Pues, le explicaria como ya te dije, o le diria que lo resolviera como la maestra
nos ensefod, al resultado 24 le restas los 10.5 y asi te da 13.5, ésta es facil y
muchos le entienden mejor asi.

: ¢, Como se te hace mas facil a ti?

: De las dos formas, pero me gusta mas hacerlo mentalmente, porque me sale mas
rapido, pero hay ocasiones que es mas facil como la maestra nos dijo.

: ¢, Qué significa para ti la letra que aparece en la expresion 10.5+ x=247?

: Tiene dos significados, uno sirve para que puedas identificar el nimero que te
falta, la incognita y el otro sirve para distraerte y que te confundas, ya que
puedes pensar que es la incégnita o que es un signo de multiplicacion.

: ¢ Y como le haces para saber si es uno u otro significado?

: Puede ser por el tamafo, mira —hace que observe la hoja del ejercicio- la “X” se
ve mas chiquita y esta como inclinada, si fuera “por” estaria del mismo tamafo

de los demas numeros.

Andlisis del episodio

Las respuestas de Tomas mostraron que sus conocimientos aritméticos le permiten

enfrentar satisfactoriamente una ecuacion como la que se presentd en la actividad

antes mencionada, supo leer la ecuacién y encontrar la respuesta correcta después de

operaciones realizadas por medio de célculos mentales; manipula directamente los

elementos del problema con la seguridad de que con la manipulacién de éstos podra

encontrar el resultado; al momento de analizar la ecuacién no considero como opcién

para obtener un resultado el operar con decimales de manera directa, siempre
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consideré realizar sus operaciones con niumeros enteros, pensando “cuantos le faltaban
de 10 para 24", obteniendo 14, menos los 5 decimos: 13.5. No se preocup6 por utilizar
de inmediato la calculadora, lo que manifiesta habilidad mental y confianza para realizar
las operaciones aritméticas basicas, ademas del buen manejo y comprension que da a

los nimeros enteros y decimales.

Logros
e Tomas aprovecha el conocimiento aritmético que ha adquirido en la escuela
primaria como herramienta para resolver ecuaciones. Creemos que Si no tuviera
este antecedente aritmético no seria capaz de resolver correctamente un problema

de tipo algebraico.

e Se observd a través de esta entrevista que Tomas es capaz de darle un
significado a la literal, sus consideraciones respecto a la representacion de la literal
con x, indican insuficiente claridad al respecto, sin embargo es capaz de deducir
gue la literal representa una incégnita (en la segunda entrevista se ampliara este

logro con mayor profundidad).

e Tomas es capaz de crear una estrategia para llegar a la solucion del problema,
en este caso: (i) leyendo lo que pide la ecuacién (ii) manipulando aritméticamente
los elementos del problema, (iii) asociando las relaciones aritméticas para obtener

la solucion de la ecuacion.
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Segunda entrevista
Propdsito de la entrevista
Investigar con profundidad los significados que asocian los alumnos a las literales que
se usan para simbolizar las incognitas en las ecuaciones, pretendiendo que el
estudiante enfrente la solucién de ecuaciones donde se involucran paréntesis, barras
de division y signos de agrupacién, se tom6 como punto de partida la siguiente
ecuacion:

Adx(y-3)+2=14
Datos obtenidos

E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la siguiente expresion?

T: Si. -Observa detenidamente la ecuacién, con el dedo indice sefiala para si mismo
cada uno de los elementos nombrando a media voz varios célculos aritméticos
hasta detenerse en el segundo miembro de la ecuacion (14). Después de un
momento breve menciona: “es facil, mira, lo que tienes que hacer es ver lo que te
piden, aqui el resultado es 14 ¢no?, y luego esta el 2 —lee la ecuacion de
derecha a izquierda- significa que todo esto —sefala en forma circular con el
dedo: 4x(y—3)- debe valer 12 para que cuando lo sumes con 2 te dé 14...
,Ves?, ahora —piensa unos segundos y con determinaciéon menciona- “y” vale 6,
porque es la mitad de 12... pero... es que la “x” podria ser literal, pero no, no
porque esta indicando que hay que multiplicar, si... la voy a comprobar —toma la

calculadora e ingresa los datos, muy satisfecho, menciona- si, esta bien, vale 6”.
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: ¢, Qué le dirias a uno de tus comparfieros para convencerlo de que la solucion que
encontraste es correcta?

: Le explicaria como ahorita te expliqué a ti.

En la siguiente pregunta identifica las literales (se le presentd la ecuacion
2+3xm=2xm+7).

: Las dos “m”.

: 'Y qué me dices de las dos “X”, ¢ seran literales también?

: -Piensa un momento, “podrian ser, pero no, porque mira, si fueran dos incégnitas,
entonces tendriamos 4 incognitas y no... ademas si te fijas estan sefialando que
3 lo multipliques por la incognita, mira —sefiala- si no ¢como le haces?, se
juntarian tres nameros el 3 y dos incégnitas y sin ningun signo que te diga qué
hacer... no, sélo las “m” son las incégnitas”.

: ¢, Tienen el mismo valor?

: Tendrias que hacer el ejercicio para saber.

: ¢, Lo puedes resolver?

: “Si, -nuevamente se da tiempo para analizar el problema- recurre a la calculadora,
comienza a revisar la ecuacion a partir del resultado, en voz baja realiza algun
célculo, menciona- yo creo que no valen lo mismo, por que no sale con el mismo
valor, mira, si pruebas con 2, te daria 10, pero de este lado (sefiala el segundo
miembro de la ecuacién) el resultado con 2 no da 10, porque 2 por 2 mas 7 da
11, y si pruebas con tres tampoco en este caso valen lo mismo; la de este lado —

izquierdo- vale 3y la de éste —derecho- vale 2.
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Andlisis del episodio

Las respuestas de Tomas en esta entrevista, confirman que a partir de recursos
aritméticos es capaz de crear estrategias diversas para encontrar la solucion de la
ecuacion 4x(y-3)+2=14, crea sus propios métodos y sus formas de operar sobre la
ecuacion, sin tener que recurrir al método convencional que la maestra de grupo ya
ensefo para abordar este tipo de problemas. Tomas fue capaz de analizar la ecuacion,
leyéndola logré establecer que el resultado es 14 y que para llegar a éste se tiene que
sumar 2, entonces se tiene que encontrar un 12, derivado de la parte de la ecuacién
determinada por paréntesis; pudo deducir que el valor de la incégnita era 6, por dos
vias, una de ellas considerando la mitad de 12 y otra, porque al tener 4x(y—3) dentro
del paréntesis debia ir 3, para que al multiplicarlo por 4 diera 12. Lo que hizo Tomas al
leer la ecuaciéon comparando ambos miembros presenta claras similitudes con el
método conocido como “cambio de variable”, el hecho de dejar en suspenso las
operaciones que incluye la expresion 4x(y-3) para considerarla como una sola
entidad cuyo valor numérico debe ser 12 sugiere que estaba simplificando la ecuacién

4x(y—-3)+2=14 y la veia como la ecuacion mas simple z+2=14. Como veremos mas

adelante otros alumnos acudieron a estrategias similares.

Este hallazgo es el resultado de permitir que los alumnos aborden la resolucién de este
tipo de ecuaciones a partir de los recursos que ellos tienen a su alcance, lo cual parece

haber favorecido una lectura eficiente de la ecuacién que se observa con poca
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frecuencia cuando a los estudiantes se les ha ensefiado un método que mecanizan con
la practica. A partir de lo que Tomas realiz6 consideramos que no le resultara extrafio
aprender el método de “cambio de variable” cuando lo estudie posteriormente en el
bachillerato, mas adelante se detallara en relacion a este método.

En cuanto al manejo de las literales se pudo observar que Tomas identificé a la literal
como la incégnita en la ecuacién, en un primer momento, mostré dificultad para
establecer diferencia entre la literal marcada como “X” y el signo de multiplicacién “x”, en
la ecuacién 2+3xm=2xm+7, establecid, que era una forma de confundir a quien
resolvia la ecuacion, logro superar esta consideracion a través del andlisis detallado de
la ecuacion, descubriendo que el signo no podia ser literal, porque no se podian juntar
dos incégnitas sin ser separadas por un signo que indique la operacién a realizar,
también establece que el valor de las literales presentadas en ambos miembros de la
ecuacion es el mismo; se puede establecer que sus conocimientos aritméticos lo

llevaron a realizar esta deduccion.

Consideramos que lo anterior se debe a que es una parte del lenguaje algebraico que el
estudiante todavia no adquiere, en particular, lo referente a operar con la incognita,
cuestion que esta mas alla de los propoésitos de esta tesis. El tiempo disponible para el

trabajo no permitié abundar en esto para ayudar a Tomas a superar esta dificultad.
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Logros

Creacidon de estrategias diversas para la resolucion de ecuaciones, los cuales
llevan a una respuesta acertada a la problematica planteada.

Se considera que el maximo logro de Tomas es tener la capacidad de resolver
una ecuacion a través de leerla en forma global. Tomas logra ver la ecuacion de

2% (M—-5)

globalmente, por ejemplo, ante la ecuacion +7=9, plante6 lo

siguiente:
Para obtener el resultado (9), es necesario encontrar un namero que agregue
algo a siete.

Ese numero puede ser 2, (yaque 2+7=9).
Por lo que el resultado de ZX(Z]_S) debe ser 2.

Con base a un razonamiento de este tipo, trabaja en la resolucion de este
“nuevo” problema, si se pretende obtener 2, entonces se tiene que encontrar un

namero que dividido entre 3, dé por resultado 2, éste podria ser el 6, ya que

=2,
3

Ahora la resolucién de la ecuacion se ha reducido a resolver 2x(m-5)=6, el

razonamiento en este caso se centra en obtener un nimero que restado con 5y
multiplicado por 2, dé 6 (sin atender a la ecuacion, Tomas pensé en el nimero

correcto, dijo que hay que revisar la tabla del 2, obteniendo que 2x3=6), ahora
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ya sabe que el numero que tiene que ir dentro del paréntesis es 3, y para obtener

un nimero que restado con 5 se obtenga 3, puede ser 8.

6. El proceso anterior se puede resumir en las siguientes expresiones:

2x(8-5)=6 6 2+7=9

Dificultades

La principal dificultad que Tomas presentd, es en relacion con la significacidén
gue otorga a las literales en la ecuacion, identificando que la literal puede tener
dos significados: por un lado que sea el valor de la incégnita, y por otro, que sea
un signo de multiplicacion, presenta cierta confusion al respecto en la ecuacién
2+3xm=2xm+7, donde determina que las m tienen diferente valor, sin
embargo, fue capaz de superar tal situacion, al resolver la ecuacion,
determinando el mismo valor de las literales, realizando razonamientos que le

permitieron identificar el valor de m.

El caso de Yesica Gabriela

Antecedentes

Yesica Gabriela es una alumna de 11 afios 3 meses de edad, su nivel escolar es alto de

acuerdo con su desempefio en la clase de matematicas. La maestra de grupo aprecia

gue es una alumna estudiosa, pero que sus padres la presionan constantemente para

obtener la mejor calificacion. En la primera entrevista se observo que para resolver una
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ecuacion utiliza el método ensefiado por la maestra de grupo antes descrito. Entiende
este método a la perfeccion, lo cual sugiere que su conocimiento aritmético
(operaciones basicas) le brinda la herramienta para obtener una solucion al problema.
Sin embargo, no logra obtener alguna forma de resolucion diferente al ensayo vy error;

terminaba buscando la solucion a ecuaciones como 4x(y-3)+2=14 con el método que

conocia: “probando” con diversos numeros. En este caso su primer intento fue con 10.5,
al preguntarle por qué, referia que es el nUmero que se le ocurrid, y asi continuaba
hasta encontrar el valor correcto a través del ensayo y error. En cuanto al significado de
las literales, se observé que en un inicio tuvo dificultad, sin embargo sus explicaciones
al respecto permiten observar que logré razonar en torno a su significado y se refiere a

ellas como un nimero perdido o incégnita.

Primera entrevista
El siguiente episodio proporciona datos que confirman las aseveraciones anteriores; al
enfrentar la ecuacion 10.5+ x=24 Yesica contestd lo que se describe a continuacion

(E, entrevistador, Y, Yesica).

E: Observa la expresion 10.5+ x =24, ¢ puedes encontrar el niimero que falta?
Y: “Si, -toma la calculadora- se tiene que restar 10.5 a 24, le da 13.5, ese es el
resultado”. Lo comprueba sumando todo —lo realiza en la calculadora-, “si da”.

E: Explicame qué hiciste para encontrar esa solucion.
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Y: “Pues, resté como la maestra nos ensefid, si se indica que sume como aqui, hay
gue restar, pero si aqui se indica que se reste —sefala el primer miembro de la
ecuacion- hay que sumar”.

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucién que
encontraste es correcta?

Y: “Ensefiandole como le hice y después explicandoles”.

E: ¢ Qué significa para ti la letra que aparece en la ecuacion?

Y: Una incégnita, indica que hay que buscar un niumero perdido.

E: Inventa otra expresion que sea diferente a 10.5+ x =24 pero que tenga la misma
solucion. (Yesica le da otro sentido a la pregunta y responde sobre otro posible
método de resolucion).

Y: “Pues..., solamente sumando 10.5, 10.10, 10,15 y asi sucesivamente hasta que
me diera 24, pero es mas facil, restando”.

E: Muy bien, pero la pregunta que te hice pide que elabores una expresion diferente,
pero utilizando la misma solucion, ¢,se puede?

Y: “Si, podria ser el mismo resultado 13.5, entonces seria 13.5+10.5=24.

Andlisis del episodio

Se pudo observar que la alumna establece una forma de resolucién a través del método

ensefiado por la maestra, el manejo de este método se ve bien dominado, posiblemente

por la insistencia de los padres a estudiar lo visto en la escuela. La maestra se refirié a

gue en otras areas la alumna llega a aprender de memoria la mayoria de los

conocimientos, en las siguientes entrevistas se podra establecer con mayor claridad
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esto. Intenté establecer una nueva forma de resolucién: sumar de uno en uno hasta
encontrar el nUmero que se busca, sin embargo indica que la primera forma es mas

sencilla. La identificacion de las literales no le representa confusion alguna.

Logros
e Maneja el método ensefiado por su maestra en ecuaciones de la forma
ax+b=c.
e Establece una posibilidad de resolucion diferente al método ensefiado por la
maestra, utilizando ensayo y error.
e Logra resolver correctamente una ecuacion de primer grado con una incognita.

e Identifica la literal en la ecuacion, aparentemente sin ninguna confusion.

Segunda entrevista
Datos obtenidos
E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la expresion 4x(y—-3)+2=147
Y: “Si, primero hay que encontrar el niumero que falta, en este caso es Y..., -piensa
un poco y detiene su lapiz sefialando x, parece dudar-, aunque...”
E: ¢La literal x no es una incégnita?
Y: “Podria ser porque también es una letra, pero no..., porque mira el tamafio de
ésta —sefala x- es mas chiquita que la literal y, e incluso su forma es diferente,

ademas —se nota convencida después de analizar la ecuacién nuevamente- la X
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indica que hay que multiplicar, que 4 multiplica a lo que esta dentro del
paréntesis, entonces la incognita es solo y, hay que buscar cuanto vale”.

E: ¢Como le haces?

Y: “Tienes que encontrar un namero que te dé 14, después de hacer varias
operaciones..., mira: 4 multiplica a lo que dé una resta de 3 con la incognita para
gue luego se sume con 2, lo voy a intentar primero con 5 —toma su calculadora y
mete los datos tal y como esta la ecuacién, obtenido como resultado 10 -,
entonces puedo intentar con 6 — repite la operacién, en la calculadora se

despliega la expresion 4.(6—3) +2=14- si esta bien, el resultado es 6.

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucién que
encontraste es correcta?

Y: “Que utilicé su calculadora”.

Andlisis del episodio e identificacion de logros

Se pudo observar que la alumna logra resolver la ecuacion, aunque inicialmente duda
cudl es la incégnita supera este problema con base en una lectura de la ecuacion que le
indica lo que ésta “le solicita hacer”. Al observar que la ecuacién es diferente a las
propuestas durante sus clases elimina la posibilidad de utilizar el método ensefiado por
su maestra; detecta las operaciones necesarias para la resolucién de ésta y sabe que
las operaciones la tienen que llevar a un resultado, (en este caso 14); utiliza el método
de ensayo y error resolviendo en dos intentos. Hay que destacar que la calculadora fue

una importante ayuda, no se preocupd en razonar sobre la jerarquia de operaciones o
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en pensar por qué el nimero 6 era el correcto, no se detuvo a pensar en el significado
del paréntesis, s6lo manipulé los datos numéricos en la calculadora y obtuvo el

resultado; posiblemente sin la calculadora le hubiera sido dificil resolver la ecuacion.

Como evidencia para apoyar la aseveracion respecto al uso del significado de la literal,
recurramos al siguiente episodio que ocurrié en la segunda entrevista. Se utilizé la

ecuacion 120+5x p=10x p+85.

E: Identifica las literales.

Y: -Revisa la ecuacién y marca las dos “X"y las dos “p”-, éstas son.

E: ¢ Estas segura que todas son literales?

Piensa un momento- pues si, porque todas son letras. —se le recuerda lo expuesto
en las sesiones con el grupo respecto a la literal-.

Y: “Ah si, entonces “X”, no es una literal porque representa un signo de
multiplicacion, entonces la ecuacion dice que a 120 hay que sumarle lo que dé, en la
multiplicacion de 5 por la incégnita... la literal es solo p”.

E: ¢Las “p” tienen el mismo valor?

Y: Revisa detenidamente la ecuacion, parece que la resuelve mentalmente, pero
toma la calculadora e ingresa los datos de la ecuacion, intenta resolverla, pero se
detiene al ver que el segundo miembro tiene también una literal, entonces menciona
“si de este lado hay una “p” entonces se tiene que hacer una operacion, a 10 hay

gue multiplicarle la incégnita y luego sumarle 85.
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E: ¢ Entonces los valores de “p” son los mismos?

Y: “Si, porque si fueran diferentes serian distintas letras”.

E: ¢ Lo puedes resolver?

Y: “Si, lo puedo intentar con un nimero... 20..., no da, le voy a bajar a 10, tampoco
da, ahora con 5..., tampoco... bueno si le sigues intentando con otro niamero arriba
de 5 te va a dar, solo se trata de que el resultado sea el mismo de la operacién que

esta del lado del resultado”.

Andlisis del episodio

En este episodio se puede comprobar que la alumna no identificaba claramente las
literales. Las confundié con el signo de multiplicacion, se le recorddé que durante las
sesiones en donde se trabajé con el grupo se discutid que la incégnita se representa
con una letra a la que se le llama literal y que no habria que confundir un signo que
representa una operacion como suma, resta, multiplicacion o division con una literal, ya
gue tienen significados distintos, después de la explicacion logré establecer la
diferencias y plantear un razonamiento importante: “que el valor de las literales es el
mismo, porque es la misma letra” (situacion que no se presenté en ningin caso de los 7
alumnos restantes). Esto conduce a considerar que la alumna asocia significados que la
llevan a comprender la resolucion de un problema, ya no es como en el primer episodio
en el que ella no vio a la ecuacion mas alla del contexto del resultado que la calculadora
le proporciond. En este caso su nivel de razonamiento parece ser mas sofisticado,
considerando que el valor que le diera a la literal la podia llevar a un resultado correcto

y aunque no logro resolver esta ecuacion satisfactoriamente, el proceso de solucién que
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eligié eventualmente la llevaria a obtener una respuesta correcta, ya que el andlisis de
la ecuacion en forma global le permitiria identificar relaciones que la llevarian a resolver
la ecuacion satisfactoriamente. Comprendié también que la forma de obtener un
resultado en una ecuacion de este tipo la llevaba a manipular la literal en ambos

miembros y que la ecuacion se podia interpretar como una igualdad.

Las respuestas de esta alumna sugieren que sus antecedentes aritméticos (sobre todo
en el manejo de operaciones basicas) fueron el principal factor que le permitié
comprender el proceso de resolucion de una ecuaciéon. Se puede considerar que el
conocimiento aritmético que ha adquirido la estudiante en la escuela primaria le sirve
como punto de partida para iniciarla en el uso del lenguaje algebraico como herramienta
para resolver ecuaciones de primer grado con una incognita, mediante actividades que
tiendan un puente entre la aritmética y el algebra. Consideramos que las actividades
gue empleadas en este estudio permiten establecer esa conexién porque relacionan los
antecedentes elementales de la aritmética con objetos algebraicos que proporcionan a
los alumnos una oportunidad para enfrentar la lectura y manipulacion del cédigo
algebraico en situaciones donde sus conocimientos aritméticos son un referente para
asignar significados al nuevo lenguaje (literales, ecuaciones, signos de agrupacion y

relacion de equivalencia).

Yésica utilizé la estrategia de ensayo y error al abordar la resolucion de ecuaciones y el
método ensefiado por la maestra solo lo utiliz6 para resolver casos del tipo x+4=2,

(restar 4—2 para obtener la incégnita).
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La alumna utilizé el método de ensayo y error para la resolucién de ecuaciones,
lo cual corresponde a una forma no convencional de obtener una solucion. Logré
resolver correctamente la ecuacion, pero con cierta dependencia de la
calculadora, aunque en la segunda entrevista mostré estar consciente de que el
razonamiento previo al ingreso de los datos es fundamental para la correcta
solucion de la ecuacion; se puede considerar que la alumna no tendria dificultad
para adquirir un manejo del lenguaje algebraico que la lleve a la comprension y
razonamiento de problemas de este tipo y que con la utilizacibn de este
conocimiento pueda hacer que la calculadora sea una herramienta que le auxilie
en la resolucién de problemas algebraicos.

El principal logro de Yésica es el haber concluido que una ecuacion equivale a
una relacion de igualdad y que los valores de una literal son los mismos cuando
estén representados con la misma letra, esta aseveracion permite identificar el
significado que asigna a las literales que se usan en una ecuacién para
representar a una incégnita. Consideramos que este significado corresponde de
buena manera a una primera nocion sobre la que posteriormente puede
formularse una definicion formal para una ecuacion y los términos que la

constituyen.

ades
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No logra leer la ecuaciéon de forma general, acude s6lo a un método de
resolucién, lo que la limita para obtener una interpretacion mas completa de ésta.
Sin embargo, sus acercamientos a través del ensayo y error muestran que tiene
claro qué significa resolver una ecuacion y qué condiciones debe cumplir un
valor que ella proponga para ser considerado valido como solucion.

El trabajo auxiliado con la calculadora limit6 en un primer momento su
razonamiento en la resolucion de ecuaciones, ya que solo ingresaba los datos a
la calculadora “probando” con diferentes niumeros posibles. Para la segunda
entrevista esta limitacion se presentdé nuevamente, en menor medida, ya que
comprendié que era necesario entender las relaciones cuantitativas contenidas
en la ecuacién antes de ingresar los datos a la calculadora. Aunque logré esto,
finalmente intentd obtener el resultado con el uso de la calculadora, lo cual

ratifica el apoyo que le brindaba el uso de la maquina.

El caso de Alondra

Antecedentes

Alondra es una alumna de 10 afios 5 meses. Su desempeiio en la clase de
matematicas la ubica como una estudiante promedio. La maestra de grupo la describe
como una alumna discreta, tanto en calificaciones, como en personalidad al interior del
grupo. Sin embargo, se pudo notar que en la hora del recreo destaca como una alumna

gue organiza juegos y que los compafieros y compaferas de grupo gustan de jugar a lo
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gue ella decida, e incluso le llegan a comprar alguna golosina o alimento; tiene gran
carisma y en general con todos los compafieros se lleva bien, es la alumna de menor
estatura en el grupo. Es hija de un comerciante y un ama de casa, se autodenomina
como una alumna regular en la clase de matematicas y manifiesta que esta asignatura

es de sus preferidas.

Al enfrentar la ecuaciéon x+3.5=72 indicé que la maestra de grupo les ensefid una
forma para resolver este problema, “donde se resta el resultado”. Menciona que en este
caso no se puede utilizar y recurrié al andlisis de la misma, obteniendo que el nimero
gque falta es el 37, porque sumado con 35 resulta 72. Para realizar esta actividad se
auxili6 de la calculadora y aseguré que su trabajo estaba bien hecho, lo que hace
evidente su desconocimiento de los nimeros decimales (mas adelante se analizara con
mayor profundidad este ejemplo). Sin embargo, al enfrentarla a una ecuacién como
X+9=18, no tuvo dificultad, ya que utilizé lo ensefiado por la maestra: a 18 se le restan
9, el resultado sera 9 que sumados a 9 dan 18. Se pudo confirmar después del analisis
de varios ejercicios de este tipo que tiene serias dificultades para trabajar con nimeros

decimales.

También se pudo observar que la alumna tuvo dificultades cuando enfrentd ecuaciones

como 4x(y-3)+2=14, en el que se involucran paréntesis y barras de divisibn como

signos de agrupacion. Al inicio de la actividad parecia que no seria capaz de identificar

o inferir qué funcién desempefia el paréntesis. Sin embargo, después de algunos
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intentos fallidos consideré a la expresion 4x (y—3) como un solo término de la ecuacion

—ella se refirié a este notable avance como “eliminar el paréntesis”, —que era lo que se
le complicaba- para obtener asi como primer razonamiento, sin usar la calculadora, que
el nimero que faltaba era 6 usando la expresion 2x6+2=14 (fue lo dltimo a que hizo
referencia al concluir sus calculos mentales). En el analisis de la segunda entrevista se
tratard esta situaciéon con mayor amplitud. Esta respuesta puede relacionarse con el
procedimiento conocido como “cambio de variable”, en los términos que se mencionaba

anteriormente.

Se pudo observar que la alumna logré resolver las ecuaciones por via aritmética, y
aunque sus antecedentes aritméticos no son los mejores, es claro que son un soporte
para ella en la resolucién de ecuaciones. Por ello seria posible que estos conocimientos
le sirvan como punto de partida para la adquisicion del lenguaje algebraico que

estudiara en la escuela secundaria.

Primera entrevista

La primera entrevista arroj0 datos que permitieron establecer el método de resolucién
que utiliza la alumna al enfrentar la solucion de una ecuacién del tipo 10.5+x=24. Se
pudo observar también el tipo de recursos aritméticos que utiliza para tal actividad. Se

puso de manifiesto algunas carencias, como se puede apreciar en el siguiente episodio:

E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la expresion10.5+ x=247.

83



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

A: “Si, tienes que ir probando con varios numeros, -toma la calculadora e ingresa los
datos de la ecuacion, sustituyendo x por 10.6-, no es ese numero”.

E: ¢ Por qué elegiste 10.6?

A: -Piensa un instante- “sélo se me ocurri¢”. Continta con la resolucién del ejercicio,
durante esta operacion no habla y sélo asiente con la cabeza (si o no) cuando ha
elegido probar con un numero intenté con 10.7, 10.8, 10.9 y 10.10, dudando que
namero continua después del 10.9; al no obtener resultado correcto, intenta con 11,
12y 13.

E: ¢ Ese nimero —refiriéndome al 13- esta cerca del que buscas?

A: “Creo que si, es que si usas ese da 23.5, si creo que Ssi..., a ver..., voy a probar
como al principio, -utiliza 13.1, 13.2, 13.3, 13.4 y 13.5, al terminar indica- ya, es
13.5".

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucion que
encontraste es correcta?

A: Que vea su calculadora y que pruebe con un numero y con otro hasta que lo
encuentre.

E: ¢ Conoces otra forma para resolver una ecuacion de este tipo?

A: No.

E: ¢La maestra les ha ensefiado a resolver este tipo de problemas?

A: “Si nos ensefod, pero no para estos problemas”.

E: ¢ Qué significa para ti la letra que aparece en la expresiéon?

A: Es el numero que falta.
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Andlisis del episodio

Se observé que la alumna emplea el método de ensayo y error. Comienza utilizando el
valor 10.6 porque considera que es un numero cercano al primer elemento de la
ecuacion (10.5). No logra identificar que el método que la maestra les ensefié en clase
le podria ayudar a resolver la ecuacion de forma mas rapida y precisa; se observa que
tiene dificultades en el manejo aritmético del punto decimal e incluso utiliza el 10.10,
después del 10.9, dudando de la continuidad de la numeraciéon cuando esta contando
los décimos. Esta problemética se observa en el ejemplo que se menciono
anteriormente. Al resolver la ecuacion x+3.5=72 afirmd que el valor de la literal es 37.
Se puede inferir que elimina el punto decimal y que toma 3.5 como 35, a partir de esto
obtendra “su solucion” ensayando con varios valores hasta encontrar 37 como
respuesta. Una vez eliminado el punto decimal no logra darse cuenta que puede utilizar
el método ensefiado por la maestra. Se puede concluir que sus carencias aritméticas la
limitan, incluso en el uso de la estrategia de ensayo y error, aunque finalmente logra

encontrar una solucién correcta a la ecuacion con las modificaciones que ella hizo.

Logros
e La alumna acude a la estrategia de ensayo y error para la resolucion de
ecuaciones, identifica que la finalidad de una actividad de este tipo es encontrar
un numero que falta, mismo que busca al azar sin analizar las relaciones
aritméticas entre los valores con los que intenta dar una respuesta.

e Lograllegar a un resultado, aunque no sea el correcto para resolver la ecuacion.
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Dificultades

e La alumna mostré dificultad en diversos aspectos aritméticos basicos, como el
orden en el sistema decimal -décimas, centésimas, milésimas, diezmilésimas,...,
millonésimas-. Esto le complic6 la obtencién de la incégnita en la ecuacién, ya
gue buscaba el numero al azar sin considerar las aproximaciones de la
numeracion o realizar alguna operacién de tipo aritmético que la llevara al

resultado correcto.

Segunda entrevista

Datos obtenidos

E: ¢ Puedes encontrar el niimero que falta en la expresion 4x(y—3)+2=147

A: -Analiza detenidamente la ecuacion, duda en tomar la calculadora, haciendo
célculos de forma mental- “Primero tienes que ver cual numero es el que falta,
aqui seria éste —sefiala “y”- y hay que buscar nimeros que te den 14"... —
nuevamente ve detenidamente la ecuacién y de forma categérica menciona- “es
6 el numero que falta; déjame comprobarlo —toma su calculadora ingresando
estos datos: 2x 6+ 2=14-si, esta bien”.

E: Explicame como lo lograste.

A: Le sume 1 al 4, me daba 5, pero si a 5 lo multiplicas por 2 y le sumas 2 te va a
dar 12, (teclea en la calculadora 2x5+2=12), €se no es; entonces a 4 le sumas

2ytedaé6..., ahora si, 2 por 6 mas 2 da 14, esta bien.
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: Revisemos nuevamente la ecuacion, ¢ qué te pide?

: Que el 4 multiplica lo que esta dentro del paréntesis y lo que te salga lo sumas
con 2, asi lo hice, ¢ves?

: ¢ Y qué significa este 3 que esta dentro del paréntesis?

: Que es lo que hay que multiplicar por 4.

: Pero antes de multiplicar, ¢qué hay que hacer con ese 3? ¢Qué te indica la
ecuacion?

: Que ése numero que salga del paréntesis tiene que multiplicarse con 4.

: -Se insiste al respecto- Muy bien, lo que esta en el paréntesis multiplica a 4, pero
si observas bien este 3 —lo sefalo con el lapiz- tiene un signo antes, ¢lo ves?

: Ah, tu dices este 3... —-toma un momento para reflexionar-, pues ya no sé, me hice
bolas...(sic.)

: ¢, Qué buscabas originalmente? ¢ Recuerdas?

: El nimero perdido.

: ¢, Cual dijiste que era?

: 6, ése es el numero que falta.

: Si sustituyes el niumero que falta en la ecuacién, ¢ qué pasaria?

: Lo tengo que poner en lugar de y, ¢no?, si... ah... si, 6 menos 3, da 3 por 4,12
mas 2... jAhi esta el 14, ya le entendi!

: ¢ La literal x es una incognita?

: No, porque esa x te dice que hay que multiplicar.

: ¢, Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucion que

encontraste es correcta?
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A: Pues, le explicaria paso por paso como me explicaste tu.

Andlisis del episodio

Este episodio corrobora que Alondra logré encontrar la solucion de la ecuacion
acudiendo a sus formas no ortodoxas de razonamiento. Como en el episodio anterior en
donde elimind el punto decimal, ahora dej6 de considerar los paréntesis que incluian
operaciones que aun no podia realizar debido a que en ellos estaba contenida la
incognita. A partir del analisis que hizo de la ecuacion se puede inferir que centré su
atencion en el resultado que quiere lograr (14) revisando los elementos que tiene para
tal efecto. Ignoré el 3, que “ha eliminado junto con el paréntesis”, quedandose solo con
los datos que le sirven (4 y 2), para determinar que el resultado es 6, porque 4 X 6 + 2
=14. Su forma aritmética de operar sobre la ecuacién le brind6 elementos para
encontrar ese valor (6) —no al azar- ya que comienza su andlisis con el nimero 4
sumandole 1, no obtuvo un resultado que la satisfaga, por lo que pasé a sumar 4+2=6,

obteniendo el valor que ella considero correcto.

No pudo notar que ese numero (6) era el que podia sustituir a la incégnita en la
ecuacion ya que habia “eliminado el paréntesis”, incluso la lectura que le da a la
ecuacion una vez “eliminado” ese elemento es la correcta: 4 multiplica a 6 menos 3,
mas 2 igual a 14, por lo que se pudo observar que tiene la capacidad de hacer una

lectura adecuada de la ecuacion.
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Se pudo observar que resolvia la ecuacion “eliminando los paréntesis” una especie de
cambio de variable, ahora su nueva variable es todo lo contenido en los paréntesis. Sus
respuestas en la entrevista sugieren que pudo deducir esto a través de un analisis
detallado de la ecuaciébn acompafado de calculos aritméticos que realizaba
mentalmente. Como no registraba sobre el papel esos célculos le era dificil explicar
como habia logrado resolver la ecuacién. Se le tuvo que inducir a indagar en los
elementos de los paréntesis de manera muy puntual para que pudiera reconstruir lo que

habia hecho e hiciera explicito por qué habia restado 3 a 6.

Logros
e Obtencion de la solucion de la ecuacién, discriminando elementos que no le son
Gtiles para llegar al resultado.
e Trata de visualizar la ecuacion de forma general, trabaja sobre el valor numérico
gue ocupa el segundo miembro de la ecuacion y a partir de ahi determina las

operaciones que se deben realizar para llegar a ese resultado.

e Trabaja s6lo con los datos contenidos en la ecuacién, lo que la aleja de buscar

nameros al azar.
e Pone en juego todos sus conocimientos aritméticos para operar sobre la
ecuacion.

e Logra entender lo que exige la ecuacion para ser resuelta.

Dificultades
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e Centra su atencion en sélo una forma de resolver la ecuacién, sin relacionar
posibles resultados que tiene a la mano A pesar de que intenta leer la ecuacién
de forma general, no lo logra y esto le ocasiona limitaciones.

e Razona sobre posibles formas de operar sobre la ecuacion, pero al centrarse en
una a la vez, no puede relacionarlas entre si.

e Existe cierta complicacion en el uso de las literales, mas no en su interpretacion.

El caso de Jorge

Antecedentes

Jorge es un alumno de 11 afios un mes, amigo cercano de Tomas. Durante el trabajo
de grupo, se sentaban en la misma mesa, por lo que intercambiaban comentarios y
respuestas. En varias ocasiones se les observod platicando sobre temas diferentes al
trabajo de grupo. Jorge se considera “regular” en matematicas, se observlé que hacia
buen equipo con Tomas, lograba entender la mayoria de los temas y se le notaba cierto
gusto por la materia aunque él no lo decia. Considera que las matematicas no son de
su preferencia y le gustan a veces. Al interior del grupo Jorge tiene buena aceptacion, la
maestra lo considera bueno, con desempeiio aceptable en la clase de esta asignatura,
aunque a veces llega a mostrar apatia, pero en términos generales la educacién que ha
recibido en casa —asi lo expresa la maestra- lo lleva a ser obediente y respetuoso en

cualquier caso. Su papa es comerciante, -vende papas- y su mama es ama de casa,
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ambos padres tienen inconclusos sus estudios de secundaria y los ingresos familiares

dependen del padre.

Las entrevistas con Jorge se realizaron en una sola sesion, ya que se iba ausentar una
semana antes de concluir el trabajo. Es considerado como alumno de nivel medio en la
clase de matematicas. En el cuestionario inicial, en un primer acercamiento a las
ecuaciones de primer grado del tipo x+3.5=72, Jorge contestd que el numero que falta
es 69.5, al pedirle explicacion al respecto mencioné que es lo que la calculadora le

daba.

Se infiere que el alumno no considerd los nimeros decimales de la ecuacién tanto en el
razonamiento de resolucion, como en el momento de ingresar los datos a la
calculadora, ya que el resultado que ésta le dio fue 72. Se podria considerar cierta
problematica en cuanto al uso aritmético de los decimales, sin embargo, en actividades
posteriores no presenté dificultad al resolver ecuaciones como: b+1.03=24.7 o
m-1.67 =30.25, en ambas ecuaciones encontro el resultado correcto. Segun refirio, lo
hizo utilizando la forma que la maestra les ensefidé durante el curso normal de la clase
de matematicas: “se resta 1.03 a 24.7 y se tiene el resultado 23.6, luego se comprueba
sumando 23.6 y 1.03 para que de 24.7". Del mismo modo explicd su respuesta a la
segunda ecuacién, pero restando en vez de sumar. Al preguntarle por qué en la
ecuacion del cuestionario inicial habia obtenido 69.5 como respuesta, corroboré que no

era el resultado correcto, resolvi6 nuevamente la ecuacién mencionando: “en ese
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momento no sabia cOmo hacer esos ejercicios, hasta que Tomas me dijo que la
maestra ya nos habia dicho... y me ensefié a hacerlos”. Se pudo observar que para
resolver las ecuaciones de inmediato tomaba la calculadora e ingresaba los datos
correspondientes, no se preocupaba por analizar o razonar los datos de la ecuacion,

solamente aplicaba la estrategia que sabia le daria resultado.

Con base en la revision de su trabajo con ecuaciones en el cuestionario inicial, se
puede observar que el estudiante tenia dificultades en la compresién de los niumeros
decimales. Sin embargo, el uso de la calculadora y el método que le ensefi6 la maestra
del grupo le permitieron superar esta carencia. Su forma de trabajo muestra que da
prioridad al aprendizaje memoristico centrado en el dominio de reglas para la
operatividad numérica en vez del razonamiento. El alumno aprendié a manipular la
ecuacion, sin razonar qué lo llevaba a obtener un resultado correcto o por qué ese
procedimiento funcionaba bien; en el analisis de algunos episodios de las entrevistas se

detallara al respecto.

Primera entrevista

Esta entrevista proporcion6 datos que sustentan las aseveraciones anteriores; al
enfrentar la ecuacion 10.5+ x=24, Jorge respondié lo siguiente (E, entrevistador, J,
Jorge):

E: ¢ Puedes encontrar el niUmero que falta en la expresion10.5+ X =247
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J: Si, -asiente con la cabeza y toma la calculadora ingresando los datos,
rapidamente obtiene el resultado- es 13.5.

E: Explicame qué hiciste para encontrar esa solucion.

J: Resté 24 menos 10.5, y me dio el resultado, la letra x, la incognita es 13.5.

E: ¢ Por qué decidiste restar?

J: La maestra no dijo que asi se hacia, ella nos ensefié esa manera.

E: Si te pido que resuelvas la ecuacién x+3.5=72, ¢lo lograrias?

J: Si, -repite el procedimiento mencionado en la primera pregunta, obteniendo con la
misma rapidez el resultado- 68.5 es la incognita, la x.

E: Esta es la ecuacién que resolviste en el cuestionario la primera vez que
trabajamos, ¢recuerdas?, aqui obtuviste un resultado diferente en la misma
ecuacion, ¢,por qué?

J: -Revisa el cuestionario, comprobando que sea el suyo, observa la ecuacién
tomando la calculadora e ingresando los datos - Esta mal.

E: ¢ Recuerdas como obtuviste ése resultado?

J: Ya me acordé..., es que en ese momento no sabia codmo se hacian estos
problemas, pero luego Tomas me explicé que la maestra ya nos habia ensefiado y
ahora ya aprendi.

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucién que
encontraste es correcta?

J: Que use la calculadora para resolverlo.

E: ¢ Qué significa para ti la letra que aparece en la expresiéon?

J: Es un numero que no se sabe cudl es y es el que hay que buscar.
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E: ¢ Podrias resolver éstas ecuaciones sin la calculadora?

J: A lo mejor si, pero me costaria mas trabajo o me tardaria mas en resolverlas.

Andlisis del episodio

En esta entrevista se pudo corroborar que Jorge es capaz de resolver una ecuaciéon de
primer grado a través de un método convencional con auxilio de la calculadora. Ha
aprendido un procedimiento que lo lleva a la resolucion de una ecuacion, mismo que
podra repetir una y otra vez con el mismo éxito. Mas adelante se encontrd que al
enfrentar al estudiante con una ecuacion en apariencia diferente, en donde se podria
aplicar el mismo principio, no le fue posible utilizar ese método convencional como via

de solucion.

Durante la entrevista se pone de manifiesto que la calculadora, mas que una
herramienta que apoye la resolucion de ecuaciones, se convierte en el medio de
resolucién, se puede inferir que sin el auxilio de ésta no podria resolver algunas de las
ecuaciones. A este respecto es necesario mencionar que, durante el trabajo de campo,
Jorge se preocupaba en revisar el idioma de configuracién de la maquina (habia
modelos que soélo utilizaban el idioma inglés para nombrar sus funciones) y al
percatarse de gque su calculadora estaba en inglés solicité se le cambiara. Este episodio

denota la importancia que él dio a la calculadora.
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Se pudo observar que su manejo de los niumeros decimales no es del todo satisfactorio,
al resolver la ecuaciébn x+3.5=72 sin ayuda de la calculadora obtuvo 69.5 como
resultado, ignorando por completo los puntos decimales. Esto hace evidente que no
sabia sumar con decimales. Sus conocimientos aritméticos se limitan a las operaciones
basicas con enteros positivos, por lo que su introduccién al uso del lenguaje algebraico
tomando como base esos conocimientos aritméticos se veria dificultado si no se usa la

calculadora.

Logros
e Resuelve correctamente ecuaciones de primer grado con una incégnita de
manera satisfactoria con ayuda de la calculadora.
e Maneja el método ensefiado por la maestra, logrando la resolucion de
ecuaciones a través de la manipulacion de valores numéricos.
e Usa la calculadora para superar sus dificultades aritméticas y como medio de
resolucion de ecuaciones.
Dificultades
e Mecanizacion de un método de resolucion de ecuaciones que le sirve sélo para
el tipo de ecuaciones ax+b=c.
e No logra leer la ecuacion o analizarla de forma global, s6lo manipula los nimeros

mecanicamente.
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e Utiliza a un método de resolucidon sin buscar alguno mas o considerar la
posibilidad de que pueda existir otro, ya que el que utliza le funciona
eficientemente.

Segunda entrevista
Propdsito de la entrevista
Con esta entrevista se pretendié investigar los significados que Jorge asigna a las
literales, se busco que el estudiante se enfrentara a la solucion de ecuaciones donde se
involucran paréntesis, barras de division y signos de agrupacién. Para este caso se
pretendié corroborar los conocimientos aritméticos del alumno, asi como uso del
método utilizado en la primera entrevista. Se tomOd como base la ecuacion
Adx(y-3)+2=14.

E: ¢ Puedes encontrar el nUmero que falta en la expresion 4x(y—3)+2=147

J: -Observa la ecuacion detenidamente sin tomar la calculadora... Esta dificil,
pues...-analiza nuevamente la ecuacion dudando en lo que va a decir o hacer- en
ésta se pide que el resultado sea 14.

E: ¢ Como le puedes hacer para lograr resolver esta ecuacion?

J: Hay que ver bien, el 4 y luego hay una x, entonces 4 por... ¢no? —me observa
buscando una respuesta a lo que le digo que continte- 4 por lo del paréntesis y
luego sumarle 2, asi ¢no?

E: iMuy Bien! Ahora, ¢qué tienes que hacer para encontrar el nUmero que falta?
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J: Es que hay que hacer varias operaciones, en el paréntesis hay que hacer una
resta y luego una multiplicacién, también suma, este paréntesis es para hacer
una operacion.

E: Correcto, ¢ entonces codmo obtienes el nimero que falta?

J: Lay es la incégnita, entonces es un numero que reste a 3 y que se multiplique por
4 para que sumado con 2 de 14. Ah... Entonces, a ver, si fuera 2... no se puede,
por que 2 no se resta con 3, es un niumero mas grande...-toma la calculadora y
hace las operaciones al mismo tiempo de que las repite en voz alta- 4 menos 3,
da 1 por 4, 4 mas 2... no. Entonces 5 menos 3... No el 5 no. A ver, el 6..., Si, es
el 6. —corrobora su repuesta-

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucion que
encontraste es correcta?

J: Le explicaria paso por paso como le acabamos de hacer.

E: ¢ Se te hizo dificil esta ecuacion?

J: Si, un poco.

Andlisis del episodio

Se puede observar que al plantearsele la primera pregunta y mientras observaba
detenidamente la expresion, tratd de leer la ecuacion, lo que lo llevo al analisis de la
misma. Posiblemente consideraba como premisa basica si podia utilizar el método que
ya conocia, se dio cuenta que habia que encontrar un resultado (14) y que para ello era
necesario hacer mas de una operacion. Reaccioné leyendo la ecuacién paso por paso,

analizé el primer miembro de la ecuacioén, reconociendo que 4 multiplica al resultado
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obtenido de la operacién de los paréntesis y que a ese resultado habria que sumarle 2
para que se obtuviera 14, razonamientos que obtuvo sin usar la calculadora. Este logro
tiene que ver con la estructura visible de la ecuacién, seguramente si no incluyera la
expresion en los paréntesis hubiera intentado con el método que ya manejaba, por lo
gue se puede inferir que no generalizé dicho método para usarlo en una ecuacion de
este tipo, ni siquiera intento utilizarlo, quizds porque lo habia aprendido en forma
mecanica y no se percaté que podia extenderlo para enfrentar también este caso. Esto
sugiere que la ensefianza de ese método se dio abruptamente, antes de que el alumno

pudiera apreciar su valia.

Pudo dar significado a los paréntesis, determinando que sirve para “hacer una
operacion” en este caso una resta, la incognita menos 3, a partir de este razonamiento
pudo comenzar a deducir la posible respuesta. Hasta este momento no utilizé la
calculadora, lo que demuestra que la resolucién del problema no dependia de la
maquina “un namero que reste a 3 y que se multiplique por 4 para que sumado con 2
de 14”. En ese momento habia logrado leer la ecuacion, estableciendo qué es lo que se
pide e identificando las operaciones que tiene que realizar para dar respuesta a la
actividad. Entonces fue capaz de especular sobre posibles niumeros en relacién con la
incognita, pero a partir de un razonamiento guiado por una meta (obtener 14); “tiene
gue ser mas grande”. En el marco de lo que él conoce sobre las operaciones
aritméticas observé que no podia restar 3 a 2, por lo que deberia ser otro niUmero, por
medio del método de ensayo y error prueba de uno en uno hasta encontrar el 6. La

calculadora le ha servido como un auxiliar, ya que hace descansar la ejecucion de las
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iones basicas en la maquina. Logré encontrar una respuesta correcta razonando

icamente “qué es lo que la ecuacién pide”.

El principal logro de Jorge en relacion con la primera entrevista fue poder leer la
expresion —paso por paso-, lo que le propicié una forma de razonamiento que lo
condujo a la solucion.

Logré pensar en mas de una forma para encontrar una solucion, llegando a un
resultado correcto.

Identifica las literales sin confusion alguna, estableciendo que representan al
namero que se tiene que encontrar.

Utiliza la calculadora s6lo para hacer algunas operaciones, descansa el trabajo
aritmético en ella de manera que la resolucién de la ecuacién no depende de la
maquina, sino de lo que él le pida a la maquina hacer.

Da sentido a la funcion que desempefia el paréntesis como signo de agrupacion.

Dificultades

Los logros que Jorge ha tenido a través de la segunda entrevista se debieron al
analisis que hizo paso por paso de la ecuacion, un factor importante en esto fue
la orientacion que se le brindd. Posiblemente una de las principales dificultades
gue pueda enfrentar es la falta de motivacién por creer que la ecuacion es dificil

y que pueda abandonar la tarea antes de intentarla. El no se considera bueno en
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matematicas, por lo que es posible que si encuentra dificultades u obstaculos

tienda a pensar que no lo puede lograr.

El caso de Adriana

Antecedentes

Adriana es una alumna de 10 afios 4 meses, la maestra del grupo la ubica como una de
las mejores alumnas, después de Tomas. Refriere que es una estudiante inteligente y
con disposicion para el aprendizaje de las matematicas, sin embargo, menciona que “le
hace falta algo” para ser la mejor, ya que a pesar de que durante las clases se distingue
con sus participaciones y tareas, en el examen no puede reflejar su buen desempeiio
en clase. Segun la maestra “hay algo que la bloquea a la hora del examen, se pone
muy nerviosa y es la primera en entregarlo”. Los padres expresaron que es muy
nerviosa y exigente consigo misma en aspectos como tareas o puntualidad, no le gusta
faltar y se preocupa por cumplir en todo en la escuela. Al interior del grupo se pudo
observar que es parte de un subgrupo conformado por 5 alumnas, de las cuales, ella es
la mas seria. Es un grupo capaz de desestabilizar la clase con ciertos actos de
indisciplina, situacion que se presentd constantemente durante el trabajo de campo. No
obstante Adriana se preocupa por terminar su trabajo, expresa dudas y hace preguntas
gue le puedan auxiliar. En el cuestionario inicial menciono que le gusta mucho la clase
de matematicas y se considera muy buena para la asignatura (de la muestra total de 23
alumnos, Adriana fue la Unica que se autocalific6 como muy buena en la clase de

matematicas).
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Es hija de un comerciante y un ama de casa que no terminaron la secundaria; en el
ambito del conocimiento matematico del cuestionario inicial, se pidié6 a la alumna
resolver la ecuacién x+3.5=72. Contesto “3.7” sin utilizar la calculadora, se nota que
tiene dificultad en el manejo de numeros decimales. Afirmd con mucha seguridad que la
respuesta era correcta ya que la habia comprobado en la calculadora, ésta situacion no
se presentd posteriormente al enfrentarla a ecuaciones del mismo tipo, donde utiliz6 el
método ensefiado por la maestra. En el andlisis de la entrevista se tratara este asunto

mas en detalle.

Primera entrevista

Datos obtenidos

Esta entrevista permitié observar el método de resolucién que utiliza la alumna para la
ecuacion 10.5+x=24 y el tipo de recursos aritméticos que utiliza para realizar tal

actividad (E, entrevistador, A, Adriana):

E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la siguiente ecuaciéon?

A: Si, -toma la calculadora y en silencio comienza a trabajar, rapidamente obtiene la
solucion-.

E: Explicame qué hiciste para encontrar el numero que falta.

A: Hay que restar, el 24 menos 10.5 —realiza esta actividad en la calculadora- da

13.5, lo compruebo sumando el resultado con 10.5, si da 24, esta bien.
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E: ¢ En donde aprendiste esta forma de hacerlo?

A: La maestra lo ensefid. También dijo, que si la ecuacién es de resta hay que
sumar.

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucién que
encontraste es correcta?

A: Que lo haga en la calculadora.

E: ¢ Qué significa para ti la letra que aparece en la expresiéon?

A: Es el numero que falta y que hay que buscar.

E: Inventa otra expresion que sea diferente a 10.5+ x =24, pero que tenga la misma
solucion.

A: Sumaria poco a poco hasta que me diera el resultado — le da otro sentido a la

pregunta, contestando en funcion de otra posible solucién para resolver la ecuacion.

Andlisis del episodio

Adriana utiliza el método que la maestra ensefid al grupo. Ya se mencionaba
anteriormente que la alumna es muy exigente consigo misma por lo que es probable
gue haya mecanizado el método para poder utilizarlo durante la entrevista individual
gue sabia se iba a realizar. Por medio de las preguntas que hacia al investigador,
durante el trabajo de campo, se observo que la alumna esperaba que se le diera una
“férmula” especifica que la llevara a la solucion del problema, no intentaba obtener los
resultados por medio de razonamientos que ella misma creara; al darle alguna
orientacién regularmente preguntaba: pero, ¢cual es la forma correcta para hacerlo

bien?, Esperaba que se le ensefara cierto procedimiento. Se pudo notar cierta
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confusion en ella cuando se daba cuenta que no se le daria una férmula, como la que
encuentra en el método que la maestra les proporciond. Al momento de la entrevista
mostré seguridad en el manejo de ese método, se notdé que lo habia analizado y
estudiado -como si fuera una leccién- para reproducirlo en el momento apropiado. Sus
antecedentes aritméticos le permitirian resolver la ecuacion sin necesidad de la
calculadora, siempre y cuando no haya numeros decimales; al no saber manipular este
tipo de nameros trasformé los términos numéricos de la ecuacion como se describio
anteriormente. Después de que la alumna contesté el cuestionario inicial, al enfrentarse
a ecuaciones semejantes con numeros decimales, pudo resolver estas ecuaciones con
el manejo de dicho método realizando las operaciones en la calculadora, obteniendo
resultados correctos. Se infiere entonces, que después del primer acercamiento
mecanizé el método para no volver a fallar, situacion que considero la llevaria al éxito al
enfrentar cualquier ecuacion.

Logros

e Mecanizacion de un método convencional ensefiado por la maestra.

¢ Obtiene resultados correctos para las ecuaciones que se le propusieron.

e Manipula numeros decimales auxiliada de la calculadora sin tener un
antecedente aritmético correcto sobre esos numeros, resuelve la ecuacion
10.5+x=24 con el uso del método ensefiando por la maestra del grupo, sin
analizar o intentar comprender los procedimientos que la llevan a la solucion.

Dificultades

103



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

e No hay razonamiento en cuanto a la(s) posible(s) solucién(es) de una ecuacion,
sélo la mecanizacion de un método, no busca opciones o caminos distintos que
la lleven a la solucion o soluciones correctas.

e No logra leer la ecuacion, sélo aplica el método que conoce.

e Su tendencia a la mecanizacion de formulas limita una comprension del tema
gue le daria mas elementos que le facilitarian el uso del lenguaje algebraico mas

adelante.

Segunda entrevista

Datos obtenidos
E: ¢ Puedes encontrar el niimero que falta en la expresion 4x(y—3)+2=147

A: Es diferente a las otras ¢no?, -analiza la ecuacion detenidamente, tecle6 en la
calculadora la expresion 4x 3+ 2=14, de la cual no hizo mencion-, pues... no sé.... a
lo mejor 3..., pero....

E: Analicémosla paso por paso, primero tenemos que leer la ecuacion, veamos que
es lo que simboliza cada elemento de la expresibn —comienza este andlisis de
derecha aizquierda-

A: Hay que ver que el resultado debe ser 14, luego el 2, significa que hay que sumar
2 al resultado de... —duda un momento al llegar al paréntesis- primero el 4 multiplica
los paréntesis y en los paréntesis...-sefiala con el lapiz el signo de resta-, aqui hay
gue hacer otra operacion... jAh, si! Un nimero que no conocemos, puede ser 3,

menos 3 da 0, no es 3, pero lo que salga aqui —sefala el paréntesis- es una resta,
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para multiplicarse con 4 y sumarse con 2. —analiza de esta forma la ecuacién y trata
de identificar la incégnita- adentro del paréntesis tiene que quedar 3 como ya dije...
Ah, puede ser 6, el nimero que falta es 6 menos 3, queda 3 por 4, 12 mas 2 igual
al4.

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucion que
encontraste es correcta?

A: Que lo haga con la calculadora —realiza las operaciones indicadas por la

ecuacion en la calculadora comprobando que su respuesta es correcta-.

Andlisis del episodio

Adriana intentd obtener la solucién de la ecuacion, analizando si podia aplicar el
método que le habia funcionado hasta el momento, al parecer los paréntesis le hizo
notar que habia diferencias entre una y otra ecuacion. Dudo en su posible respuesta,
para encontrar la solucién tecle6 en la calculadora la expresion: 4x3+2=14. Se infiere
gue sustituye a la expresion incluida en los paréntesis considerando que su valor debe
ser 3, es el numero que multiplica por 4 y que sumado con 2 le da 14. Ignord por un
momento los paréntesis y la incognita. La orientacion dada por el entrevistador sugirié a
la alumna una forma de abordar el reto que la condujo a realizar un andlisis detallado
de la ecuacion con la lectura de manera global. Se observé durante el trabajo con el
grupo que las asesorias le proporcionaban el punto de partida para llegar a una
solucion a través de algun razonamiento, mismo que ella no realizaba si no se le
proporcionaba alguna orientacion y buscaba abordar la ecuacion con el método que ella

sabia. Durante la entrevista se dio cuenta que habria que llegar a un resultado (14), con
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el 4 multiplicando a los paréntesis y sumando a 2, identificé la funcion que desempefia
los paréntesis indicando que “dentro de él hay una operacion”; de este analisis encontrd
gue el valor “y” se tiene que restar con 3, determinando que este numero es 6 para que
restado con 3 se obtenga 3. Después de analizar la ecuacion y leerla paso por paso

logré obtener la solucion.

Logros
e Formula la respuesta correcta a través de la lectura de la ecuacion y el
razonamiento paso por paso de ésta.
e Logra reconocer la funcién de los paréntesis como signo que agrupa unas
operaciones en la ecuacion.
e Identifica la incognita y obtiene su valor sin necesidad de la calculadora.
e Aumenta su autoestima en relacion con su capacidad matematica.

e Identifica sus errores y los corrige.

Dificultades

e Requiere de una orientacion inicial, misma que si no se le proporciona

oportunamente puede producirle desaliento.

El caso de Javier

Antecedentes
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Javier tiene 10 afos cumplidos, es un estudiante inquieto, pero interesado en el trabajo.
Suele juntarse con los comparfieros que muestran indisciplina, tanto en el salon de clase
como fuera de él, esto le ha generado llamadas de atencion o reportes. En general es
un alumno que cumple con tareas y participaciones al interior de las clases, mostré gran
interés por la calculadora que se utilizé durante el trabajo de campo, mencioné su gusto
por las computadoras y los video juegos; regularmente utilizaba los tiempos libres que
le quedaban durante el trabajo en indagar mas sobre las funciones de la calculadora.
Es hijo de un comerciante y un ama de casa, la cual se ocupa de su cuidado y
educacion; su maestra lo considera en la media del grupo, aunque en ocasiones
“flojea”, lo que lo lleva al nivel bajo del grupo. No se distingue por ser el mejor
estudiante, pero cuando es dedicado puede lograr resultados importantes, como
distinguirse en la clase de Educacion Fisica. Se considera bueno para las mateméaticas
y refiere que esta asignatura le gusta mucho; en el primer acercamiento que tuvo con
las ecuaciones en el cuestionario inicial fue de los pocos (s6lo 2 de los 8 seleccionados
y 7 de la muestra total de 23) que logré resolver la ecuacién de manera correcta a
través del método convencional ensefiado por la maestra, mismo que utilizd mas
adelante al enfrentar ecuaciones semejantes. En el analisis de la primera entrevista se

observaron datos interesantes que se revisan a continuacion.

Primera entrevista

Datos obtenidos

E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la siguiente ecuaciéon?
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J: Si —toma la calculadora, obtiene el resultado de inmediato- es 13.5.

E: Explicame qué hiciste para encontrar esa solucion.

J: Se resta 10.5 a 24.

E: ¢ Por qué utilizaste esta forma?

J: Hace poco la maestra nos ensefié.

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucién que
encontraste es correcta?

J: Pues que aprenda como se hace, si se pide una resta pues se suma y si se pide
una suma se resta.

E: ¢ Qué significa para ti la letra que aparece en la expresiéon?

V: Ahi esta el numero que falta, la incégnita.

Andlisis del episodio

Se pudo observar y corroborar lo limitante que resulta ser un método convencional de

este tipo introducido prematuramente, no permite la blisqueda de posibles opciones o

de razonamientos que lleven a un aprendizaje mas significativo, limita incluso a la

entrevista misma, con respuestas tan categoricas y contundentes. Parece ser que para

el estudiante ésta es una forma de responder satisfactoriamente a las exigencias de la

escuela; el andlisis de los procesos de resoluciéon empleados por este estudiante a lo

largo de las hojas de trabajo permitié observar que de 8 ecuaciones realizadas con este

método logré resolver 7 de manera correcta. Esto indica la alta efectividad de esta

forma de operar, pero no permite determinar si existen probleméticas alternas o
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razonamientos que lo lleven a la comprension, entendimiento y utilizacion de

ecuaciones de este tipo.

Logros
e Resuelve ecuaciones por medio del método ensefiado por la maestra.

e Ha mecanizado el método y lo maneja con una alta efectividad.

Dificultades
e Responde de manera automatizada, lo que no permite que genere
razonamientos que lo lleven a una mejor comprensiéon o al andlisis de la
ecuacion.
e El uso mecanizado del método que le ensefid la maestra parece limitar el
aprendizaje del alumno, este manejo de las ecuaciones puede ocasionarle
dificultades cuando llegue el punto de utilizar las ecuaciones como un recurso

para plantear y resolver problemas.

Segunda entrevista
Datos obtenidos
E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la expresion 4x(y-3)+2=147
J: No sé, espere —intenta aplicar a esta ecuacion el método ensefiado por la

maestra, intenta simplificar el 2 y el 4- “no se puede como nos lo ensefié la maestra”.
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E: ¢ Es la Unica forma de resolucién, no se te ocurre otra?

J: -Analiza detenidamente- es que... este paréntesis ¢ qué significa?

E: Es un signo de agrupacion, vamos a ver: ¢;Qué es lo que te pide la ecuacién?
Hay que comenzar por interpretarla, es decir, leer la ecuacion, ¢ qué tenemos?

J: -Analiza la ecuacion- “Es 4 por..., entonces y es una incognita, ése nimero se
tiene que restar con 3 y luego sumar con 2, ah si”.

E: ¢ Como sabes cual es la incognita?

J: Pues, hay que buscar de niumero en numero hasta encontrar el resultado, se
puede empezar con 8... no da, hay que buscarlo... —busca al azar, prueba con 9, 13,
7y 6-,yaesb6.

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucion que
encontraste es correcta?

J: “Ah, pues con la calculadora si, hubiera sido mas facil”, -ingresa los datos tal y
como se presentan en la ecuacion sustituyendo a “y” por 6-, “si sale”.

E: ¢Con el método que utilizabas al inicio, podrias haberle dado solucién a la
ecuacion?

J: No, es que esa forma s6lo es para los ejercicios de la otra forma.

Andlisis del episodio
Javier fue el Unico alumno que intenté usar el método ensefiado por la maestra como

medio de solucién para una ecuacion de este tipo, intent6é incluso manipular sobre “el
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cambio de signos”: identific6 que cada nuamero conlleva un signo, sin embargo no
encontré coémo aplicar ese método en esta situacion. A pesar de lo anterior Javier pudo
hacer razonamientos de tipo aritmético —que ya conoce- como via para entender “lo que
la ecuacién solicita”. Fue capaz de identificar de una u otra forma la utilizacién del
paréntesis y la serie de operaciones que se requieren ejecutar para obtener una
respuesta, del mismo modo fue capaz de identificar cual era la incognita. Encontr6é una

forma de resolucion, buscando por ensayo y error establecer el valor de la incégnita. A
pesar de sus logros no fue capaz de establecer relaciones que le permitieran encontrar
con mayor facilidad el valor de la incégnita, por lo que buscé al azar y un poco fuera del
contexto numérico de la ecuacion el posible resultado. Comenz6 probando con 8 y
saltando a 9 y 13, el estudiante encontré la solucion por ensayo y error lo que sugiere
gue entendié la estructura de la ecuacion, consiguiendo comprender qué operaciones
estaban involucradas en ella, aparentemente esto fue lo que le permitié sustituir la
incognita por distintos valores y verificar si funcionaban correctamente o no. Es
importante mencionar su reflexiébn final: “con la calculadora seria mas facil”, sin
embargo, no consider6 que aun con la calculadora tendria que haber razonado en torno

al valor de la incégnita.

Logros

e Establece razonamientos que lo llevan a la resolucién correcta de la ecuacion.
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e Muestra capacidad para observar y determinar el valor de la incdOgnita,
considerando lo que se debe hacer para llegar a la solucién de la ecuacion.

e Identifico cudl es la incognita y la funcion que tenia en relacion con el paréntesis,
al nimero 3y al signo para restar.

e Logra crear una forma para obtener el valor numérico de la incégnita por medio
de ensayo y error.

e Aunque de forma indirecta, logra establecer relacion sobre la funcion de los
signos de agrupaciéon, esto es un aspecto importante en la adquisicion del

lenguaje algebraico.

Dificultades

e Debido a la efectividad del método ensefiado por la maestra, no le era posible
razonar mas alla, esto le limitaba y le producia desanimo al enfrentarse con
nuevos retos.

e No establecio relaciones que le permitieran hacer una estimacién para el valor

numeérico de una incognita, tratd de obtenerlo sustituyendo valores al azar.

El caso de Vanessa

Antecedentes
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Vanessa, tiene 11 aflos 3 meses, es una estudiante de baja estatura y delgada para su
edad, se nota descuidada en cuanto a su vestir y peinado, gusta de utilizar muchas
pulseras de diversos tipos en ambas mufiecas, sus padres son obreros. Se observo que
Vanessa es de facil relacion con sus compafieros, tanto hombres como mujeres,
durante el trabajo de campo no participd activamente, no expresé dudas y se dedico a
realizar su trabajo en silencio. Durante las entrevistas se mostré6 siempre seria, soélo
hablaba cuando se le preguntaba y constantemente miraba la camara que la grababa.
En cuanto a su desempefio escolar, se autocalifica como regular en la clase de

matematicas y refiere que a veces le gustan.

Es una alumna de nivel bajo en la clase de matematicas segun la valoracion que hace
SuU maestra; en un primer acercamiento se pidio resolver la ecuacion x+3.5=72. No
utilizé la calculadora para su resolucion y escribié en la hoja de trabajo 3 operaciones
de las cuales 2 eran sumas (35+32=67 y 35+64=99) y una era resta
(7.2-35=3.2), mismas que borrd al terminar el ejercicio. La segunda operacion que
hizo le dio un acercamiento al resultado que ella crey6 correcto, determiné que el valor
de la incognita era 64 y no 6.4, como lo habia utilizado en sus operaciones. Al pedirle
explicacion al respecto mencion6é que sumé 64 y 3.5, obteniendo 72. Esta explicaciéon
no revela su razonamiento al respecto, se puede inferir que al no encontrar relacién
entre las operaciones realizadas, ya que obtenia nimeros con fracciones decimales,
opto por interpretar 3.5 como un nimero no relacionado con la ecuacion, sumé ambos

valores y obtuvo 8, que sumado con 64 da 72. Asi trasformd la ecuacién original en
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otra: x+3+5=72. Probablemente esta falsa concepcion provenga de alguna
explicacion que recibié en sus clases respecto a que 3.5 es igual 3+0.5. La alumna
intenta poner en juego alguna estrategia que le permita dar una respuesta. Lo anterior
sugiere que Vanessa tiene alguna iniciativa para aprender, desafortunadamente sus
razonamientos no tienen ningun referente aritmético que le indique actuar sobre un
sistema numérico que se rige por ciertas reglas sin admitir el tipo de modificaciones que
realizd. Aparentemente, sus carencias en aritmética la llevan a ver los nimeros como
una coleccion de simbolos sobre los que puede actuar libremente. Sera interesante
observar si el uso de la calculadora le permite superar algunas de estas dificultades en

las actividades que realizara posteriormente.

Primera entrevista

Datos obtenidos

La primera entrevista permiti6 conocer las estrategias que utliza esta alumna al
enfrentarse a la ecuacion 10.5+x=24. Se pudo observar también qué recursos
aritméticos utiliza en esa actividad, se pone de manifiesto algunas carencias al

respecto.

E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la ecuacién 10.5+ x=247?
V: Asiente con la cabeza que si puede hacerlo, observa la ecuacién y utiliza la
calculadora, duda qué datos debe ingresar, intenta varias veces. Creo que es el

13.5.

114



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

E: Explicame qué hiciste para encontrar esa solucion.

V: Primero resté 10.5 con 24 y con lo que me saliera sumarlo con 10.5 y sale el
resultado (sic)

E: ¢ Por qué utilizaste esta forma?

V: Me acordé que la maestra nos dijo eso, antes no me acordaba y me equivocaba.
E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucién que
encontraste es correcta?

V: Hay que explicarle que debe restar para encontrar la respuesta.

E: Antes de que te acordaras de la forma en que la maestra les explicé, ¢coémo
resolvias una ecuacioén asi? se le muestra la ecuacion inicial.

V: Pues, buscaba el numero que hiciera falta, pensando en cual es.

E: ¢ Qué significa para ti la letra que aparece en la expresiéon?

V: Es el nUmero que falta y que hay que buscar.

Andlisis del episodio

Vanessa utilizé el método ensefiado por la maestra en la clase de matematicas que se
ha mencionado antes. Refiere que recientemente se ha acordado de dicho método y
“que antes se equivocaba”. Se observd que al resolver ecuaciones de este tipo en las
actividades correspondientes al trabajo de campo no utiliz6 ese método e incluso no
pudo resolver satisfactoriamente la mayoria de las ecuaciones. Por ejemplo, en la
primera hoja de trabajo (61) se les pidié resolver ecuaciones como b+1.03=24.7 y
k-1.5=6.2; en el primer caso obtuvo como respuesta 246, se puede observar que

ignord el punto decimal en ambos numeros. En el caso de 1.03, considero que el 0
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después del punto decimal invalidaba al 3, por lo que sélo utilizé el 1, por tal transformé

la ecuacion en b+1= 247, y concluyd que el niumero faltante es 246.

En la segunda ecuacion obtuvo como resultado 4.7. Se infiere algo semejante a lo
anterior y que coincide con el razonamiento mostrado en la ecuacion presentada en el
cuestionario inicial que se mencioné en los antecedentes de la alumna. Ignora el punto
decimal a pesar de gue lo escribe en la ecuaciéon (4.7-1.5=6.2), utilizando en lugar de
ellos 47, 15 y 62 respectivamente. También ignord el signo para restar, en vez de esto
sumé 47+15=62. Por esto, con los datos x-15=62, encontr6 que 47 era el valor
faltante. Vanessa intentd resolver la ecuacion con base en razonamientos erroneos,
transformo la ecuacién de acuerdo a su conveniencia sin considerar ninguna relacion
aritmética valida. Se nota alguna habilidad en la basqueda de razonamientos, mismos
gue no corresponden a las reglas y definiciones de la aritmética, lo que la lleva a

obtener poco éxito en la clase de matematicas.

Logros
e Realiza razonamientos que la llevan a intentar resolver la ecuacion, sin embargo,
no responden a las reglas y definiciones de la aritmética.
e Muestra disposicién para abordar la ecuacion, pero de manera erronea.

Dificultades

e Sin la utilizacion del método convencional no le es posible resolver ecuaciones

de la forma ax+b=c correctamente.

116



Transicion aritmética-algebra:

un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

e Su base de conocimientos aritméticos no es del todo claro, tiene dificultad para
contextualizar las operaciones basicas aritméticas en las ecuaciones.

e Al no saber operar aritméticamente con numeros decimales modifica la ecuacién

de acuerdo a lo que ella considera que esta bien.

Segunda entrevista

Datos obtenidos

E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la expresion 4x(y—3)+2=147>

V: Si, hay que ver primero cual es el niumero que falta, éste —sefiala y-, después
usas tu calculadora. Ingresa los datos tal y como aparecen en la ecuacién con todo y
paréntesis. Al encontrar la incognita duda. Este es el nimero que falta... se puede
intentar ... no sé... con 4, a ver si sale... no... lo intentd con 5, tampoco, con 6 a ver...
sies el 6.

E: ¢ Por qué decidiste empezar a probar con el nimero 4?

V: Se me ocurrié.

E: ¢Qué es lo que te pide la ecuacién? ¢Como puedes leerla? —Durante el trabajo
de campo se le explicé como leer una ecuacion-

V: Analiza la ecuacion. Quiere decir que éste 4 multiplica... por este signo de
multiplicar, luego a un nimero hay que restarle 3, luego sumarle 2 y tener 14.

E: ¢ Tienes que hacer varias operaciones?

V: Si, a ver... una multiplicacién, una resta y una suma.
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E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucion que
encontraste es correcta?

V: Que lo haga con la calculadora.

Andlisis del episodio

Con base en el andlisis de la entrevista anterior se puede inferir que al no haber
encontrado en la ecuacién numeros decimales, le fue menos complicado leer la
ecuacion. Le bastd con saber qué es lo que la ecuacién le pedia y qué operaciones
aritméticas tenia que realizar para llegar a un resultado. El método utilizado para tal
efecto fue el de ensayo y error: comenz6 con el numero 4, verificd que ese valor no
arrojaba el resultado que buscaba y haciendo las operaciones correspondientes en la

calculadora con el 5y 6.

No pudo explicar de manera precisa por qué inicié probando con el 4, pero se puede
inferir que tomd el primer nimero que encontrd en la ecuaciéon. Es preciso mencionar
gue no es claro si domina aceptablemente el conocimiento de la funcién de los
paréntesis en la expresion. Para ayudarla se le sugirié ingresar los datos en la
calculadora, tal como aparecen en la ecuacion incluyendo los paréntesis. Consideramos
gue esta alumna podra avanzar a pesar de su bajo nivel en la clase de matematicas,
sus logros hasta este momento sugieren que con mas atencion, por parte del maestro,
podra comprender algunos conceptos basicos de la aritmética que le permitiran tener

un mejor desemperio en la clase de matematicas.
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Logros

Fue capaz de resolver correctamente la ecuacion con auxilio de la calculadora y

con base en sus razonamientos.

Logré leer la ecuacion identificando la serie de operaciones que se necesitan

para obtener un resultado.

Pudo encontrar el valor de la incognita a través de un método de ensayo y error.

Dificultades

Los datos que recabamos sugieren que el conocimiento aritmético insuficiente
gue muestra la alumna se puede deber a una falta de motivacién ocasionada por
un historial poco exitoso en la clase de matematicas. Esto se sustenta en que
cada vez que obtuvo un pequefio avance en su aprendizaje se observé en ella
una mejor actitud hacia la clase y una mayor autoestima que la estimulé a
continuar y ser mas consciente de sus limitaciones.

Esta estudiante muestra la suficiente capacidad para mejorar en la clase, pero
consideramos que dificilmente podra superar sus carencias sin una atencion
esmerada por parte del maestro. Esperamos que el reporte que se entregé a la
maestra del grupo y los episodios que ella atestigud durante el trabajo de campo,
le proporcionen informacion relevante para atender de manera mas adecuada
tanto a sus alumnos destacados como para aquellos que evidentemente

requieren de un soporte individual.
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El caso de Erika

Antecedentes

Erika es una alumna de 12 afios cumplidos, la mayor de edad en el grupo, reprobo el
primer afio. Es retraida, habla poco y en tono muy suave. Se observé que se lleva bien
con la generalidad del grupo, fisicamente no se nota la diferencia de edad, ya que es de
baja estatura y de complexion delgada, no es una alumna que destaque por sus buenas
calificaciones en la clase de matematicas, por el contrario, la maestra informd que
pareciera ser “que entiende a su manera”. La alumna se autocalifica como “buena para
la asignatura” y menciona que a veces le gusta la clase de matematicas, sin embargo
no puede obtener buenas calificaciones en los examenes y no participa en clase. Su
papa es plomero y su mama es ama de casa, se ve que tiene todo el apoyo y

disposicion por parte de sus padres.

Para efectos de esta tesis Erika fue considerada en el nivel de bajo rendimiento en la
clase de mateméticas. En el cuestionario inicial se le pidié encontrar el nimero que falta
en la ecuacion x+3.5=72. Contestd que el valor de la incognita es 64, en un inicio se
consideré la posibilidad de que este razonamiento tuviera que ver con el de Vanessa,
ya que ambas dieron la misma respuesta, ademas de tener una relacién de amistad
muy estrecha. Se indagd al respecto para corroborar o desechar esa posibilidad. Se
reviso en video la ubicacién de ambas alumnas el dia de la aplicacién del cuestionario,

se observo que aungue estaban cerca no era posible que se pudieran copiar; ya que la
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ubicacion de las mesas de trabajo eran en circulo alrededor del sal6n, pegadas una de
otra.

Se pregunté directamente a Erika cémo habia obtenido ese resultado, a lo que
contestd: “lo sumé todo... 64 mas 3 mas 5y me dio 72". Se considerd por esto que su
respuesta es diferente a la de Vanessa. La respuesta de Erika muestra que no pudo
darle sentido a la pregunta que se le planteé y ella de alguna manera generd otra
pregunta que la condujo a buscar nUmeros que sumaran 72; esto es, su respuesta
indica claramente que no sabe operar ni leer nimeros decimales y que el cédigo con el
que se expresa una ecuacion es totalmente nuevo para ella. Los avances que Erika
pueda lograr en el trabajo de campo seran considerados tomando en cuenta esta

informacion como punto de partida.

Primera entrevista

Datos obtenidos

La entrevista permitio observar las estrategias que Erika utiliza para resolver una
ecuacion del tipo 10.5+x=24, se pudo observar también qué recursos aritméticos
utiliza para tal actividad, como se puede apreciar en el siguiente episodio (E,

entrevistador, E2, Erika):

E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la ecuacién 10.5+ x=247?
E2: Hay que hacerlo en la calculadora para que salga bien. A partir de este
momento trabajé en silencio ingresando datos a la calculadora, tardé 6 minutos en

obtener una respuesta. “Ya, es 14",
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E: Explicame qué hiciste para encontrar esa solucion.

E2: Hay que meter los datos en la calculadora, asi mira, pones 10.5 +, luego el
namero que creas que es y le das enter, para ver qué sale; y asi le vas haciendo
hasta que encuentres el nimero qué es.

E: ¢ Por qué 14 es la respuesta correcta?

E2: Porque si sumas 10.5 con 14 te da 24; si hubiera puesto 13, me daria 23.5 y asi
esta mal.

E: ¢ Qué le dirias a uno de tus compafieros para convencerlo de que la solucién que
encontraste es correcta?

E2: Que utilice la calculadora para que le salga.

E: ¢ Qué significa para ti la letra que aparece en la expresion 10.5+ x =247

E2: Es el nimero que debes encontrar, no se sabe cual es y hay que encontrarlo.

E: Ya encontraste el nUmero que falta en la expresion 10.5+ x=24 ¢Puedes ahora
encontrar el nimero que falta en la expresion24=10.5+ x?

E2: Analiza por un momento, comparando ambas ecuaciones. “Si”. Toma la
calculadora ingresa los datos, para resolver esta ecuacion utilizé 8 minutos, en
donde no habld, se le hicieron algunas preguntas tratando de entender sus
razonamientos que tampoco contesto, finalmente respondié. “Ya, la respuesta es

13.9".

Andlisis del episodio
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Erika dependid totalmente de la calculadora para intentar resolver la ecuacion, esto no
significa que no haya establecido razonamientos que la guiaran en la busqueda de la
solucion, durante los 6 minutos que utilizé para la resolucién de la ecuacion realizé
exploraciones ingresando nameros diferentes como posibilidades de solucién. Hay que
considerar que siempre utilizO nimeros naturales. Por ejemplo, al trabajar con la
ecuacion 24=105+x, tecle6 sucesivamente en la calculadora 10.5+1=115,
10.5+2=125, 105+3=135, 10.5+4=145, hasta llegar a 13 y 14, obteniendo,
10.5+13=235 y 10.5+14=24.5; tomO esto ultimo como respuesta correcta. Sus
justificaciones al respecto fueron: “Porque si sumas 10.5 con 14 te da 24; si hubiera
puesto 13, me daria 23.5 y asi esta mal”. Considera 24.5 sin tomar en cuenta la fraccién
decimal, lo cual confirma que su conocimiento de los nimeros decimales es insuficiente

y lalleva a cometer este error, no obstante que tiene el auxilio de la calculadora.

Es importante sefialar que no establece relaciones en la secuencia de los numeros,
necesitd6 manipular uno por uno buscando una solucién, sin considerar que podia hacer
saltos entre los nameros, es decir, no encontré secuencia logica entre ellos, situacion
gue la mayoria de sus compafieros si establecia. Este tipo de razonamiento puede
explicar su fracaso en la clase de matematicas y que se le considere mala en la
asignatura, consideramos que en gran parte se debe a que los hechos basicos de la
aritmética no estan bien establecidos, situacién que le dificulta una mejor comprensién

del lenguaje algebraico.
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Lo anterior fue corroborado mediante las preguntas que se le hicieron en la entrevista,
donde no pudo identificar que la segunda ecuacion que se le propuso es la misma que
la primera e incluso encontré una nueva solucion. Se observo que no cuenta con las
bases aritméticas necesarias para obtener una respuesta correcta; de los 8 alumnos
entrevistados fue la Unica que no estableciod relacion alguna entre esas dos ecuaciones
para determinar que eran iguales y que sélo los miembros de las ecuaciones estaban

cambiados de posicion.

Del mismo modo, su trabajo mostr6 que no ha comprendido las nociones aritméticas
basicas, como el orden en los numeros decimales y sus operaciones, por lo que no
tenia otra opcion que manipular los decimales auxiliada por la calculadora. Sus intentos
de resolucion de una ecuacion se centran en el ensayo y error sin mostrar indicios de
gue puede afinar esa estrategia; por ejemplo, prueba de valor en valor a partir de 14,
intenta con 15 obteniendo 25.5, se da cuenta que “ya se pas(@”, después de pensar por
unos momentos, comenz6 a probar con nimeros tomados al azar, sin la secuencia que
habia establecido anteriormente, prueba con 18, 29, 16, y 25, se detiene nuevamente
para probar con 13, encuentra 23.5, prueba nuevamente con 14, obteniendo 24.5,
observa la primera ecuacion (moviendo la cabeza indica que no), prueba con 15
nuevamente, parece que cree que el resultado que busca se encuentra cerca, prueba
con 13.1, obteniendo 23.6; finalmente prueba con 13.9, obtiene 24.4 y dice que ha
encontrado la respuesta correcta; de lo anterior se observa nuevamente que ignora la

fraccion decimal de la ecuacion.
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Logros

Intenta resolver una ecuacion aunque con base en razonamientos que no
responden a las reglas y definiciones de la aritmética. Se considera esto como
un logro en reconocimiento a la actitud positiva que mostré, esto la mantuvo
tratando de completar la actividad a pesar de repetidos intentos fallidos.

Utiliza el ensayo y error como estrategia de resolucion de la ecuacion.

Utiliza la calculadora como herramienta para obtener una solucion.

Dificultades

Sus conocimientos aritméticos basicos no estan bien establecidos, esto se refleja
en sus intentos erréneos de resolucion de una ecuacién y en general en un
desempefio no satisfactorio en la clase de mateméticas.

No establece relaciones numeéricas ni tiene nociones correctas acerca de la
relacion de orden en los nimeros decimales.

“Entiende a su manera”, la maestra del grupo anticipd que ésta seria su principal
dificultad, ya que la alumna establece razonamientos que ella considera buenos
con relacion a una logica que ella misma establece y que no concuerda con las
reglas y definiciones de la aritmética. Es importante mencionar que se da cuenta
de que no logra tener éxito, sin embargo no cuenta con elementos que le
permitan superar los obstaculos que encuentra. Probablemente con el apoyo de

la maestra pueda superar gradualmente las dificultades que ahora tiene.
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Segunda entrevista

Datos obtenidos
E: ¢ Puedes encontrar el nimero que falta en la expresion 4x(y—3)+2=147>

E2: -Analiza detenidamente la ecuacién, después de un momento contesta
determinadamente- No.

E: ¢No le entiendes?

E2: No... —la vuelve a observar- No sé como.

E: ¢Lo puedes intentar?, vamos a revisar, trata de ver qué te pide, lee la ecuacién a
partir del 4.

E2: -Piensa un poco, tomando el lapiz sefiala- 4 por..., ah no, es x la incognita, luego
y ... no, no le entiendo.

E: ¢ Esta ecuacion es diferente a 10.5+ x = 24 ?:

E2: Si, porque mira no tiene esto —sefiala los paréntesis- ademas aqui hay que
buscar mas nimeros.

E: ¢ Cuantos nimeros mas hay que buscar?

E: Dos, éste y éste —sefiala x e y-

E: Esta bien, ¢puedes inventar otra expresion como 4x(x—3)+2=14, pero que
tenga una solucion?

E2: ; COmMo?

E: Puedes hacer una ecuacion que tu inventes, ¢ pero que tenga una solucién?

E2: Ah, aqui —sefala la ecuacion- la solucion es 14, ¢no? Ese es el resultado; si

puedo -toma la calculadora y al igual que la primera entrevista, trabajé en silencio,
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ingreso los datos que ella consideraba para su resolucién, ocup6 3 minutos para tal
actividad. Hice dos mira, ¢ estan bien? Nada mas que ocupé el 13 como resultado, a
ver si estan bien. (muestra las ecuaciones logradas, en el andlisis del episodio se
presentan).

E: Muy bien, gracias.

Andlisis del episodio

Erika fue la Unica alumna de los 8 observados que de primera instancia no intent6
resolver la ecuacion de esta entrevista. Se infiere que no tiene suficiente seguridad en
si misma para enfrentarse a un conocimiento del cual no tiene ningln antecedente, ya
gue no relaciona la primera ecuacion donde no intervienen paréntesis y barras de
divisibn con ésta; no puede identificar la incognita. La confundia con el signo de

multiplicacién, asegurando que hay dos incégnitas en la ecuacion.

La inclusién de los paréntesis fue un obstaculo para ella, a partir de esto no pudo
continuar con la lectura de la ecuacién. Se dudé en continuar la entrevista, sin embargo,
se consideré pertinente terminar el protocolo y ver como reaccionaba a la ultima
pregunta, lo cual fue positivo, ya que se logré obtener mayor informacién sobre las
dificultades que tiene. Se observé que al mencionar “una solucion” ella entiende por
esto el segundo miembro de la ecuacion (14) y a partir de esto cred con ayuda de la
calculadora “ecuaciones semejantes”, tales como:

6.4(2-1)2.1=134
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6.3(2—1)2.1=13.23
Al ingresar los datos a la calculadora, se pudo observar que comenzd a construir la
expresion de derecha a izquierda comenzando con el mismo 4, se puede inferir que
eligié este numero a partir de verlo en la ecuacién original ya que posteriormente utilizé
el 5y 6; ingreso en los paréntesis 2—1, mismos que utilizaria de manera fija en sus
posteriores intentos, al igual que el 2.1 que iba a continuacion. Se deduce que estos
nameros los eligié a partir del inicio de la secuencia de nameros enteros 1y 2; la
calculadora le ayudo a resolver cada uno de los intentos que logro, utilizé las siguientes
posibilidades: 42-12.1=84
5(2-1)2.1=10.5
6(2-1)2.1=12.6
6.1(2-1)2.1=12.81
6.2(2—1)2.1=13.02
6.4(2-1)2.1=13.4
6.3(2—1)2.1=13.23
Esto corrobora que la alumna manipula los nimeros decimales de acuerdo con lo que
ella considera que esta bien. Lo mismo ocurre con las nociones que construyé respecto
a las ecuaciones y su solucion. No cuenta con un referente distinto al que ella misma
genera. Tampoco tiene los argumentos y herramientas necesarias para entender las
reglas y definiciones basicas de la aritmética; sus logros en relacién con los protocolos
usados en las entrevistas son minimos, lo que pone de manifiesto sus carencias

aritméticas; esto le dificulta entender y resolver las ecuaciones que se plantearon. Con
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base en lo anterior se puede concluir que la alumna esta respondiendo a un reto que no
puede enfrentar, no cuenta con antecedentes que le permitan solventar las exigencias
gue le plantea la resolucién de las ecuaciones; no tiene un conocimiento sélido de las
operaciones aritméticas ni de los numeros, por lo que las respuestas que produjo estan

fuera de cualquier situacién esperada.

Logros
e Como ya se mencionaba, los logros alcanzados por la alumna son minimos, sus
formas de razonamiento no concuerdan con las reglas de la aritmética y su mejor
caracteristica es muestra cierta actitud positiva e iniciativa hacia las matematicas,

situacion que la maestra del grupo podria aprovechar en los siguientes aspectos:

- Las respuestas de la alumna muestran que tiene iniciativa para generar
algunos razonamientos y, aunque estos no correspondan a las reglas de
la aritmética, se pueden aprovechar como punto de partida para que con
el auxilio de su maestra, logre fortalecer sus conocimientos aritméticos
aprendiendo de sus errores.

- Mediante actividades de aprendizaje adecuadas, el uso de la calculadora
puede aprovecharse para ayudarle a superar sus carencias en el manejo
y aplicacion de las operaciones aritméticas basicas. Por ejemplo, las
actividades que se encuentran en Sentido Numérico e Iniciacion al

Algebra (Cedillo, 1999a).
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Dificultades
e Los razonamientos que Erika presenta estan determinados en funcion de lo que
ella cree que esta bien, pero sus carencias en el conocimiento aritmético le
hacen actuar sin ningdn marco de referencia, lo que la lleva a presentar
limitaciones en aspectos que se supone deberia manejar con seguridad. Esta
dificultad es notoria en su desempefio en la clase de matematicas, situacion que
se debe trabajar posteriormente con la maestra en relacién con apoyo que puede

brindar a la alumna.

Resumen
Este apartado reporta los logros y dificultades que presentaron los ocho alumnos
seleccionados para su seguimiento mediante la técnica de estudio de casos. En funcién
de los resultados del analisis de cada caso, se tomaron en cuenta aspectos
relacionados con el referente tedrico de esta tesis: la adquisicion del lenguaje
algebraico, observando de manera especial las estrategias que desarrollaron los
estudiantes al resolver ecuaciones de primer grado y los significados que asocian a las
ecuaciones y las literales que en ellas se incluyen; estos aspectos se abordaran con

mayor precision en el siguiente capitulo.

Estrategias que desarrollan los estudiantes
Los resultados antes reportados sugieren que los alumnos pueden progresar en el
proceso de adquisicion del lenguaje algebraico en funcién del buen manejo de sus

conocimientos aritméticos.
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Se observé que la estrategia mas comun que los alumnos desarrollaron a partir del
trabajo con ecuaciones fue la de “ensayo y error”, (4 de los 8 alumnos, la utilizaron),
esta estrategia fue manejada por los estudiantes en dos momentos, primero la utilizaron
como una forma de conocer la ecuacion, identificaban los elementos de ésta y trataban
de manipular sus datos numéricos. Esta situacion propicié que los alumnos razonaran,
con base en sus conocimientos aritméticos, las formas en que podrian solucionar el
problema, tuvieron como punto de partida que la principal finalidad era buscar un
“namero perdido”, el cual se podia encontrar a través de un ndmero inicial, -
seleccionado generalmente al azar- que les diera pautas para probar de “uno en uno”

hasta encontrar el que buscaban o el que creian era el correcto.

En un segundo momento, la estrategia de ensayo y error, permiti6 a los alumnos
establecer un andlisis detallado de la ecuacion. Esta estrategia los condujo a un
razonamiento que les permitiera establecer relaciones de tipo aritmético para encontrar
el “namero perdido” de forma mas precisa, logrando con esto una lectura global de la
ecuacion; este segundo momento permitidé que el alumno pasara de una bulsqueda al
azar, a un andlisis y razonamiento de la ecuacion. Se observé que Alondra, Javier,
Vanessa y Erika utilizaron esta estrategia, en un intento de buscar la incognita por
medio de aproximaciones al azar, considerando posibilidades que no se acercaban al
posible resultado, sin lograr en ocasiones, encontrar el resultado, ya que sus
conocimientos aritméticos no les proporcionaban un referente que les permitiera

aproximarse al nimero que buscaban o que les diera un punto de partida para dicha
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busqueda; debido a esta carencia no fueron capaces de anticipar qué namero les daria

la posibilidad de encontrara la respuesta.

La estrategia de ensayo y error, auxiliada con el uso de la calculadora, permitié que los
alumnos centraran sus razonamientos en las posibles formas de manipular los
elementos de la ecuacidn hizo descansar la realizacion de las operaciones aritméticas
en la maquina, situacion que brindé al alumno la posibilidad de superar sus carencias
aritméticas como via de encontrar una posible solucién, Adriana y Vannesa fueron los
casos mas plausibles a este respecto; se pudo observar que sin el auxilio de la
calculadora no podrian resolver las ecuaciones; sin embargo, la mayoria de los
alumnos logré identificar la importancia de razonar antes de ingresar los datos a la
calculadora.

Yesica Gabriela aporté evidencias que muestran el potencial de la estrategia de ensayo
y error. Sus respuestas indican que fue capaz de ir mas alla y emplear una estrategia
gue podriamos llamar “ensayo y refinamiento”. Los datos recabados sugieren que si la
alumna cuenta con un conocimiento aritmético aceptable, el hecho de plantear
actividades con una meta clara (“encontrar el numero que falta”) propicia que afinen la
estrategia de ensayo y error y avancen en el dominio de un proceso mas sistematico

gue se basa en gran medida en el célculo mental y la estimacion.

Otra de las estrategia que los alumnos utilizaron al resolver ecuaciones fue a partir de la
lectura global de la ecuacion, en donde los alumnos hacian un analisis de tipo

aritmético de lo que la ecuacién les solicitaba hacer, identificaban operaciones
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aritméticas que los llevaran a la posible respuesta revisando de manera puntual los
elementos de la ecuacion. El principal resultado de esta estrategia fue que los condujo
a comparar los miembros de la ecuacion, identificando que alguno de ellos se podia

reducir a un solo valor. Por ejemplo, en la ecuacion 4x(y—3)+2=14, el primer término

en su conjunto tiene un valor, “todo esto vale 12", (ver el caso de Tomas). Esta
estrategia llevé al alumno a dejar en suspenso una parte de la ecuacion, para
considerarla como solo una; este tipo de razonamientos propiciaron en el alumno un

nivel de analisis semejante al método conocido como “cambio de variable”.

Esta estrategia fue utilizada principalmente por algunos alumnos al resolver ecuaciones
donde se involucraron paréntesis y barras de division -sin intervencion de numeros
decimales-, lo que facilitd la lectura de la misma. El alumno centraba sus esfuerzos en
el andlisis de la ecuacion empleando razonamientos aritméticos (operaciones bésicas
suma, resta, division y multiplicacion) para manipular la ecuaciéon. En este sentido las
respuestas de Tomas indican que fue capaz de crear una estrategia para llegar a la
solucion de ecuaciones, con base en la lectura global de la ecuacion y en el céalculo
mental, manipulando aritméticamente los términos numeéricos de la misma y asociando
relaciones de tipo aritmético para obtener su solucion. Al hacer esto mostrd ser capaz

de resolver ecuaciones a través de leerlas globalmente.

Jorge y Adriana utilizaron estrategias como la anterior, leyendo la ecuacion

globalmente, el andlisis detallado de la ecuacién paso por paso les permitié resolver
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satisfactoriamente las ecuaciones que se plantearon; la lectura global de la ecuacién los
llevo a establecer relaciones aritméticas como via de solucion identificando los
elementos de la ecuacién, lo que les llevé a un panorama mas amplio de resolucién
brindandoles cierto razonamiento y comprension al manipular los elementos de la
ecuacion. Este tipo de estrategias, con auxilio de la calculadora, coadyuvd a que los
alumnos lograran superar sus carencias aritméticas, situacién que favorecié un nivel
mayor de andlisis y razonamiento. Es necesario considerar que la asesoria brindada
por el investigador fue un factor determinante en cuanto a motivacion para que los
alumnos lograran la lectura de la ecuacién, Alondra, Adriana y Javier, son casos que

ejemplifican lo anterior.

En cuanto a los significados que los alumnos asocian con las ecuaciones y las literales,
se puede afirmar que la principal nocion que los estudiantes asocian con una ecuacién
es que es una serie de operaciones en las que se trata de encontrar un “ndmero
perdido”, un valor que incluye la ecuacién pero que no se sabe cual es, pero que se
puede encontrar a través de diferentes estrategias de resolucién, como las descritas
anteriormente. El “nimero perdido” se identifica con una letra a la que se llama literal o
incognita como la nombraron algunos de los alumnos. Este tipo de concepciones, se
pueden asociar con la idea de que los alumnos relaciona el término “buscar” o
“perdido”, con situaciones de su interés general, fuera de aspectos relacionados con la
escuela. El tipo de actividades propuestas ubicaron al alumno en una situacién en que

“buscar” le fue divertido y es algo que no implica mayor dificultad; este tipo de nociones
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llevé a los alumnos a considerar a las ecuaciones como un juego de numeros, donde

hay que buscar algo perdido.

Yesica Gabriela asocid la ecuacién con una relacion de igualdad, en la que el signo
igual (=) funge como eje principal y permite establecer que ambos valores de la
ecuacion representan lo mismo, por lo que la finalidad principal de la ecuacién es

encontrar una igualdad.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES

Este capitulo consta de dos secciones, en la primera se abordan los resultados de este
trabajo de tesis en el marco de las preguntas de investigacion que la orientan; en la
segunda parte se aborda una serie de reflexiones finales, las cuales se enfocan en dos
aspectos principales: ventajas y limitaciones, e implicaciones de orden psicolégico

relacionadas con el referente tedrico de esta tesis.

Un propdsito central de esta tesis fue obtener datos empiricos que permitieran plantear
respuestas plausibles a las siguientes preguntas de investigacion:
1. ¢Como puede aprovecharse el conocimiento aritmético que adquieren los
estudiantes durante la escuela primaria para iniciarlos en el uso del lenguaje
algebraico involucrado en la resolucién de ecuaciones de primer grado con una
incognita?
2. ¢Qué estrategias desarrollan los estudiantes cuando se aborda el tema de
resolucién de ecuaciones sin acudir a los métodos convencionales?
3. ¢Qué significados asocian los nifios con las ecuaciones y las literales que se
usan para simbolizar las incdgnitas cuando la ensefianza se basa en estrategias no
formales?
4. ¢Qué ventajas/desventajas se generan para abordar los métodos

convencionales para resolver ecuaciones cuando se propicia que los estudiantes
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inicien este tema a partir de estrategias no convencionales que ellos mismos

generan?

En la seccién que sigue se abordaran estas preguntas de investigacion a la luz de los
datos y resultados que se obtuvieron en el trabajo de campo. Lo que se discuta
respecto a cada una de las preguntas de investigacion apuntara hacia el planteamiento
de respuestas plausibles a cada una de ellas. Antes de presentar las respuestas a las
preguntas de investigacion consideramos importante abordar las hipétesis establecidas

en el capitulo anterior.

En cuanto a las hipétesis en torno al conocimiento aritmético se corrobor6 que se puede
aprovechar el conocimiento aritmético que adquieren los estudiantes en la escuela
primaria, como punto de partida para iniciarlos en el uso del lenguaje algebraico. Sin
embargo, se observé en varios alumnos que el manejo del conocimiento aritmético no
es el deseable; este tema se ampliara con mayor detalle mas adelante. En cuanto a las
estrategias que desarrollan los estudiantes, se corroboré que los alumnos progresan en
Su conocimiento a través de la siguiente secuencia: i) método que la profesora de grupo
les ensefid para resolver ecuaciones; ii) estrategias con base en ensayo y error y (iii)
ensayo y refinamiento. En el transcurso del analisis de resultados y conclusiones se

identificaron mas estrategias que se discutiran mas adelante.
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Respuestas a las preguntas de investigacion

Pregunta de investigacion 1.

¢, Cémo puede aprovecharse el conocimiento aritmético que adquieren los estudiantes
durante la escuela primaria para iniciarlos en el uso del lenguaje algebraico involucrado
en la resolucidn de ecuaciones de primer grado con una incégnita?

Los datos y resultados discutidos en el capitulo anterior muestran que puede
aprovecharse el conocimiento aritmético de los alumnos para iniciarlos en el uso del
lenguaje algebraico. Asimismo, la evidencia empirica recabada indica que el uso de la
calculadora, mediante actividades de aprendizaje como las empleadas en esta tesis
proporciona un andamiaje que propicia, en los estudiantes el empleo de su
conocimiento aritmético como referente cognitivo para enfrentar actividades
prealgebraicas. Esto les permite avanzar en la transicion de la aritmética al algebra
generando significados instrumentales para el simbolismo algebraico basados en

fundamentos aritméticos.

Las actividades que realizaron los alumnos en torno a la resoluciébn de ecuaciones
permitieron observar que el conocimiento aritmético que adquieren en la escuela
primaria es una herramienta poderosa para esa actividad, siempre que esos
conocimientos estén aceptablemente comprendidos por el alumno. Los datos que
recabamos muestran que el conocimiento aritmético previo permitio a los estudiantes
enfrentar ecuaciones de primer grado con una incAgnita satisfactoriamente y que la

aplicacion de las reglas y definiciones de la aritmética llevaron a los alumnos a producir

138



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

respuestas correctas en la medida que pudieron usar la aritmética como herramienta
para el entendimiento del algebra. Estos hallazgos en el trabajo de los alumnos se
relacionan con lo reportado por Nickson (2000) y Cedillo (2001), quienes, con base en
resultados de investigacion, proponen que la base principal del algebra es la aritmética

y gque ésta sirve como punto de partida para el aprendizaje del algebra.

Lo anterior se observa en el trabajo de Tomas quien pudo resolver correctamente
ecuaciones de la forma ax+b=c que incluian signos de agrupacion. En la medida en
gue Tomas se dio cuenta que podia utilizar sus habilidades aritméticas como marco de
referencia, fue capaz de leer lo que pide la ecuacion. Esto le proporcioné esto un
panorama mas amplio que le permiti6 producir respuestas correctas haciendo
operaciones por medio de calculos mentales para manipular los elementos del
problema, a través del empleo de relaciones aritméticas, operando sobre los datos de la
ecuacion sin saber todavia como operar sobre “lo aun desconocido”; dicha situacién
coincide con lo informado por Rojano (1991c), quien sefiala que el estudiante
primeramente aprende como utilizar el conocimiento aritmético y, posteriormente, podra
manipular directamente sobre la ecuacion, realizando un analisis de los datos del
problema, para pasar a la operacion y a tratar de entender el por qué del problema,

utilizado una herramienta presimbdlica.

Un hallazgo relevante que proviene del trabajo de Tomas es el papel crucial que juega
la prioridad de las operaciones aritméticas como antecedente para el estudio de las

primeras nociones del algebra escolar. Esto se puede observar claramente en la forma
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en que Tomas resolvié ecuaciones que contienen signos de agrupacion. Por ejemplo, el

caso de la ecuacion 4x(y—23)+2=14. Su conocimiento incipiente de la prioridad de las

operaciones le permitié superar el hecho de que todavia no sabe cédmo operar sobre lo

“aun desconocido”. El dej6 en suspenso la ejecucion de la operacion 4x(y—3) porque

sabia que “primero son las multiplicaciones y divisiones y después las sumas y restas”.

Este hecho lo condujo a ver la ecuacion 4x(y-3)+2=14, como otra mas simple, la
ecuacion 4x x+2=14. Nuevamente fue su conocimiento elemental de la aritmética el

que le permitié ver que la expresion 4x(y-3) deberia valer 12, porque “12+2 es 14"
Esto lo condujo a encontrar quey=6 porque “6 menos 3 es 3y 4x3+2=14". Una

estrategia similar fue utilizada por otros estudiantes que resolvieron exitosamente este

tipo de ecuaciones.

Como se menciond en el capitulo 4, los alumnos cometen errores que los conducen a
razonamientos equivocados. Cuando los conocimientos aritméticos no estan bien
establecidos, utilizan procedimientos que no siguen las reglas y definiciones de la
aritmética. Esta situacion se presenta en los casos de Vanessa y Erika, quienes
manifestaron carencias en el manejo de los numeros decimales y otros aspectos
aritméticos; a pesar de que mostraron iniciativa y cierta motivacion para intentar
resolver la ecuacion, sus carencias en aritmética las llevaron a ver los nimeros como
una coleccion de simbolos sobre los que, creen, pueden actuar libremente, manejando
respuestas y posibilidades de acuerdo con lo que ellas creian que estaba bien, sin

ningun referente aritmético.
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En relacion con el manejo de los nimeros decimales, se observo que Vanessa presenta
carencias. Al tratar de resolver la ecuacién k —-1.5=6.2 utiliz6 15y 62 en lugar de 1.5y
6.2, no encontrd relaciones aritméticas en el manejo de los decimales. En el caso de
Erika, la problematica en relacion con el manejo de los nimeros decimales se observo
cuando resolvio la ecuacion 24=10.5+ x tomando 14 y 13 como posibilidades: “si
sumas 10.5 con 14 te da 24 —en realidad 24.5-; “si hubiera puesto 13, me daria 23.5y
asi esta mal”; considera 24.5 sin tomar en cuenta la fraccién decimal, considerando que
esta cantidad es igual a 24 y propuso ésta como respuesta correcta de la ecuacién. Su
conocimiento de los numeros decimales es insuficiente y la lleva a cometer este error,
no obstante que cont6 con el apoyo de la calculadora. Sus deficiencias en aritmética
también se manifestaron al no establecer relaciones en la secuencia de los nimeros, ya
qgue al intentar solucionar una ecuacién, necesité manipular cada uno de los nimeros
buscando una solucién, sin considerar que podia hacer saltos entre ellos; es decir, no
encontré6 una secuencia en la numeracion, la alumna formulé razonamientos que
consideraba correctos con una logica que ella misma establece y que no corresponde a
las reglas de la aritmética. Los logros que se registraron de Erika en el trabajo de
campo son minimos, por lo que consideramos que antes de pretender que adquiera el
lenguaje algebraico, seria necesario ayudar para que la alumna fortalezca sus bases

aritméticas.

Pregunta de investigacion 2
¢, Qué estrategias desarrollan los estudiantes cuando se aborda el tema de resolucién

de ecuaciones sin acudir a los métodos convencionales?
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Los datos descritos en el capitulo anterior nos muestran como los alumnos se apoyaron
en diversas estrategias para llegar a proponer respuestas que dieran solucién a
ecuaciones de primer grado. La calculadora fue un factor importante cuando se les pidié
encontrar el numero que falta en la expresion algebraica, ya que les permitid explorar

sus ideas y en algunos casos superar sus carencias aritméticas.

La estrategia mas comun que generaron los alumnos fue la de “ensayo y error”. En esta
los alumnos elegian un numero, -en ocasiones al azar 0 en algunos casos
estableciendo relaciones aritméticas- el cual creian que pudiera ser la solucién; a partir
de éste probaban con distintos valores hasta acercarse al nimero que buscaban. Se
observé que Yésica, Alondra, Javier, Vanessa y Erika usaron esta estrategia como
forma de solucidén; so6lo Yésica considero los elementos de la ecuacion como pardmetro
para comenzar a buscar el nimero que faltaba, identific6 que en la ecuacién

4x(y—-3)+2=14, el valor de la incognita estd relacionado con la operacion de los

paréntesis: “4 multiplica a lo que dé una resta de 3 con la incOgnita para que luego se
sume con 2, lo voy a intentar primero con 5 — tomé en cuenta los datos de la ecuacion,
considerando que puede restar 3 a 5 y que es un valor numérico que se puede
relacionar directamente con la ecuacién -, puedo intentar con 6, .... si, esta bien, el
resultado, es 6”; logrando encontrar la respuesta después de dos intentos. En el caso
de Alondra se observé que utiliz6 nueve posibilidades distintas, comenz6 con 10.6,

valor al que considera como el nimero siguiente al primer elemento de la ecuacion
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(10.5). Se notd dificultad en el manejo aritmético del punto decimal, utiliz6 10.10 como
el siguiente de 10.9; al resolver la ecuacion x+3.5=72 obtuvo que el valor de la literal
es 37 eliminando el punto decimal de 3.5; a partir de esto obtuvo su solucién
“ensayando” con varios numeros (9) hasta proponer 37 como respuesta. Sus carencias
aritméticas la limitaron, dio aproximaciones al azar sin analizar las relaciones
aritméticas entre los numeros. Finalmente, logré encontrar una solucién correcta a esta

ecuacion.

Javier, Vanessa y Erika trataron de encontrar el valor de la incognita a través de la
misma estrategia, pero sin un referente que les permitiera encontrar el valor correcto de
forma mas rapida; su busqueda era al azar, al resolver la ecuacién anterior Javier
considerd lo siguiente: “hay que buscar de namero en numero hasta encontrar el
resultado, se puede empezar con 8... no da, hay que buscarlo...., (prueba con 9, 13, 7y
6), ya, es 6”. Se observd que su busqueda no correspondia con la secuencia de los
nameros y no podia anticipar los posibles resultados que obtendria a partir de su primer
intento, busc6 con 9 y 13, niumeros que lo alejaban del resultado y sin considerar los
datos contenidos en la ecuacidn, situacion de la que se percata al utilizar 13; por lo que
probd con 7, niumero que lo aproximé al resultado y al darse cuenta de que estaba

cerca, intentd con 6, encontrando finalmente la solucion después de cinco intentos.

En el caso de Vanessa se observaron situaciones semejantes, sin embargo sus
razonamientos la llevaron a usar procedimientos que con ayuda de la calculadora le

permitieron obtener la solucién de la ecuacién. Comenz6 con el valor 4, verificé en la
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calculadora que ese valor no correspondia con el resultado que buscaba, realizé otros
intentos con 5y 6. No pudo explicar por qué inicié probando con el 4, pero se infiere
que tomo el primer nimero que encontro en la ecuacion. En el caso de Erika se notaron
sus carencias aritméticas en relacibn con un manejo incorrecto de los numeros
decimales y del orden en los nimeros tanto decimales como naturales. Al pedirle que
resolviera la ecuacion 24=10.5+x, tecled6 sucesivamente en la calculadora
105+1=115, 105+2=125, 10.5+3=135, 105+4=145, hasta llegar a 13 y 14,
obteniendo, 10.5+13=235 y 10.5+14=24.5; tomando ésto ultimo como respuesta
correcta, sin establecer que 24.5, no es el nUmero que le pedia la ecuacion y no intentd
realizar algun “salto” entre los numeros que probaba, situacién que le facilitaria
acercarse a la respuesta. Su trabajo dependié de la calculadora, lo cual le daba la pauta
para ingresar el nUmero que seguia; sus antecedentes aritméticos no le permitieron
encontrar la solucién de la ecuacion, buscando posibilidades al azar y sin un referente

aritmético que le facilitara el trabajo.

Consideramos que si un estudiante intentd la solucién por ensayo y error, implica que
de alguna forma entendié la estructura de la ecuacién, ya que pudo leer qué
operaciones estaban involucradas en ella. De otra manera no podria sustituir la
incognita por distintos valores y verificar si éstos funcionaban correctamente o no.

Otra estrategia que generaron los estudiantes fue hacer una lectura integral de la
ecuacion comparando ambos miembros, (presenta similitudes con el método conocido

como “cambio de variable”). Para explicar dicho método tomaremos como ejemplo la
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ecuacion 5x(6—x)+3=13. Consiste en dejar en suspenso las operaciones
correspondientes a la expresion 5x(6—x) para considerarla como una sola entidad

cuyo valor numérico debe ser 10. Esto permitid a los alumnos simplificar la ecuacién,
viéndola como una ecuacién mas simple z+3=15. De los 8 alumnos seleccionados 4

de ellos generaron este tipo de estrategia.

Toméas fue el alumno quien de manera mas clara utilizO esta estrategia, sus
conocimientos aritméticos le permitieron establecer relaciones y razonamientos —sin

ayuda de la calculadora- que lo llevaron a encontrar la solucion de la ecuacién, viéndola

de forma conjunta. Por ejemplo, para resolver la ecuacion +7=9, identificd

2 (M- 5)
3

2x(

, . m-5 .
que 7 y otro “nimero” tienen que sumar 9, por lo que 3) debe ser 2; esto lo llevo

a considerar una nueva simplificacion de forma semejante: el nuevo resultado es 2, por
lo que 2x(m-5)=6; menciond: “hay que revisar la tabla del 2", obteniendo un
acercamiento que le dio elementos para considerar 8 como solucion; sus antecedentes
aritméticos le permitieron razonar en torno a la ecuacion y los “pasos a seguir”, a partir

de operaciones aritméticas.

Alondra, Jorge y Adriana, acudieron a estrategias similares, crearon la estrategia
enfrentando ecuaciones en las que no pudieron utilizar el método ensefiando por la
maestra del grupo, ecuaciones donde se incluian paréntesis y barras de divisibn como

signos de agrupacioén. Este tipo de expresiones permitié el razonamiento y lectura de la
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ecuacion, teniendo un panorama mas amplio de las posibilidades para resolver la

ecuacion.

En los casos de Javier y Adriana, se observé que ambos mecanizaron el método de
resolucion de ecuaciones ensefiado por la maestra, mismo que les brindé elementos
para resolver ecuaciones del tipo ax+b=c, al enfrentarlos a una ecuacion en la que
intervenian signos de agrupacién, no fueron capaces por si mismos, de establecer una
estrategia de solucion. La intervencion del investigador fue un apoyo importante para
llegar a un razonamiento que les condujera operar sobre la ecuacion; el investigador
propicio la iniciativa de los alumnos al sugerirles que “leyeran lo que pide la ecuacién”.
Aungue Javier generd sus respuestas con base en el ensayo y error, al momento de
manipular los nimeros sus razonamientos se enfocaron a la posibilidad de hacer un

cambio de variable; por ejemplo, al resolver la ecuacion 4x(y-23)+2=14 menciono: “es

4 por..., entonces y es una incognita, ése nimero se tiene que restar con 3 y luego
sumar con 2". Leyo la ecuacion de izquierda a derecha, identificando la operacién que
se tiene que realizar en los paréntesis, dejando en suspenso la multiplicacion por 4 e
identificando que todo lo anterior se tiene que sumar a 2. Este tipo de razonamientos
acerco al alumno a la creacion de la estrategia de cambio de variable, misma que le
brind6 la posibilidad de buscar diversas opciones de encontrar el resultado de la

ecuacion.
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En el caso de Adriana, la orientacion del investigador fue determinante para que tomara
la iniciativa en relacion con la blusqueda de una nueva posibilidad; la mecanizacion del
método ensefiando por la maestra le brindaba seguridad al enfrentar ecuaciones,
misma que perdié al enfrentar algo que para ella era desconocido y fuera de sus

posibilidades. Al enfrentarla con la ecuacion 4x(y-3)+2=14, se dio cuenta de que

habria que llegar a un resultado (14), “con el 4 multiplicando al paréntesis y sumando a
2, identificé la operacion que hay en el paréntesis; de este analisis encontrd que el valor
de y se tiene que restar con 3, considerando que este numero es 6 para que restado
con 3 se obtenga 3, después de analizar la ecuacion y leerla paso por paso logré
determinar el resultado; al igual que Javier, Adriana utilizé un acercamiento parecido a
la estrategia de cambio de variable, mismo que posteriormente mecanizé al ver que le

permitié resolver la ecuacion.

Vanessa y Erika generaron estrategias de acuerdo con lo que ellas consideraron que
estaba bien. Por no tener un referente aritmético bien establecido, manipularon la
ecuacion de acuerdo con razonamientos que no corresponden con las reglas y
definiciones de la aritmética, usaron el punto decimal como creyeron conveniente,
eliminandolo o poniéndolo segun creian que estaba bien. Por ejemplo, Vanessa al
resolver la ecuacién b+1.03=24.7, obtuvo 246 como resultado, ignorando el punto
decimal en ambos numeros, llegando a este resultado con auxilio de la calculadora y el
método ensefiado por la maestra ese resultado. En el caso de Erika, considerd que

24.4 'y 24.5 son iguales a 24, a pesar de contar con la ayuda de la calculadora afirmé
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gue 10.5+139=24, sus antecedentes aritméticos mal establecidos en situaciones
basicas no le permitieron tener una estrategia de solucion valida. Ambas crearon sus

propias reglas, considerando que estan bien.

Pregunta de investigacion 3
¢, Qué significados asocian los nifios a las ecuaciones y a las literales que se usan para
simbolizar las incégnitas cuando la ensefianza se basa en estrategias que los mismos

estudiantes generan?

Los datos obtenidos durante el trabajo de campo muestran que los alumnos asociaron a
una ecuacion el significado de “unas operaciones en que se desconoce un numero”, y a
la literal que representa a una incognita el significado de “el nimero que falta” “o el
namero que se desconoce”. Estos significados presentan una clara similitud con las
definiciones formales que se da a esos conceptos en matematicas. Las respuestas que
dieron los estudiantes sugieren que un acercamiento no formal a esos conceptos
permite que los alumnos generen nociones prealgebraicas que son un apoyo
importante para posteriormente comprender y aplicar con mayor claridad las
definiciones de estos conceptos en sus cursos de matematicas de la escuela
secundaria. Los datos recabados en el trabajo de campo sugieren que este tipo de
actividades hace posible tender un puente entre el conocimiento aritmético que poseen
los estudiantes y el conocimiento algebraico que posteriormente abordaran en niveles

superiores. El ambiente de trabajo en el aula fue creado para guiar la ensefianza del
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alumno a través de estrategias no formales; el estudio y analisis de cada caso permitié

abordar los aspectos que se discuten a continuacion.

Yésica Gabriela presentd logros importantes en cuanto a los significados que asocian
los alumnos con la ecuacién, sugiriendo que ésta equivale a una relacion de igualdad,
en donde el principal objetivo al resolver la ecuacién es obtener el valor de la incégnita
manteniendo la igualdad entre sus miembros. Este logro llevo a la alumna a considerar
gue los valores de una literal son los mismos cuando estan representados con la misma

letra, situacidbn que se presentd al resolver la ecuacidén, 120+5x p=10x p+85,

identificando que el valor de las “p” es el mismo, ya que la letras son iguales,
aseveracion que la alumna logré a través de la manipulacién de los elementos de la
ecuacion, asi como la lectura y andlisis de la misma, razonando en torno a los
componentes aritméticos que la ecuacién ofrece sin recurrir al método convencional
enseflado por la maestra. Ninguno de los otros estudiantes logré identificar tan

claramente esta situacion.

Este hallazgo sugiere que el tipo de actividades propuestas propicia que los alumnos
razonen sobre la ecuacidn; se hace posible también construir un puente entre la
aritmética y el algebra. Dichas actividades permiten establecer esa conexién porque
relacionan los antecedentes elementales de la aritmética con objetos algebraicos que
proporcionan a los alumnos una oportunidad para enfrentar la lectura y manipulacion

del cédigo algebraico en situaciones donde sus conocimientos aritméticos son un
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referente para asignar significados al nuevo lenguaje. El caso de Yesica Gabriela pone
de manifiesto la importancia de propiciar, en el desarrollo de una clase en las
condiciones que ofrece un ambiente de ensefianza que invite a los alumnos a usar sus

propios métodos para resolver ecuaciones.

El caso de Tomas corrobora las aseveraciones anteriores, ya que a través de las
actividades realizadas en el trabajo de campo, fue capaz de resolver satisfactoriamente
ecuaciones mediante el uso de estrategias generadas por él mismo, como el cambio de
variable, situacion que requirié la habilidad del alumno para realizar célculos mentales,
llevandolo al razonamiento y lectura global de la ecuacion. Consideramos que esta
situacion que no se presentaria en una clase en la que el ambiente de trabajo en el aula
fuera enfocado a la ensefianza de métodos convencionales en la resolucion de
ecuaciones, partiendo de la formalidad de las reglas y definiciones matematicas y
viendo la ecuacion como una coleccién de numeros sobre los que hay que operar de
acuerdo a una forma especifica, dando prioridad al significado formal de una ecuacion y

posteriormente al uso de ella.

De acuerdo con lo anterior, podemos afirmar que el ambiente de trabajo en el aula,
creado especificamente para los logros de los objetivos de esta tesis permitié que el
aprendizaje no partiera de reglas ni definiciones (significados) y que dejara descansar
en el uso del lenguaje aritmético la asignacion de significados, situacién que concuerda

con las aseveraciones de Cedillo (1996).
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Los casos de Alondra y Adriana, mostraron que esa forma de trabajo en el aula les
permiti6 compensar sus carencias aritméticas en cuanto al manejo de los numeros
decimales. Situacion en la que la calculadora contribuyé de forma importante, ya que
permitid que las alumnas hicieran descansar los calculos aritméticos en la maquina.
Esto les permitié aplicar sus razonamientos para llegar a la solucién de la ecuacion. Los
casos de Jorge y Javier presentaron situaciones semejantes al respecto. Consideramos
gue esta situacién en una clase de primaria en condiciones “normales” no se podria
presentar, ya que al no permitir el uso de la calculadora las alumnas encontrarian en las
operaciones con numeros decimales un factor en contra, lo que las llevaria a centrar su

atencion en esta tarea, sin llegar posiblemente al razonamiento del problema.

El caso de Alondra mostré que en este ambiente de trabajo en el aula fue capaz de
resolver ecuaciones a pesar de sus carencias en conocimientos aritméticos (numeros
decimales); aungque en varias ocasiones sus respuestas no fueron correctas, se pudo
observar que con asesoria adecuada se puede corregir estas carencias para que la
manipulacion sobre las ecuaciones sea con base en los razonamientos que ella misma

pueda crear, como se observd cuando resolvié la ecuacion 4x(y-3)+2=14. La alumna

pudo abordar paso por paso lo que la ecuacion solicitaba, logro clarificar el panorama
de resolucién y llegar a asignar significados a las literales y su funcién en la ecuacion:
“lo tengo que poner en lugar de vy, -refiriéndose al valor de la incognita- ¢no?, si... ah...
si, 6 menos 3, da 3 por 4,12 mas 2, ahi esta el 14, ya le entendi”. Este episodio muestra

gue la alumna fue capaz de entender el uso de los elementos de la ecuacién, la lectura
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de la ecuacion le permitio utilizar de una u otra manera la estrategia de cambio de

variable.

En el caso de Adriana, la asesoria le permitié establecer una estrategia diferente a la
gue ella conocia que le permitio resolver la ecuacion. A través del analisis y
razonamiento paso por paso de los elementos de la ecuacion, la alumna amplié sus
posibilidades para resolver la ecuacién, superando sus carencias en el manejo de los

ndmeros decimales.

Los casos de Javier y Jorge presentaron similitudes en relacion con los casos
anteriores. Estos alumnos lograron resolver ecuaciones del tipo ax+b=c a través del
método convencional ensefiado por su maestra. Sin embargo, al enfrentar ecuaciones
donde intervienen signos de agrupacion se enfrentaban con desanimo, a pesar de la

motivacion que el investigador intentaba proporcionar.

En los casos de Vannesa y Erika, los significados que asociaron a las ecuaciones de
primer grado y a la literal se vieron limitados por la carencia de antecedentes
aritméticos discutida anteriormente. Consideramos que ambas alumnas se enfrentaron
a un conocimiento nuevo que no pudieron relacionar con la aritmética debido a la
fragilidad de las nociones aritméticas que manejan. Sin embargo, estas alumnas
mostraron cierta iniciativa e inventiva para enfrentar una actividad poco familiar. Se noté

que sus formas de operar quedaron muy lejos de cumplir las reglas y definiciones
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aritméticas e intentaron hacer lo que les parecia que estaba bien, con base y principios

gue consideran correctos.

Pregunta de investigacion 4
¢, Qué ventajas/desventajas se generan para abordar los métodos convencionales para
resolver ecuaciones cuando se propicia que los estudiantes inicien este tema a partir de

estrategias no convencionales que ellos mismos generan?

La estrategia didactica utilizada en el aula propicio en los alumnos una serie de ventajas
y desventajas que se manifestaron de diversas formas y a continuacién analizamos.
Los datos que recabamos muestran que la propuesta didactica empleada en esta tesis
favorecié que los alumnos resolvieran ecuaciones de primer grado a través de métodos
gue ellos mismos generaron. Esta situacion indica que los estudiantes se percataron de
la existencia diversos “caminos” para enfrentar una ecuacion, caminos que ellos
descubrieron a través de sus propios razonamientos, basados esencialmente en sus
antecedentes aritméticos. Esta situacion llevé a los alumnos a enfrentar un método
convencional ensefiado por su maestra de grupo, el cual ha sido explicado
anteriormente, por lo que resulto interesante observar como decidian que método usar,

el propio o el ensefiado por su maestra.

En términos generales los estudiantes se enfrentaban con el dilema de recibir dos
mensajes en apariencia contrarios. Por un lado, la propuesta de esta tesis que les

invitaba a resolver ecuaciones a través de métodos que ellos debian crear, y por el otro
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tenian la experiencia de resolverlas a través de un método que la profesora de grupo

les habia transmitido.

El caso de Adriana aport6 datos que permitieron analizar lo anterior; por caracteristicas
propias de la personalidad de la alumna, preocupada por estudiar, aprender y cumplir
con todo lo que la escuela le pide, mecanizé el método ensefiado, de tal manera que le
era posible resolver sin ningln problema ecuaciones de la forma ax+b=c. Al tratar de
resolver ecuaciones que involucraban signos de agrupacion, la alumna no fue capaz de
hacerlo, esperaba que se le brindara el método de resolucion a este tipo de ecuaciones.
No tuvo la iniciativa de pensar en nuevas formas de enfrentar la ecuacion, limité sus
posibilidades al método ensefiado por la maestra. Al parecer que las dos propuestas (la
de la tesis y la de la maestra) eran completamente aisladas una de otra. Se puede
concluir que al proponer a Adriana resolver ecuaciones con estrategias que ella
generara, no fue capaz de usar el método convencional con este referente. Por ello
decidi6 que el método convencional es para un tipo de ecuaciones y el método

propuesto en esta tesis es para resolver otro tipo.

En los casos de Tomas y Yesica se pudo notar cierta similitud al enfrentar una
disyuntiva como la mencionada anteriormente; Tomas decidi6 usar el método
reensefiado por su maestra cuando le parecia conveniente y acudir a los métodos que
el mismo generd en ecuaciones que le parecian mas complicadas. Amplié asi sus

recursos de solucidn, se dio cuenta que el método que le ensefiaron no es un camino
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anico, sino que a través de la manipulacion de los datos de la ecuacién se puede lograr

la resolucion de ésta por diferentes medios.

En la tercera pregunta de la primera entrevista contesto: “de las dos formas, -se hace
facil- pero me gusta mas hacerlo mentalmente, porque me sale mas rapido, pero hay
ocasiones que si es mas facil como la maestra nos dijo”. Considera entonces al método
convencional como parte de las posibilidades de resolucién de una ecuacién, aunque
da prioridad a las estrategias que él mismo genero, lo anterior le facilité la manipulacion
de la ecuacion, haciendo que las matematicas le sean comprensibles y no como una
coleccibn de numeros que carecen de sentido y significado. Estas apreciaciones
coinciden con lo establecido por Kaplan, Yamamoto y Ginsburg, (1993, 111), quienes
mencionan que el aprendizaje del algebra requiere la adquisicion de un lenguaje formal
y estructurado, no en el sentido de ensefiar procedimientos que lleven a una solucion
determinada, ni de “adquirir conductas u obtener respuestas correctas (...) se trata de

aprender a pensar”. situacion que Tomas cumple.

En el caso de Yesica Gabriela se puede concluir que a través de la creacion de
estrategias creadas por ella misma tuvo la solvencia para emplear un método
convencional que le es practico, pero que puede complementar o sustituir con
estrategias que le son mas eficientes y que le dan mas elementos para razonar en torno
a la ecuacion. A través de razonamientos aritméticos que le brindan la posibilidad de
crear estrategias de ensayo y error y un acercamiento parecido al de cambio de

variable, identifico la naturaleza primordial de una ecuacién como una relaciéon de

155



Transicion aritmética-algebra:
un estudio usando la calculadora con estudiantes de 10-12 afios de edad.

igualdad. Consideramos que no hubiera generado este razonamiento a través del
método ensefiado por la maestra. De igual forma que Tomas, Yesica Gabriela se inicié
en el proceso de aprender a pensar, situacion que les permitird la adquisicion del
lenguaje algebraico sin mayores problemas en sus estudios posteriores. Es necesario
informar que ambos utilizaron la calculadora como herramienta para solucionar

ecuaciones.

Los casos de Alondra, Javier, Jorge y Vanessa mostraron que el método convencional
ensefiado por la maestra limitd, en un primer momento, sus posibilidades de encontrar
soluciones diferentes. La mecanizacion de este método los llevo a restringir sus propias
posibilidades y, en el caso de Vanessa, al no tener un referente aritmético
aceptablemente sdlido, la llevé a crear sus propias reglas y formas de operar sobre la
ecuacion, sin respetar las reglas de la aritmética. Aunque utilizdé tanto estrategias
convencionales como no convencionales (ensayo y error), aplicé ambas respondiendo a
sus propias reglas. En los tres casos (exceptuando en algunas ocasiones a Alondra), al
descubrir una nueva posibilidad de solucionar la ecuacién a través de estrategias
inducidas por el investigador durante las entrevistas, se notd motivacion hacia algo que
no podian realizar y que, finalmente, llevaron a cabo de manera exitosa, lo que parece
haberles producido gusto por la resolucion de ecuaciones. Al poder avanzar con éxito
los alumnos liberaron inhibiciones y fueron capaces de leer la ecuacion paso por paso,
lo que les dio un panorama claro de las posibilidades de resolucion, logrando identificar

incluso el papel que desempefian los términos que se incluyen en una ecuacion, (como
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paréntesis, signos y literales). Consideramos que las estrategias no convencionales que

generaron les dieron pauta para tener mas opciones para enfrentar una ecuacion.

En el caso de Alondra sus carencias aritméticas no le permitieron obtener siempre una
solucion correcta, consideramos que al abordar una ecuacién con el método ensefiado
por la maestra, teniendo como antecedente el haber creado estrategias propias,
seguramente la conduciria a optar por el método que le diera mas posibilidades de
éxito. En los cuatro casos se notd que la calculadora les ayuddé a compensar sus
carencias aritméticas ampliandoles la posibilidad de resolver con éxito. Creemos que en
los casos de Alondra y Vanessa, tendran dificultades para resolver una ecuacién si no

cuentan con el apoyo de la calculadora.

En el cas6 de Erika, consideramos que la utilizacién de estrategias que los mismos
alumnos generaron le ocasionaran el mismo tipo de dificultades debido a que no cuenta
con un referente aritmético que la lleve a distinguir uno y otro método. Como se ha
mencionado, el trabajo de la escuela con la alumna debiera centrarse en que

comprenda los principios aritméticos basicos.

Reflexiones finales

Ventajas y limitaciones

El modelo de ensefianza para la transicion de la aritmética al algebra presentado en
esta tesis combind la creacién de estrategias generadas por los alumnos y el manejo de

la calculadora. Los resultados obtenidos sugieren que este acercamiento parece ser un
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ambiente que propicia en el estudiante un mayor interés en la clase de matematicas,
especificamente en el area de ecuaciones, ademas de favorecer que el alumno
desarrolle habilidades y estrategias que le facilitaran la comprensién del tema de
resolucibn de ecuaciones que abordard en la escuela secundaria. Asimismo,
consideramos que los resultados alcanzados muestran que el acercamiento no formal a
la resolucién de ecuaciones empleado en esta tesis es un enfoque promisorio para
abordar el proceso de transicion de la aritmética al algebra. En particular, en lo
referente con la asignacion de significados a las literales asociados a valores
numéricos, creemos que éste es un buen antecedente para abordar posteriormente el

uso de las literales como variables.

En el &mbito de las actitudes, de acuerdo con las observaciones realizadas durante el
desarrollo de las actividades, cabe destacar que los estudiantes manifestaron un interés
creciente hacia las matematicas, lo cual sugiere que este ambiente didactico resultd
estimulante para los alumnos. La calculadora y la creacibn de métodos no
convencionales parecen ser elementos que motivan al alumno a aceptar sin mayor
cuestionamiento el uso de un nuevo cédigo: el algebraico. El ambiente de ensefianza
gue se empled en esta tesis sugiere la combinacién de estos elementos como recursos
promisorios que pueden favorecer de manera determinante la introduccion del estudio
del algebra en los Ultimos afios de primaria. A este respecto Rojano (1991c) observa la
casi total ausencia del tema de prealgebra en los programas y propuestas curriculares

del nivel primaria (50 y 60 grados) y en el primer grado de la secundaria.
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Para Bruer (1993, 93) “el principal reto educativo consiste en ayudar a los nifilos a unir
sus conocimientos y habilidades numéricas informales con las primeras reglas formales,

nociones y procedimientos que encuentran cuando llegan al aula”.

Por otra parte, la estrategia didactica empleado en esta tesis invita al profesor a
emplear formas de ensefianza distintas para lograr interesar al estudiante en el estudio
del algebra y de las matematicas en general; el profesor tiene que estar preparado para
analizar estrategias que los mismos alumnos le proporcionan y que posiblemente antes
no habia tomado en cuenta. Ademas, el profesor dispone de mas tiempo para apoyar
directamente a los alumnos que manifiestan carencias que no les permitan avanzar (por
ejemplo, Erika y Vanessa), y también dispone de la serie de actividades que
previamente se disefié y que se puede emplear para brindar elementos al alumno que

le permitan acceder a los conocimientos que enfrentara en sus estudios posteriores.

Los resultados de este trabajo muestran que este tipo de estrategia didactica propicia
que los alumnos generen una actitud favorable hacia el trabajo en la clase de
matematicas, sin requerir explicaciones complicadas por parte del profesor. Esto se
observo durante el trabajo de campo, la mayoria de los alumnos se manifestaron
dispuestos al uso de la tecnologia (la calculadora, computadora, cafiéon proyector) y a
centrarse a su propio ritmo de trabajo. Hubo alumnos que mostraron apatia, creemos
gue esto se debid a que desde un principio no se esforzaron en tratar de entender lo
gue se les pedia y conforme avanzaban las actividades les resultaba de poco interés ya

gue no entendian la actividad.
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En el ambiente de aprendizaje que se empled, el alumno se siente mas atendido por el
profesor, ya que éste revisa su trabajo y les brinda la posibilidad de que hagan nuevas
preguntas y reflexiones sobre lo ya producido. El desempefio del estudiante con el uso
de estos recursos didacticos es mas natural y activo, ya que puede transmitir sus ideas

y conjeturas comprobando lo que piensa y aprendiendo mas significativamente.

Se debe considerar que una de las principales limitaciones de este trabajo se deriva del
marco metodolégico empleado, ya que la técnica del estudio de casos no permite hacer
generalizaciones. Para esto, en una etapa posterior de esta investigacion se considera

necesario obtener datos provenientes de un estudio longitudinal.

Aspectos psicoldgicos

En este apartado retomaremos las implicaciones de orden psicoldgico relacionadas con
el principio tedrico que se empled para guiar la fase de ensefianza de este trabajo de
tesis; el cual tomé como base las investigaciones realizadas por Bruner (1983), mismas
gue aportaron evidencia empirica para crear el concepto de formato, al estudiar la
manera en que los adultos crean un ambiente de aprendizaje que les permite actuar
reciprocamente con un nifio que todavia no es capaz de comunicarse a través del
discurso. Llegando a establecer una forma implicita de comunicacion entendible entre
ellos, el nifio aprende a través de la interaccion con el adulto una serie de referentes
(que desempeiian el papel de pistas) que lo llevan a reconocer un lenguaje, dando paso
a la adquisiciéon del lenguaje materno, sin que ninguna de las dos partes (nifio-adulto)

tenga una preparacion formalizada sobre como ensefiar a hablar. En este proceso, una
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de las caracteristicas de los formatos es que son asimétricos: uno de los interlocutores
sabe qué esta pasando, mientras el otro sabe menos o nada, situacion que se presenta

en la relacién adulto-nifio.

Con base en las investigaciones realizadas por Cedillo (2001), se orient6 la ensefianza
del cédigo algebraico a través de su uso, de manera similar a la forma en que se
aprende el lenguaje materno, por lo que el trabajo de campo de esta tesis se rigio por
ese principio, donde se basoé la ensefianza en actividades que promovieron el uso del
cbdigo algebraico sin que los alumnos requieran conocer y dominar previamente un

conjunto de reglas y definiciones.

Las actividades de trabajo llevaron a que el profesor estableciera con el alumno un
vinculo que permitié que los problemas que se plantearon como un juego matematico:

“buscar un numero perdido” desempefiaran el rol de un formato.

Se pudo observar que las actividades de trabajo hicieron factible que alumnos como
Tomas y Yesica Gabriela pudieran abordarlas exitosamente con base en el
conocimiento aritmético que habian desarrollado en la escuela primaria, sin la
necesidad de establecer primeramente una serie de definiciones, ejemplos o reglas
sintacticas, dando prioridad a los razonamientos que ellos mismos generaron; este tipo

de acercamientos permitio el establecimiento de un formato.
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En este marco la calculadora se emple6 esencialmente como un medio en el que los
alumnos podian producir expresiones matematicas, ademas se aprovechd que la
maquina podia ofrecer retroalimentacion numérica que los alumnos podian entender,
como se observd en Yesica Gabriela, Alondra, Adriana, Vanessa, a quienes la
calculadora los llevé a establecer razonamientos que acercaron a la resolucién de

ecuaciones.

La calculadora ofreci6 al alumno el punto de partida para el razonamiento de
ecuaciones, ya que le permitié6 hacer descansar los calculos aritméticos en la maquina
para concentrar sus razonamientos en el manejo de valores algebraicos que aun no
conoce pero que fue capaz de manejar. En algunos casos, los alumnos lograron
superar las carencias de tipo aritmético que les permitieron obtener la solucién de la
ecuacion, o al menos producir acercamientos que los aproximaran a la respuesta. La
calculadora ofreci6 al alumno la posibilidad de ver que las ecuaciones no son dificiles y,
en un segundo nivel, que es necesario establecer razonamientos para ingresar los
datos correctos a la calculadora. Esta visiéon permitié a los alumnos la posibilidad de
enfrentar retos mayores que se mencionan mas adelante. Los resultados descritos
muestran que la incorporacion de la calculadora en el aula favorecio que los estudiantes

lograran experiencias exitosas con temas algebraicos.

Un hallazgo importante de este trabajo desde el ambito de la psicologia se puede
establecer a través de la actitud favorable que los estudiantes mostraron hacia el

trabajo, manifestandose en un aprendizaje aceptable durante el curso. La mayoria de
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estudiantes fueron capaces de crear estrategias que los llevaron a la resolucién exitosa
de ecuaciones, estableciendo acercamientos a concepciones algebraicas que estan
consideradas en niveles educativos mas altos; por ejemplo, los estudiantes
desarrollaron una nocién de la técnica de cambio de variable. Este aprendizaje se pudo
generar a través de la creacion de un formato de interaccion que establecieron los
alumnos y el profesor en un ambiente de aprendizaje creado especificamente para tal
actividad, lo que coincide con las investigaciones de Bruner (1993) sefaladas

anteriormente.

Los alumnos no mostraron ningun rechazo para usar expresiones algebraicas, aun con
ecuaciones que incluian signos de agrupacion y que a primera vista pareceria de gran
complejidad; incluso Vannesa y Erika, con sus limitaciones de tipo aritmético, mostraron
iniciativa e interés, lo que las llevdé a un nivel de razonamiento mayor en torno a las
ecuaciones, logrando la lectura global de las mismas sofisticando el método de ensayo
y error, propiciando asi un analisis amplio que les permitié generar una estrategia a la
gue llamamos ensayo y refinamiento, situacién que no se presentaria al dar prioridad a
la ensefanza de reglas y definiciones. Estos resultados muestran que temas que se
inician en el nivel de bachillerato pueden introducirse desde los niveles elementales de
educacion, lo que proporciona elementos que exigen una revisién del curriculum actual

en su sentido mas amplio (Rojano, 1991c).
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Los resultados mencionados arrojan evidencia empirica para proponer que es posible
generar un ambiente de ensefianza-aprendizaje semejante a la adquisicion del lenguaje

materno, como lo menciona Bruner (1993).
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Cuestionario inicial

CUESTIONARIO

Nombre:

Fecha de nacimiento Afio Mes Dia

Edad (en afios y meses).

Marca con una X la opcion que corresponda a tu respuesta
1 ¢Qué tanto te gustan las matemdticas?

a) Mucho b) A veces c¢) Poco d) Nada
2. ¢Como te consideras a ti mismo como estudiante de matematicas?
a) Muy bueno b)Bueno c) Regular d) Malo

3. (A que se dedica T4 mama?

4. ¢A que se dedica 10 papd?

5. ¢Sabes hasta que afio escolar estudio td mama?

6. ¢Sabes hasta que afio escolar estudio ti papd?

7. ¢Has reprobado algudn afio?, ¢Cudl?

8. ¢Puedes encontrar el nimero que falta? Escribelo en la linea de abajo.

+3.5=72
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Cuestionario inicial

9. (Cémo puedes convencerme de que el nlimero que encontraste en la pregunta
anterior es la respuesta correcta? Escribe tu respuesta tan claramente que
cualquiera de tus compafieros la pueda entender.
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ANEXO 2
HOJAS DE APRENDIZAJE
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HOJA DE TRABAJO 1
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VALOR POSICIONAL

Escribe en la calculadora el nimero 796182453. Supongamos
que los nueve digitos que forman ese nimero son “invasores
espaciales”. Para salvar al planeta debes “eliminarlos” uno por
uno convirtiéndolos en cero haciendo una sola operacion con el
ndmero 796182453 y otfro ndmero que td propongas. Por
ejemplo, eliminar al "1" quiere decir que hagas una operacion
para que el nimero 796182453 cambie a 796082453. Después
de que elimines al 1 debes eliminar al 2, luego el 3, y asi
sucesivamente.

ESTUDIO PILOTO

1. Completa la siguiente tabla para mostrar como eliminaste a cada “invasor”.

Digito Operacién que hiciste en la calculadora

Resultado

796082453

796080453

796080450

796080050

796080000

790080000

90080000

90000000

OIOINIOIUTAIWINF

0

2. Ahora elimina uno por uno cada uno de los digitos del ndmero 4983.26715. Completa la siguiente

tabla para mostrar cémo eliminaste a cada “invasor”.

Operacién que hiciste en la calculadora
Digito

Resultado

4983.26705

4983.06705

4980.06705

980.06705

980.0670

980.0070

980

900

OI0INOOOTHPAWINIF

0
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HOJA DE TRABAJO 2

LECTURA Y ESCRITURA DE NUMEROS

1. Escribe en la calculadora los nimeros que estdn descritos con palabras. Cuando vayas
escribiendo los nimeros ve haciendo en la calculadora las sumas que se indican. Si
leiste y escribiste correctamente cada cantidad obtendrds el total que se indica. Si
el fotal que obtuviste es diferente del que se indica, revisa tu trabajo y corrige el
error que cometiste. Cuando hayas producido los nimeros correctos escribelos en el
cuadro de la derecha.

CANTIDADES EN PALABRAS | CANTIDADES CON
NUMEROS

a)  siete millones setecientos ochenta mil cuatro,
mds ciento veinticinco mil cinco,
mds doce mil uno, E+
mds tfrescientos cuarenta y cinco mil ochenta y ‘TOTAL: 8262097
siete.

b)  trece mil noventa y nueve

mds veinticinco millones ciento cinco, N
mds ciento veintiocho millones ochenta y seis, 4
mds trescientos cinco mil uno. 'TOTAL: 153318291
TovAa: ’
C)  cuatrocientos treinta y seis mil cien, ;
mds un millén dos mil, I
mads quinientos mil veinte, +
mds trescientos mil treinta. 'TOTAL: 2238150
TovAL: |
d)  diez millones uno, |
mads dos millones cien, I
mds treinta y siete mil uno, '+

mds quinientos cuarenta mil diez. TOTAL: 12577112
TOTAL: |

2. Inventa una suma con cuatro sumandos como las anteriores. Usa nimeros tan complicados como te
sea posible. Verifica que el total que obtienes es el mismo que el que se indica.

_______________________ CANTIDADESENPALABRAS  CANTIDADES CON NUMEROS
mds |+
, P+
mds "
mds g TOTAL: 4000136
TOTAL: |

172



HOJA
¢CUALES SON LAS

ESTUDIO PILOTO

DE TRABAJO 3
FRACCIONES QUE FALTAN?

1. Usa la calculadora para encontrar las fracciones que faltan.

2
a) —+a=1
) 5

La fraccion que falta es:

2 1 .1

1-+2-+3-+p=1
e) 3+ 4+36+p 0
p:

2. (Qué hiciste para contestar las

i 1 1
b)) =+=+c=1
5 ) 3 5
i Lafraccion que faltaes:
SN2 11
d) S+ +=+h=2
: )3 4 5
h=
) 12423 imeationgd
: 5 4 6 2
i m=

preguntas anteriores?

3. Usa la calculadora para encontrar las fracciones que faltan.

0) Z_XZE

3 5
La fraccién que falta es:

La fraccién que falta es:

4. ¢Encontraste método

método?

un para

contestar

L. 3 3
b)) ——y=—
| ) 4 y 8

éLa fraccion que falta es:

...........................................................

:La fraccion que falta es:

las preguntas anteriores? <(Cudl es

tu
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HOJA DE TRABAJO 4

¢COMO ENCUENTRO ESAS FRACCIONES?

. . , 3
1. En cada inciso encuentra dos fracciones cuya suma dé como r'esuh“adoz :

a) b) c) d) e)

_— , , 3
2. En cada inciso encuentra tres fracciones cuya suma dé como r'esuh“adog.

a) b) c) d)

. : 25
3. En cada inciso encuentra tres fracciones que al sumarlas den como resultado 3

a) b) c) d)

. : 4
4. En cada inciso encuentra fres fracciones que al sumarlas den como resul‘radoSE :

a) b) c) d)

. : 1
5. En cada inciso encuentra tres fracciones que al sumarlas den como r'esul‘radoﬁ :

a) b) c) d)
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HOJA DE TRABAJO 5
UN POCO DE FRACCIONES Y RESTAS

1. En cada inciso encuentra dos fracciones de manera que al restar una de la otra

obtengas ; :

a) ib) c) d) e)

2. En cada inciso encuentra dos fracciones de manera que al restar una de la otra

ob’rengasi :

a) b) c) d)

3. En cada inciso escribe dos fracciones de manera que al restar una de la otra dé como

r‘esul‘radOS;

a) i b) ) {d)

4. Encuentra las fracciones que faltan.

5. Un pasajero inicié su jornada y justo a la mitad de su viaje se quedé dormido. Al
despertar se dio cuenta que todavia tenia que viajar la mitad de la distancia que habia
viajado mientras dormia. ¢Qué parte de toda la jornada permanecié dormido?

Escribe las operaciones que hiciste para obtener ese

resultado

HOJA DE TRABAJO 6
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¢ECUACIONES QUE TIENEN MAS DE UNA SOLUCION?

1. Una alumna dice que la ecuacién x?=25 tiene dos soluciones: x;=5 y x,=—5. ¢Estds de acuerdo
con ella? ¢Por qué? Escribe tus conclusiones en tu cuaderno de manera que cualquiera de tus

compaieros

pueda

entender.

2. Un alumno encontré dos soluciones para la ecuacién x?+x=0. ¢ T4 también las puedes encontrar?
Escribe a continuacién tu respuesta y explica cémo razonaste para resolver esa ecuacion.

3. Otra alumna dice encontré dos soluciones para la ecuacién x?+x=20. Una es x=4 y la otra es
x=—b. (Estds de acuerdo con ella? ¢Por qué? Escribe tus conclusiones y compdralas con las de tus

compaieros.

4. Las siguientes ecuaciones tienen dos soluciones. Encuéntralas y verifica tus respuestas usando tu

calculadora. No debe haber ningtn error en tus respuestas.

x*+5=69

y?=400

a’+2xa=0

a’+2=123
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HOJA DE TRABAJO 7

¢ECUACIONES DISTINTAS QUE TIENEN LA MISMA SOLUCION?
’ La soluciéh de la ecuacibn 2xy-4=8 es y =6, porque
4’) 2x6-4=8. (Estds de acuerdo en que 6 también es la
solucion de la ecuacién 5xa+4 =347?.
@ 1. Construye otras tres ecuaciones distintas cuya solucion
también sea 6

Construye tres ecuaciones distintas que cuya solucién sea
y =—-4.

. I - 2
Construye tres ecuaciones distintas cuya solucién sea b =—.

Pide a uno de tus compafieros que las resuelva para verificar
tus respuestas.

. ., ., 2x(3x+4 , ,
Un alumno dice que x=2 es la solucion de la ecuacién (3) =X+ 2. ¢Estds de acuerdo con

’

el Explica a  continuacion  por  qué.

Construye tres ecuaciones como la de la pregunta anterior que tengan por solucidon x=2.
Intercambia con algln compaiiero(a) tus ecuaciones y resuélvanlas para que verifiquen que todas
las ecuaciones que estdn proponiendo tienen por solucion Xx=2.

¢Encontraste un método para construir ecuaciones a partir de una solucién que ya conoces?
Describe ese método de manera que cualquiera de tus compafieros pueda entenderlo.
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¢QUE ES ESO DE ECUACIONES EQUIVALENTES?

1. A las ecuaciones que tienen la misma solucién se les llama
ecuaciones equivalentes. Por ejemplo, las ecuaciones
7xy—-5=51y 5xm+3 =43 son equivalentes porque ambas
tienen la misma solucién. ¢Cudl es su solucién?

2. De la siguientes ecuaciones encuentra las que son equivalentes. Justifica tus respuestas.

a) 4xa-2=34 b) 7x5-3=32 C) 12+4xa=14
d) 15+6xy =18 e) 2xm+11=15 f) 5xb-1=44

g) 28-5xp=3 h) 23-12xr =17 ) 21+8xk=25
) 3xy+1=0 k) 20-2xm=2 ) 42+4xn=62

3. Unos alumnos resolvieron las ecuaciones que se muestran a continuacion. Revisa sus respuestas, si
encuentras respuestas incorrectas corrigelas y muestra la respuesta correcta.

Q) 3xa+5=41,a=12 'b) 4xp-2=20,p=7 ic) 16-r=0,r=-16

........................................... USRS

d) 20= ;6) 2xn+5=5;n=0 2xa+1
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¢RESOLUCION DE ECUACIONES POR TANTEOS?

En esta hoja de trabajo te mostraremos la estrategia
que us6 Rodrigo para resolver ecuaciones. Muy
probablemente ti usaste alguna estrategia como la de
Rodrigo cuando resolviste ecuaciones. Sin embargo,
conocer otras formas para resolver ecuaciones
enriquecerd lo que ya sabes. Llamaremos “tanteo vy
refinamiento” a la estrategia que él usa.

A Rodrigo se le pidié que resolviera la ecuacién x*~9=55. La estrategia que empleé se puede describir

como se hace a continuacion:

Empezé por preguntarse, ¢qué significa x*? Finalmente su respuesta fue “x® representa un cierto

ndmero que se va a elevar al cuadrado”.

o Después de esto intentd ddndole varios valores a x, primero probé con x=5, y obtuvo que x*=5x5=25.
Pero 25-9=16, y el resultado que queria es 55.

e Entonces intenté con un ndmero mds grande, x=9. Pero x*=81, y 81-9 no da 55.

e Finalmente encontrs la solucién: x=8. El estaba seguro de que esa es la solucién porque 8°=64-9=55.

Como (-8)*=(-8)x(-8)=64, entonces también x=—8 es solucién de esa ecuacidn.

¢Cudndo resolviste ecuaciones en las hojas de trabajo anteriores pensaste de manera parecida a como lo
hizo Rodrigo? ¢Entendiste cudl es su estrategia? Si fu respuesta es afirmativa

resuelve las siguientes ecuaciones usando la estrategia que él empled.

a) x°+15=31 'b) x’+31=40
c) y*-10=54 id) y*-1=15
e) p’-4=117 f) 67=p?+18
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¢PUEDO HACER QUE ESAS ECUACIONES SEAN MAS SIMPLES?

En esta hoja de trabajo te mostraremos la estrategia que usé

Mariana. A ella se le pidié que resolviera la ecuacion 5x(a+2)+4=59. Su
estrategia consistio en ver a la ecuacién completa y reducirla

sistemdticamente a una ecuacion mds sencilla. La estrategia de

Mariana la llamaremos “construccion de ecuaciones mas simples”. La

forma en que ella razoné se describe a continuacion.

Primero se pregunté qué significaba la expresion 5x(a+2), y se dio cuenta que 5x(a+2) significa que

a+2 se debe multiplicar por 5. El problema es que ella que no sabia cudl es el valor de a+2. Después de

algunos intentos encontré que no es dificil resolver esa ecuacion. Ella razoné como sigue:

Como 5x(a+2)+4=59, entonces 5x(a+2) debe valer 55, porque 55+4=59. Esto le permitié construir

una ecuacién mds simple: 5x(a+2)=55.

De la misma manera encontré que (a+2) debe valer la quinta parte de 55, es decir 11. Eso le

permitio reducir la aparentemente dificil ecuacién 5x(a+2)+4=59, a una mucho mds sencilla:

a+2=11, cuya solucidn es a=9.

Comprueba que a=9 es la solucidn de la ecuacién 5x(a+2)

Resuelve las siguientes ecuaciones usando el método de Mariana. Recuerda que no debes tener

errores porque siempre puedes comprobar tus respuestas.

A(x+12)+7=87 'b) 10+3(y-8)=31
34-2(a-1)=18 {d) 7(b+3)-5=51
22+p;8_28 ) 9°3,13-16
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¢QUE ES ESO DE DESHACER OPERACIONES?

Gerardo y Silvia resolvieron la ecuacién 5x(a+2)+4=59 ’

“"deshaciendo operaciones”. Su estrategia consistié en usar ”)

operaciones inversas a las que se muestran en la ecuacion. La

manera en que razonaron se describe a continuacion.

e Primero notaron que si 5x(a+2)+4=59, entonces el valor de

5x(a+2) lo podian obtener “deshaciendo sumar 4" a través

de restar 4. Esto lo condujo a la ecuacion 5x(a+2)=55.

e La ecuacion 5x(a+2)=55 para hacerla mds sencilla “deshicieron multiplicar por 5" dividiendo

entre 5. Con esto obtuvieron la ecuacion a+2 =11, porque a + 2 es la quinta parte de 5x(a +2),

y la quinta parte de 55 es 11.

e Por dltimo resolvieron la ecuacion a+ 2 =11, "deshicieron sumar 2" restando 2. Asi encontraron

que a=9 es la solucién de la ecuacién 5x(a+2)+4 =59.

¢Entendiste la estrategia que usaron Gerardo y Silvia? Si tu respuesta es afirmativa resuelve las

siguientes ecuaciones como ellos lo hicieron. Usa tu calculadora para realizar esta actividad. Verifica

tus respuestas, recuerda que solo debes producir respuestas correctas.

a) 7(a-8)+25=39

c) —+5(b—1)=5—2
5
e) 15+ 712 _ 9
3
""" Ax-5) _ T
=2
9) 3

'b) 18+8(b+4)=94

..........................................................................

..........................................................................
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. ESTUDIO PILOTO
¢INCOGNITAS? CECUACIONES?... CQUE ES ESO?

1. En las siguientes expresiones se ha usado una letra para representar a un nimero que falta. El
reto es que en cada inciso encuentres el nimero que falta y que ninguna de tus respuestas
sea incorrecta. Usa tu calculadora para verificar tus respuestas.

a) b+1.03=247 'b) m-1.67=30.25 ic) p-12.22=4.05

B T I R T RV Z1="09 T

) H ' ¢) i2=4 E) 5_><b129
= : n =

9) k-15=62 ‘hy 2xc=11 ) 3xa+l=121
= c= : a=

2. ¢Hay alguna forma que te permita verificar que tus respuestas son correctas? Discute esto con
tus compafieros y anota el método que te parezca mds eficaz.

3. Una alumna dice que el nimero que faltaen 4xd +2 =4 es 0.5. ¢Estds de acuerdo con ella? ¢Por
qué?

. . . 11

4. Otro alumno dice que el nimero que falta en 2xc =11les 5.5, y una alumna dice que es >
¢Quién de los dos tiene razén? ¢Los dos estdn equivocados? ¢Las dos respuestas son correctas?
Discute esto con tus compafieros y anota tus conclusiones.

Resumen

A expresiones como las anteriores, por ejemplo, 3xb+2 =14, les llamaremos ecuaciones, y a la
letra que aparece en una ecuacién le llamaremos incdgnita. Podemos usar cualquier letra del
alfabeto para representar una incégnita.

En una ecuacién puedes sustituir una incognita con cualquier valor numérico, por ejemplo, en la
ecuacion 3xb+2=14 podemos decidir que b valga B, por lo que 3xb+2=3x5+2=17. Sin
embargo, la condicién impuesta por la ecuacion es que el valor numérico de 3xb+2 sea 14, por
lo que b =5 no es el nimero que buscamos. Observa que sélo cuando b = 4, 3xb+2 es igual a 14.
Por esto, diremos que b =4 es la solucion de 3xb+2 =14,
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NUMEROS PERDIDOS

¢Puedes encontrar las soluciones de las siguientes ecuaciones? El reto consiste en que ninguna
de tus respuestas sea incorrecta. Verifica tus resultados usando tu calculadora.

2><a—1=1 ib) 18=5xa+3 ic) 27=18xa+9
3 : .

7 4 : 8 8

356 + 2 x X = 376 th) 457 =25+2xy ) 18+3xy =45

¢Encontraste un método para resolver las ecuaciones anteriores? Describe tu método de manera
que cualquiera de tus compafieros lo pueda entender.

Auxiliate de tu calculadora para encontrar los nimeros que faltan y comprobar que tus
respuestas sean correctas. Anota en cada espacio las operaciones que hiciste.

2+3xm=2xm+7 'b) 25+3xy=8xy+5
m= | y=
120+5xp=10xp+85 :d) 18xq-1=0

p= L g=

b®-120=5 f) bi+2xb=12

b= : b=

5=3125 :h) 2*=64

X= L x=
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¢ECUACIONES QUE TIENEN MAS DE UNA SOLUCION?

4. Una alumna dice que la ecuacién x?=25 tiene dos soluciones: x;=5 y x»=—5. ¢Estds de acuerdo
con ella? ¢Por qué? Escribe tus conclusiones en tu cuaderno de manera que cualquiera de tus
compafieros las pueda entender.

5. Un alumno encontré dos soluciones para la ecuacién x?+x=0. ¢ Td también las puedes encontrar?
Escribe a continuacién tu respuesta y explica cémo razonaste para resolver esa ecuacion.

6. Otra alumna dice encontré dos soluciones para la ecuacién x?+x=20. Una es x=4 y la otra es
x=—b. (Estds de acuerdo con ella? ¢Por qué? Escribe tus conclusiones y compdralas con las de tus
compaieros.

5. Las siguientes ecuaciones tienen dos soluciones. Encuéntralas y verifica tus respuestas usando tu
calculadora. No debe haber ningtn error en tus respuestas.

x*+5=69 L y?=400 L a%42xa=0
Xo= Yo=

x*—x=90 a’+2=123 22-7=03

c®-3xc=10 . d*2xd=8 . m*+3xm=70
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¢ECUACIONES DISTINTAS QUE TIENEN LA MISMA SOLUCION?

La soluciénh de la ecuacibn 2xy-4=8 es y =6, porque
’) 2x6-4=8. (Estds de acuerdo en que 6 también es la

Q solucion de la ecuacién 5xa+4 =347?.
@ 7. Construye otras fres ecuaciones distintas cuya solucion

también sea 6

Construye tres ecuaciones distintas que cuya solucién sea
y =—-4.

. I - 2
Construye tres ecuaciones distintas cuya solucién sea b =—.

Pide a uno de tus compafieros que las resuelva para verificar
tus respuestas.

. ., ., 2x(3x+4 , ,
Un alumno dice que x=2 es la solucion de la ecuacién (3) =X+ 2. ¢Estds de acuerdo con

’

el Explica a  continuacion  por  qué.

Construye tres ecuaciones como la de la pregunta anterior que tengan por solucion x=2.
Intercambia con algln compaiiero(a) tus ecuaciones y resuélvanlas para que verifiquen que todas
las ecuaciones que estdn proponiendo tienen por solucion Xx=2.

¢Encontraste un método para construir ecuaciones a partir de una solucion que ya conoces?
Describe ese método de manera que cualquiera de tus compafieros pueda entenderlo.
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¢QUE ES ESO DE ECUACIONES EQUIVALENTES?

3. A las ecuaciones que tienen la misma solucién se les llama
ecuaciones equivalentes. Por ejemplo, las ecuaciones
7xy—-5=51y 5xm+3 =43 son equivalentes porque ambas
tienen la misma solucién. ¢Cudl es su solucién?

4. De la siguientes ecuaciones encuentra las que son equivalentes. Justifica tus respuestas.

m) 4xa-2=34 n) 7x5-3=32 0) 12+4xa=14
p) 15+6xy =18 q) 2xm+11-15 ) Bxb-1=44
S) 28-5xp=3 f) 23-12xr =17 U) 21+8xk =25
V) 3xy+1=0 W) 20—2xm=2 X) 42+4xn =62

4. Unos alumnos resolvieron las ecuaciones que se muestran a continuacién. Revisa sus respuestas, si
encuentras respuestas incorrectas corrigelas y muestra la respuesta correcta.

m) 3xa+5=41, a=12 in) 4xp-2=20,p=7 10) 16-r=0,r=-16

........................................... USRS

p) 20= ;q) 2xn+5=5;n=0 r' 2xa+1

s) (b+3)x2-4=8;b=3 T) 7=3><y+1; -9 ) 4><a—1=9 427
4 i 3

V) (2xb+3)x5-1=34; b=3 iw) (2+3xx)x4=20; x=1 AT S
: 4-x 7
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¢RESOLUCION DE ECUACIONES POR TANTEOS?

En esta hoja de trabajo te mostraremos la estrategia que
usé Rodrigo para resolver ecuaciones. Muy probablemente tu
usaste alguna estrategia como la de Rodrigo cuando
resolviste ecuaciones. Sin embargo, conocer otras formas
para resolver ecuaciones enriquecerd lo que ya sabes.
Llamaremos “tanteo y refinamiento” a la estrategia que él
usé.

A Rodrigo se le pidié que resolviera la ecuacién x*~9=55. La estrategia que empleé se puede describir

como se hace a continuacion:

Empezé por preguntarse, ¢qué significa x*? Finalmente su respuesta fue “x® representa un cierto

ndmero que se va a elevar al cuadrado”.

o Después de esto intentd ddndole varios valores a x, primero probé con x=5, y obtuvo que x*=5x5=25.
Pero 25-9=16, y el resultado que queria es 55.

e Entonces intenté con un ndmero mds grande, x=9. Pero x*=81, y 81-9 no da 55.

e Finalmente encontrs la solucién: x=8. El estaba seguro de que esa es la solucién porque 8°=64-9=55.
Como (-8)*=(-8)x(-8)=64, entonces también x=—8 es solucién de esa ecuacidn.

¢Cudndo resolviste ecuaciones en las hojas de trabajo anteriores pensaste de manera parecida a como lo

hizo Rodrigo? ¢Entendiste cudl es su estrategia? Si fu respuesta es afirmativa

resuelve las siguientes ecuaciones usando la estrategia que él empled.

g) x*+15=31 ‘h) x*+31=40
) y-10=54 ) y*-1=15
K) p*-4=117 ) 67=p’+18

188



ESTUDIO PILOTO
HOJA DE TRABAJO 67

¢PUEDO HACER QUE ESAS ECUACIONES SEAN MAS SIMPLES?

L
£

En esta hoja de trabajo te mostraremos la estrategia que usé

Mariana. A ella se le pidi6 que resolviera la ecuacidn

5x(a+2)+4=59. Su estrategia consistié en ver a la ecuacién
completa y reducirla sistemdticamente a una ecuacién mds sencilla.
La estrategia de Mariana la llamaremos “construccion de
ecuaciones mas simples”. La forma en que ella razoné se describe
a continuacion.
Primero se pregunté qué significaba la expresion 5x(a+2), y se dio cuenta que 5x(a+2) significa que
a+2 se debe multiplicar por 5. El problema es que ella que no sabia cudl es el valor de a+2. Después de
algunos intentos encontré que no es dificil resolver esa ecuacion. Ella razoné como sigue:
e Como 5x(a+2)+4=59, entonces 5x(a+2) debe valer 55, porque 55+4=59. Esto le permitié construir
una ecuacién mds simple: 5x(a+2)=55.
e De la misma manera encontré que (a+2) debe valer la quinta parte de 55, es decir 11. Eso le
permitio reducir la aparentemente dificil ecuacién 5x(a+2)+4=59, a una mucho mds sencilla:
a+2=11, cuya solucién es a=9.

3. Comprueba que a=9 es la solucién de la ecuacion 5x(a+2)+4=59.

4. Resuelve las siguientes ecuaciones usando el método de Mariana. Recuerda que no debes tener

errores porque siempre puedes comprobar tus respuestas.

) 4(x+12)+7=87 'h) 10+3(y-8)=31

i) 34-2(a-1)=18 ) 7(b+3)-5=51

K) 22,P+8 58 ) 9-3.13-16
3 4



ESTUDIO PILOTO
HOJA DE TRABAJO 68

¢QUE ES ESO DE DESHACER OPERACIONES?
Gerardo y Silvia resolvieron la ecuacion 5x(a+2)+4=59
“deshaciendo operaciones”. Su estrategia consistio en usar

operaciones inversas a las que se muestran en la ecuacién. La

manera en que razonaron se describe a continuacién.
e Primero notaron que si 5x(a+2)+4=59, entonces el valor de
5x(a+2) lo podian obtener “deshaciendo sumar 4" a través

de restar 4. Esto lo condujo a la ecuacion 5x(a+2)=55.

e La ecuacion 5x(a+2)=55 para hacerla mds sencilla “deshicieron multiplicar por 5" dividiendo
entre 5. Con esto obtuvieron la ecuacion a+2 =11, porque a + 2 es la quinta parte de 5x (a + 2),
y la quinta parte de 55 es 11.

e Por Ultimo resolvieron la ecuacién a+2 =11, “"deshicieron sumar 2" restando 2. Asi encontraron
que a=9 es la solucién de la ecuacién 5x(a+2)+4 =59.

¢Entendiste la estrategia que usaron Gerardo y Silvia? Si tu respuesta es afirmativa resuelve las

siguientes ecuaciones como ellos lo hicieron. Usa tu calculadora para realizar esta actividad. Verifica

tus respuestas, recuerda que sélo debes producir respuestas correctas.

) 7(a-8)+25=39 1)) 18+8(b+4)=94
----------------------- =72 -
K £+5(b-1=% ] ~2=5
) (b= s § ) 5
m) 15+ Y712 _ 27 iy X=05,5_98
3 8 16
0) 4(X3_ 5 -2 :p) 5(X7+ 3 412217
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[ESTO DE LAS ECUACIONES NO ES TAN DIFIicIL!

5(x +3)

1. Construye cuatro ecuaciones parecidas a la ecuacién +12=17. Una

vez que las hayas resuelto y comprobado, pidele a un compafiero(a) que las
resuelva y tU resuelves las que él(ella) inventé.

iGana el que haya resuelto las ecuaciones del otro sin cometer ningln error!

’ 2. Inventa tres ecuaciones distintas que tengan como solucion tu nimero de
w lista. La primera de tus ecuaciones no debe contener paréntesis, la
@ segunda debe incluir paréntesis, la tercera debe incluir una barra de
divisién y paréntesis, como las ecuaciones de los incisos g) y h) de la hoja
anterior. Una vez que las hayas resuelto y comprobado pidele a un
compafiero(a) que las resuelva y tud resuelve las él(ella) construya.

iGana el que construya correctamente sus ecuaciones y resuelva las

ecuaciones del otro sin cometer ningtn error!

_____________________________________________________________________________________________________________________________

3. Construye tres ecuaciones que tengan dos soluciones. Una vez que las hayas resuelto y comprobado
pidele a un compafiero(a) que las resuelva. Gana el que resuelva las ecuaciones del otro sin cometer

hingtn error.
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ANEXO 3
PROTOCOLO Y ACTIVIDADES DE ENTREVISTA
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Entrevista 1

PROTOCOLO DE ENTREVISTA

Objetivos

Preguntas de investigacion
relacionadas con cada
objetivo

Protocolo de entrevista

Investigar si el
conocimiento
aritmético que los
estudiantes
tienen, es un
antecedente para
la resolucion de
ecuaciones de
primer gado con
auxilio de
calculadora
gréfica.

,Se puede resolver una
ecuacion de primer grado (con
una incognita) a través de un

conocimiento aritmético?

¢,Qué operaciones de tipo
aritmético se realizan para
solucionar una ecuacién de
primer grado?

¢, Cémo genera el alumno una
estrategia para la resolucion

de ecuaciones?

¢, Qué estrategia se gener6 al
resolver la ecuacion?

,Qué  funcion tiene la
calculadora, para la
realizacion de la ecuacion?

¢,Coémo puedes solucionar el
siguiente problema?, se trata de
un numero desconocido, (que se
representa con una letra), y que
sumado con otro nos da un

resultado, ¢,cémo lo encuentras?

b+1.03=24.7

¢, Como le hiciste para encontrar
el numero que faltaba?

¢, Porgue elegiste esa forma de
resolucién?
¢ Si te pido que lo resuelvas de

otra forma, lo puedes lograr?

¢La calculadora te fue util para
resolver este problema?

¢, Sin ella, lo podrias lograr?

¢, Como es mas facil resolver este
tipo de problemas con la
calculadora o sin ella?

¢ Las clases de matematicas que
llevas cominmente, te ayudan a
solucionar problemas como
este?, ¢por que?

¢,Crees que has aprendido mas
matematicas ahora que has
trabajado con las hojas de trabajo
y la calculadora grafica?
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10.

¢,Qué es has aprendido?

Nota.- Se utiliza hoja de actividad 1

Identificar las
estrategias que
generan los
alumnos en la
resolucién de
ecuaciones de
primer grado con
auxilio de la
calculadora.

.,Como se resuelve, una

ecuacion donde intervienen
fracciones, se utiliza un
procedimiento aritmético?

¢,Cual es el razonamiento del

alumno en relacion al numero
“incognita”?.

11.

12.

13.

14.

15.

y2

16.

17.
18.

19.

¢,Si ahora el problema es como el

siguiente, ¢,como lo resuelves?

5 _p o L
7 4
¢, Se puede resolver igual que el

anterior, porque?

¢, Este problema se te dificulta

mas?
¢ COmo te ayudas de la
calculadora, describe  como
ingresas los datos?
c,Qué quiere decir o0 que
representa, lo siguiente?

=400 X* +5=69

¢,Puedes resolver las ecuaciones
anteriores?, si es asi explicame
como le haces.

¢Qué significalay y x?

¢, Cual es mas facil, porque?
¢Puedes realizar las siguientes

ecuaciones?
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20.

21.

22.

23.

48.7xd = 695.4

3xa +1=121

a’+2=123
¢Explicame tu método de
resolucién?
;Podrias crear un método
nuevo?
¢, De los siguientes ejercicios, cual
se te hace mas facil a simple
vista?

¢ Explicame porque y como lo

resolverias?

18+ 3xy =45
67=p’+18
52_,

K

Nota.- Se utiliza hoja de actividad 1
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HOJA DE ACTIVIDAD 1

1) (Cémo puedes solucionar el siguiente problema?

b+1.03=24.7

2) Si ahora el problema es como el siguiente, écomo lo resuelves?

3) (Qué quiere decir o que representa, lo siguiente?

y* =400 X* +5=69

4) (Puedes realizar las siguientes ecuaciones?

48.7xd = 695.4 xa+1=121 a’+2=123
18+ 3xy = 45 67 = p?+18 52_,
K
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Entrevista 2

PROTOCOLO DE ENTREVISTA

Objetivos

Preguntas de investigacion
relacionadas con cada
objetivo

Protocolo de entrevista

Investigar que
significados
asocian los
alumnos en
relacion a las
literales que se
usan para
simbolizar las
incognitas en la
ecuacion.

¢, Qué significado le otorga el
alumno a las literales de una
ecuacion de primer grado?

¢, Como identifica el alumno
una literal en una ecuacion de
primer grado?

¢, Causa confusion el que la “x”
represente una literal, pero
gue al mismo tiempo indique
el multiplicar?

¢ Es facil identificar una literal
en una ecuacion?

1)

5(x+ 3)x4

3)

¢,Puedes solucionar el siguiente
problema?
¢, Qué representan cada uno de

los elementos de esta ecuacion?

2xx —1 _ s
4 — X
¢, Qué significan las “x"?
¢ Todas las “X” son incognitas, o
representan algo mas?
¢Recuerdas que durante las
sesiones anteriores dijimos que la
incognita de una ecuacion se
representa con una letra
cualquiera y la llamamos literal?
En las siguientes ecuaciones, por

favor marca las literales

2)

+12=17" 5x(a+2)+4=59

4)

120+5xp =10xp+8 (2 + 3xX ) x4 = 2
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5)

6)

2+3xm=2xm+7 25+3xy=8xy+5

7

8)

457 = 25+ 2xy b®+2xb=12

10.

11.

12.

Nota.-

¢ Te represento algun problema
saber cual es la literal?

¢, Como identificas a las literales?

¢S hay dos letras en una
ecuacion, como dos x, 6 X 0 v,
como identificas a la literal?

SEn el ejercicio 5, se presenta
una x y dos m que representan
cada una de ellas?

SEn el caso de las m el valor sera
el mismo?

¢,Puedes resolver alguna de las

ecuaciones anteriores?

Se utiliza hoja de actividad 2

Investigar que
ventajas o
desventajas se
generan para

S El alumno tiene un
antecedente de resolucién de
ecuaciones de primer grado?

13.

JEn clase de matematicas tu

maestra o los libros te han
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abordar los
métodos
convencionales
para resolver
ecuaciones
cuando se
propicia que los
estudiantes
inicien este tema
a partir de
estrategias no
convencionales
gue ellos mismos
generan

cLe han ensefiando un
método para resolver
ecuaciones de primer gado?

¢Genera algun tipo de
cuestionamientos el método
enseflado? o ¢causa alguna
confusion? 0 éno es
entendible o no es bien
explicado?

¢El alumno genera algdn
método para la resolucién de
ecuaciones?

ensefiado a resolver este tipo de

problemas?

48-r=35
14.Si es asi, ¢como te o
ensefaron?

15.¢,Tu resolverias el problema de
esa manera?

16.¢Es practico el método que te
ensefiaron?

17.¢Hay otra forma de resolucion,

gue tu puedas inventar?

Nota.- Se utiliza hoja de actividad 2
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HOJA DE ACTIVIDAD 2

1) ¢Puedes solucionar el siguiente problema?

2xx —1
4 — X

=5

2) En las siguientes ecuaciones, por favor marcalas literaes

1) 2)
5(x+3)x4
SX*IX4 1517 Bx(a+2) +4=59
3) 4)
120+ 5xp = 10xp + 85 (2+3xX)x4 =20
5) 6)
2+3xm=2xm+7 25+ 3xy =8xy+5
7) 8)
457 = 25+ 2xy b® +2xb=12

3) ¢En clase de mateméticas tu maestra o los libros te han ensefiado a resolver este tipo de

problemas?

48—-r =35
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ENTREVISTA FINAL

Objetivos Método Actividades
Indagar con Actividad 1
La entrevista se aplicard|Observa la  siguiente  expresion.
mayor individualmente a cada uno de | ¢ Puedes encontrar el numero que falta?
los alumnos que fueron 10 5+ x = 24
profundidad: seleccionados para  ser 1. ¢Cuadl es la solucién que
observados como estudio de encontraste?
casos. Las preguntas de la
Qué habilidades|entrevista se basan en 2. Explicame qué hiciste para

matematicas

desarrollaron los
alumnos para
enfrentar la
solucion de
ecuaciones de

primer grado de
la forma ax+b=c,
gque involucran
paréntesis y
barras de division
como signos de

agrupacion.

Respecto a
habilidades

matematicas se
dara atencion
especial a
observar el tipo
de lectura que
realizan los
estudiantes para
interpretar las

expresiones
matematicas que
conforman a una
ecuacion y a la
lectura global de
una ecuacion.

Qué intuiciones
desarrollaron los
alumnos  sobre
los conceptos de
incognita,

actividades que requieren la
solucion de una ecuacion y se
desarrollara a partir de las
respuestas que den cada uno
de los alumnos (entrevista
semi estructurada).

Cada una de las ecuaciones
gue se plantearan en la
entrevista seran editadas en
una hoja tamafio carta. Se
proporcionara al estudiante
una hoja a la vez. EI
estudiante podra hacer las
anotaciones y calculos que
requiera empleando lapiz y
papel o usando la calculadora
a su eleccion.

Se estima que cada entrevista
tenga una duracibn maxima
de 45 minutos. Cada
entrevista sera videograbada
con la finalidad de acudir a los
episodios relevantes para este
estudio las veces que sea
necesario durante el proceso
de andlisis de datos.

encontrar esa solucion.

3. ¢Qué le dirias a uno de tus
compaferos para convencerlo de
que la solucién que encontraste
es correcta?

4. ¢Qué significa para ti la letra que
aparece en la  expresion
10.5+x=247

5. Inventa otra expresion que sea
diferente a 10.5+ x=24 pero que
tenga la misma solucion.

6. Ya encontraste el numero que
falta en la expresion
10.5+ x=9¢Puedes ahora
encontrar el numero que falta en
la siguiente expresion?

24 =10 .5+ X

Nota.- Se utiliz6 hoja de trabajo 1-A

Actividad 2
¢Puedes encontrar el nimero que falta
en la siguiente expresion?

4x(y—-3)+2=14

1. ¢Cudl es la solucién

encontraste?

que
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ecuacion y
solucion de una
ecuacion.

2. Explicame qué hiciste para
encontrar esa solucion.

3. ¢Qué le dirias a uno de tus
compaferos para convencerlo de
que la solucién que encontraste
es correcta?

4. ¢Puedes inventar otra expresion
como 4x(x—3)+2=14, pero que
tenga la misma solucion?

Nota.- Se utiliz6 hoja de trabajo 2-A

Actividad 3
¢Puedes encontrar el nimero que falta
en la siguiente expresion?

2 x (m - 5)
3
1. ¢Qué solucién encontraste?

+ 7 =9

2. Convénceme de que tu respuesta
es correcta.

3. ¢Como le explicarias a un
compafiero cémo encontrar el
namero que falta? Intenta hacerlo
de manera que cualquiera de tus
compafieros pueda entenderte.

4. Puedes construir otra expresion
como esa pero que tenga la
misma solucion?

5. ¢Qué significa para ti la expresion
2xM=9) . 7 o

6. Un alumno de otra escuela dice
gue 4 es el numero que falta en la

expresion 2x(p=9) +7=9.

¢, Estas de acuerdo con él?
Nota.- Se utilizé hoja de trabajo 3-A
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105+ x=24

24 =105+ x
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HOJA DE TRABAJO 2-A

Ax(y-3)+2=14

204



PROTOCOLO DE ENTREVISTA

HOJA DE TRABAJO 3-A

2X(m—5)

/=9

3
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