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INTRODUCCION

El presente trabajo esta estructurado en 7 capitulos. En el capitulo 1, Presen-
tacién vy justificacion del problema de investigacion, se aborda la problemati-
ca de la matematica escolar en referencia a los resultados que los estudian-
tes mexicanos han obtenido en evaluaciones internacionales, lo cual sugiere
la generacion de nuevos programas orientados a la actualizacion de la prac-
tica docente y una revision de los planes y programas de estudio de la ense-
Aanza basica. Se hace notar que en México se incluye como un tema basico
los numeros con signo en el area de Prealgebra y el énfasis que se da a la
inclusion de la calculadora; por ende, en la necesidad de cultivar nuevas for-
mas de ensenanza. En la segunda parte del capitulo 2, se presentan las pre-
guntas de investigacion que orientaron la realizacion de este estudio. Por
ultimo, se plantean los resultados del PRONAP, que los maestros sustentan-
tes obtuvieron en los ciclos escolares 2001-2002, 2002-2003, 2003-2004 y
2004-2005 en el tema prealgebra.

En el Capitulo 2, “Revisién de la literatura de investigacion”, se discuten las
investigaciones realizadas en torno al algebra y en un segundo momento, se
abordan las investigaciones sobre los numeros con signo. En el Capitulo 3,
denominado “Referente Teorico”, se discuten dos grandes corrientes del
aprendizaje: el cognoscitivismo y el sociocultural; el propodsito de esta seccion
es plantear el enfoque educativo que se adopta en este trabajo. Asimismo,
se aborda el enfoque para la ensefianza de los numeros con signo como
lenguaje en uso, que se basa en proponer el aprendizaje de manera similar a
la forma en que adquirimos la lengua materna (Cedillo, 1996); se eligié abor-
dar este enfoque de ensefianza como instrumento que ayude a los alumnos
en el proceso de construccion de significados con el apoyo de la calculadora

algebraica.



El Capitulo 4 hace referencia a la metodologia implementada para la realiza-
cion de esta investigacion. Se eligid el método de analisis cualitativo debido a
que el tipo de datos que se obtienen de esta investigacion son episodios en
el aula y porque el método de analisis cualitativo nos permite estudiar proce-
sos, lo cual es un asunto fundamental en cuestiones sobre aprendizaje. Asi-
mismo, se aborda lo correspondiente a los sujetos que participaron en el tra-
bajo de campo, el ambiente de trabajo y las actividades de ensefianza. En
este capitulo se describe el disefio de la investigaciéon de campo, en esta
seccion hay un apartado que trata de las posibles estrategias de solucion
que los alumnos podran dar a las hojas de trabajo a través del uso de la cal-
culadora, esto tiene como propdsito disefiar un proyecto de ensefanza-
aprendizaje con base en un andlisis a priori que permita al profesor (investi-
gador) orientar a los alumnos en concordancia con los objetivos de este tra-
bajo. Las actividades de las hojas de trabajo abordan el tema numeros con

signo y sus operaciones y éstas son tomadas de Cedillo (1999).

En el capitulo 5, denominado “Descripcion por sesion y observaciones”, se
analizan las trascripciones de las video grabaciones correspondientes a las
sesiones de trabajo en el aula y se describen los hallazgos correspondientes,
los cuales muestran interesantes razonamientos por parte de los alumnos,
las principales dificultades que enfrentaron, los procedimientos que usaron
para resolver problemas, los significados que asignaron a las expresiones
numeéricas, algunas generalizaciones, todo esto mediante el uso de la calcu-

ladora.

En el Capitulo 6 se revisan las respuestas que los alumnos dieron en las
hojas de trabajo, dando como producto una valiosa informacion empirica so-
bre los efectos de usar la calculadora respecto a la familiarizacién de los es-

tudiantes con los numeros con signo y sus operaciones; informacion que en



algunos casos da respuesta a las preguntas iniciales de la investigacion y en

otros, genera otras lineas de investigacion.

En el capitulo 7, se presentan las conclusiones de este estudio, esta seccion
constituye uno de los apartados mas importantes de este trabajo; en éste se
formulan respuestas a las preguntas de investigacion con base en los datos
empiricos que se recabaron, posteriormente se comentan las conclusiones
de esta tesis en el marco de las investigaciones reportadas en el capitulo
dedicado a la revisién de literatura; por ultimo, se discuten los obstaculos que
algunos autores han reportado y los avances que podrian obtenerse em-

pleando la calculadora.



CAPITULO 1
EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Antecedentes

El desempefio de los estudiantes en las matematicas escolares continua
siendo un objetivo primordial a nivel internacional. En particular, los resulta-
dos obtenidos por los estudiantes mexicanos en las evaluaciones internacio-
nales que se han efectuado recientemente (Beaton et al, 1996; OECD, 2000)
han acentuado la atencién que la Secretaria de Educacion Publica dedica a
la ensefianza y aprendizaje de esta disciplina (Plan Nacional de Educacion,
2000-2006, SEP). El analisis de esas evaluaciones sugiere enfaticamente
que una linea que debe atenderse para mejorar esos resultados es la gene-
racion de nuevos programas orientados a la actualizacion de la practica do-
cente y el conocimiento de la disciplina de los profesores de matematicas en

servicio.

La investigacion realizada en los ultimos 30 afios sobre el aprendizaje de las
matematicas ha proporcionado un conocimiento importante que plantea la
necesidad de nuevas formas de ensefianza, nuevos paradigmas para la for-
macion de profesores, un nuevo curriculo y nuevas formas de evaluacién
(Kilpatrick, 1992). Los resultados de esas investigaciones han ejercido in-
fluencia en el disefo de los planes y programas de estudio de la ensefanza
basica y, por lo mismo, nuevas exigencias en el desempefio de los profeso-
res. En particular, en México se incluyeron las lineas tematicas de Prealgebra
y Presentacion y Tratamiento de la Informacién en los programas de estudio

(Educacién Basica, Secundaria, Plan y Programas de Estudio, SEP, 1993).

Como se senald anteriormente, un objetivo de esta tesis es abordar el tema
de numeros con signo empleando como recurso didactico la calculadora y

estudiar en qué medida se pueden superar las dificultades en el aprendizaje



que las investigaciones recientes reportan en torno a este tema. A este res-
pecto, sabemos que varios de los contenidos estipulados en los planes y
programas actuales ya estaban contemplados en los anteriores, sin embar-
go, la forma de abordarlos es una de las grandes diferencias que el actual
programa manifiesta; también se destaca como una diferencia importante la
inclusion de las nuevas tecnologias como recursos didacticos para plantear
nuevos problemas o para favorecer una mayor reflexion (el video, la
calculadora y la computadora). En particular, se hace énfasis en que la
calculadora puede ser utilizada para retroalimentar el aprendizaje,
profundizar algunas nociones, desarrollar ciertas habilidades y como un

apoyo en el descubrimiento de regularidades (Alarcén, 2001).

1.2. La problematica

El Algebra ha sido tradicionalmente uno de los temas centrales de la ense-
Aanza de las matematicas en la escuela secundaria y conserva este caracter
en los nuevos programas, sélo que ahora se contempla una aproximacion
inicial menos abrupta (Alarcén, 1999). Con esta finalidad se propone su es-
tudio desde el primer grado de educacion secundaria, acudiendo a los cono-

cimientos previos que tienen los alumnos sobre aritmética.

El estudio y manejo del algebra representa en la mayoria de los alumnos un
problema que se manifiesta en el bajo aprovechamiento y en la reprobacion
de la asignatura de matematicas; a su vez, como docentes tal vez no le
hemos dado la importancia a toda esa gama de actividades que anteceden al
algebra, como lo sugieren los resultados del examen del PRONAP 2001-
2002, 2002-2003, 2003-2004 y 2004-2005, del curso La enserianza de las
matematicas en la escuela secundaria, en el contenido de prealgebra. En
particular, en el ciclo escolar 2001-2002 pueden observarse algunas defi-
ciencias que tienen los profesores de Matematicas respecto al dominio del

contenido algebraico y al enfoque de los nuevos planes y programas; esto



puede resumirse en que soélo el 35 % de los profesores poseen un dominio
aceptable en estos temas.

Rojano (1991) sefala que parte de los procesos de adquisicion del lenguaje
algebraico tienen lugar dentro de un periodo de transicion de un tipo de pen-
samiento, el aritmético, a otro, el algebraico; dicho de otra manera, la ausen-
cia del tema del prealgebra puede conducir a una agudizacion de las dificul-
tades reportadas por la investigacion en el proceso de apropiacién de las no-

ciones y uso del algebra simbdlica.

Considerando los conocimientos previos de los alumnos respecto a los nu-
meros, ellos sélo han trabajado en la primaria los naturales, las fracciones y
decimales positivos; en secundaria, los alumnos extienden su conocimiento
respecto a los numeros con el tema de numeros con signo, los cuales involu-

cran a los enteros, las fracciones y los decimales positivos y negativos.

Como ya se sefalo, este acercamiento debe ser paulatino ya que los alum-
nos se enfrentan a dificultades como dar sentido a cantidades negativas; en
la suma la idea de incrementar cambia; algo similar sucede en la resta, en la
multiplicacion y en la division; nuevas reglas en la operatividad, aceptacion
del numero negativo como resultado de operaciones, la dualidad de los sig-

nos + y — como signos del numero y de operacion.

De lo anterior se desprende que la importancia del estudio de los numeros
con signo radica en su presencia implicita en contenidos propios del algebra
(iniciacion al lenguaje algebraico, ecuaciones de primer grado, plano carte-
siano, sistema de ecuaciones, operaciones con monomios y polinomios, fun-
ciones, productos notables y factorizacién entre otros). De no tener cuidado

en la ensefianza de los numeros con signo, el aprendizaje de este tema pue-



de constituir uno de los obstaculos perdurables que tendran los alumnos en
el estudio del algebra (Gallardo,1994).

1.3. El problema de investigacion

Iniciaremos esta seccién analizando sucintamente el tema de los numeros
con signo en el marco de su ubicacion en el Plan y Programas de estudio
1993. Anteriormente, en la escuela secundaria se abordaba el estudio de los
numeros con signo con el tratamiento de los numeros enteros después de A
ver trabajado con los numeros naturales; en el actual Plan y Programas de
Estudio de Educacion Secundaria (1993) se ha hecho hincapié en este con-
tenido y se propone trabajarlo no como un tema que se aborda secuencial-
mente en la linea de desarrollo de la aritmética, sino como un tema de preal-
gebra, debido a que corresponde a un nuevo sistema numérico que incorpo-
ra reglas de operacion distintas y otros criterios para establecer el orden en-
tre esos numeros; esos aspectos estructurales del sistema de los numeros
con signo le asocian caracteristicas algebraicas que no se derivan directa-
mente del acervo aritmético que los estudiantes poseen al término de la es-
cuela primaria. El tipo de razonamiento formal que se requiere para una
comprensiéon cabal de las reglas que gobiernan la operatividad de los nume-
ros con signo y la relacién de orden entre éstos, van claramente mas alla de
los referentes de la vida cotidiana a que puede acudirse para ejemplificar los

conceptos y relaciones aritméticas.

Lo antes expuesto es centralmente la razdn por la que se incluye esta sec-
cion, consideramos relevante sefalar que los resultados de investigacion que
reportan dificultades en el aprendizaje de los numeros con signo ya se refle-
jan en el disefo del plan y programas de estudio oficiales para los cursos de
matematicas de la escuela secundaria en México. Esto aunado al desempe-

fio aun insatisfactorio de nuestros estudiantes en las evaluaciones interna-
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cionales, hace evidente la necesidad de continuar realizando estudios basa-
dos en la puesta en practica de propuestas didacticas alternativas con la in-
tencion de documentar una experiencia, aunque modesta, que pudiera ser

una aportacion para el trabajo en el aula.

En los programas oficiales se recomienda la introduccion de los numeros con
signo en el primer grado mediante la presentacién de ejemplos para la suma
y la resta; para el tratamiento de este tema se recomienda el uso de la calcu-
ladora y en particular de las funciones asociadas a las teclas:+/-, M+ y M-
(Alarcon, 1999). En el de segundo grado se retoman los numeros con signo
iniciando con una revisién de la suma y la resta y se agrega la multiplicacién
y la division, particularmente las reglas de los signos. Creemos pertinente
destacar que no es casual que el Plan y Programas de estudio proponga a
los numeros con signo antes de abordar el algebra, ya que este sistema nu-
mérico se emplea instrumentalmente en temas algebraicos, lo cual se hace

evidente en el parrafo que hace referencia al tercer grado.

El tema numeros con signo y su ubicacion en el curriculo es vertical en el sen-
tido de Tyler (1986). Este autor llama relaciones verticales a los casos en que,
como se observa en el curriculo mexicano, en el primer grado sélo se ve la
suma y la resta de los numeros con signo y en segundo grado, después de
una revision de éstos, se agrega la multiplicacion y la division. Ademas de la
relacion vertical se observa un criterio secuencial, el cual enfatiza sobre la
importancia de que cada experiencia sucesiva se funde sobre la precedente,

pero avanza en amplitud y en profundidad (Tyler, 1986).

En tercer grado ya no se aborda el contenido de numeros con signo como
tal, sino que se aborda en forma implicita al relacionarlo con otros contenidos
de la misma area como son: iniciacion al lenguaje algebraico, ecuaciones de

primer grado, plano cartesiano, sistema de ecuaciones, operaciones con mo-
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nomios y polinomios, funciones, productos notables y factorizacion, entre

otros. A esta postura Tyler (1986) la denomina organizacion horizontal.

Alarcén (1999) reporta que no resulta dificil para los alumnos utilizar los sim-
bolos + y - para indicar como se ubican en la recta numérica ciertas cantida-
des respecto a otra que se toma como referencia, pero les resulta complica-
do plantear y realizar operaciones donde intervienen numeros con signo. En
este trabajo asumimos la hipétesis de que esta complejidad puede ser dismi-
nuida usando la calculadora como auxiliar en la solucion de problemas; pue-
den explotarse los recursos que ofrece esa maquina para realizar un acer-
camiento empirico a las leyes de los signos y propiciar un desarrollo intuitivo
de nociones acerca de las operaciones y el orden de los numeros negativos,
asi como desarrollar algunas habilidades del pensamiento matematico (Cedi-
llo, 1998).

Los numeros negativos son el resultado de un proceso de abstraccion que
desempefio un papel central en el desarrollo del algebra y sus procedimien-
tos, dada la naturaleza abstracta de este sistema numérico, nos parece inte-
resante estudiar los resultados de una propuesta de ensefianza que brinde
oportunidades a los alumnos para abordar actividades y problemas em-
pleando procedimientos no convencionales y validandolos con la retroalimen-
tacidn que brinda la calculadora. Consideramos que esto favorecera una ma-
yor comprension que permitira a los alumnos “descubrir” los procedimientos

convencionales.

Por lo antes expuesto, en esta tesis nos proponemos estudiar las estrategias
y nociones que pueden desarrollar los estudiantes cuando abordan el apren-
dizaje de los numeros con signo empleando como recurso didactico la calcu-
ladora, adoptando como enfoque de ensefianza el propuesto por Cedillo

(1996) para abordar el algebra como lenguaje en uso.
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Preguntas de investigacion

1.

¢ Qué estrategias desarrollan los alumnos en un ambiente de ense-
Aanza basado en el uso de la calculadora?

¢El uso de la calculadora permitira a los alumnos descubrir leyes, re-
gularidades y/o patrones en la operatividad con numeros con signo?

¢ Pueden los estudiantes realizar operaciones con numeros con signo
correctamente sin usar la calculadora?

¢, Qué obstaculos reportados por investigaciones previas pueden sal-
var los alumnos bajo el enfoque de ensefianza que se propone en es-

ta tesis?
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CAPITULO 2
REVISION DE LITERATURA DE INVESTIGACION

2.1 El dlgebra: la transicion desde la aritmética

En ésta seccién se retoma el trabajo de Nickson (2000) quien analiza diver-
sas investigaciones acerca de las relaciones entre la aritmética y el algebra.
Ademas, se examinan las diferencias entre la aritmética y el algebra identifi-
cadas por la investigacion y algunas perspectivas tedricas que nos ayudan a
entender la naturaleza de esas diferencias; posteriormente se revisan cues-
tiones mas especificas, como la resolucion de ecuaciones y de problemas
verbales, la simbolizacién, el uso del signo de igualdad y el papel de la tecno-

logia en la ensefanza del algebra.

Diferencias entre la aritmética y el algebra

En los ultimos afos se ha reportado la necesidad de que los alumnos asig-
nen significados correctos a los numeros para que puedan emplear la aritmé-
tica como una herramienta para su razonamiento y, con base en esto, tener
mejores posibilidades para abordar el estudio del algebra (Peck y Jencks,
1988). Asimismo, se observan dificultades cuando los alumnos trasladan
procedimientos de un contexto aritmético a un contexto algebraico y se su-
giere que esto ocurre porque no respetan las restricciones formales que se
aplican en niveles mas abstractos. A este respecto, Vygotsky (1962) plantea
una analogia en la que sugiere que el algebra es para la aritmética lo que el
lenguaje escrito es para la lengua. Argumenta que no es posible leer y escri-
bir coherente e inteligentemente sin un entendimiento aceptable de la natura-
leza del habla y de las reglas generales que se aplican para el uso aceptado
de las palabras y sus significados. Con base en esto propone que no es po-
sible apropiarse de las habilidades para “hacer algebra” sin que antes se

tenga un entendimiento y una habilidad para “hacer aritmética”.
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Vergnaud (1997), sefiala que el algebra es demandante para los nifios por-
que no solo requiere llevar a cabo calculos simbdlicos, sino también involucra
el aprendizaje de nuevos conceptos, como ecuacion, formula, funcion, varia-
ble y parametro. Mientras que las unidades de significado en la aritmética
son numeros, las unidades de significado en el algebra son nuevos objetos
matematicos; aunque los simbolos por si mismos pueden tener significado,
en el algebra estan relacionados a diferentes objetos matematicos (no sola-
mente numeros) y a diferentes operaciones (no solo a la adicion, sustraccion,

multiplicacion y division).

Aprender a reconocer nuevos objetos matematicos es una dificultad mayor
que los estudiantes deben superar para realizar una transicion efectiva de la
actividad aritmética a la algebraica (Sutherland, 1987). Esto puede ser visto
como un salto de la ‘realidad’ de la aritmética al mundo mas abstracto del
algebra; lo sorprendente es que muchos docentes esperan que el alumno lo

realice por si mismo.

Vergnaud (1997) sefala que los niflos son capaces de utilizar métodos intui-
tivos cuando solucionan problemas mediante procedimientos aritméticos y
con esto evitan el uso de estructuras algebraicas implicitas en el proceso de
resolucion de esos problemas. Sin embargo, en el algebra, las estructuras no
pueden ser ignoradas y tienen que ser reconocidas y usadas si se quiere que
los problemas algebraicos sean solucionados satisfactoriamente (Kieran,
1989). La investigacion sugiere que algunas de las dificultades que los nifios
tienen en el reconocimiento y uso de esas estructuras surgen por formas
erréneas en que los alumnos perciben algunos de los simbolos que se em-
plean en el algebra; en particular, los alumnos continian usando los simbo-
los como lo hicieron en la aritmética, sin considerar los aspectos estructura-

les que no pueden ser ignorados en el nivel algebraico. Parece ser que sin
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un entendimiento adecuado de este cambio en los roles representados por
los simbolos, los nifios no pueden ser capaces de realizar la transicion del
pensamiento aritmético al algebraico. Estas diferencias necesitan ser trata-
das explicitamente para que los niflos aprendan algebra de forma significati-
va (Chaiklin y Lesgold 1984; Kieran 1992; Boulton—Lewis et al. 1997).

La estructura en el algebra

La estructura es un aspecto fundamental del algebra que necesita ser consi-
derado en la ensefanza. Freudenthal (1991) sefiala que la estructura es una
forma abstracta de una expresion linguistica, por ejemplo, en el caso de la
suma, si agregas una cosa (a) a otra (b) obtienes una tercera (c). El uso de la
palabra ‘estructura’ en el contexto del algebra es objeto de debate, Kieran
(1989) identificd algunas de las complejidades en su uso que se describen a

continuacion.

Estructura supefficial. Kieran llama estructura superficial a las relaciones en-
tre los diferentes términos y operaciones que se utilizan en las expresiones
algebraicas (o aritméticas). Por ejemplo, en la expresion 2x+y=7, la estructu-
ra esta determinada por el orden en el que los simbolos crean la apariencia

de la expresion.

Estructura sistémica. Se refiere a las propiedades de las operaciones dentro
de una expresién algebraica y las relaciones entre los términos de la expre-
sion que provienen del sistema matematico. Por ejemplo, la expresion
5+3(x+2) puede ser escrita como 3(x+2)+5 utilizando la ley conmutativa, o

como 3x+117 utilizando la ley distributiva y la adicion.

Estructura de una ecuacion. Se refiere a la estructura de una ecuacion (como

en la estructura sistémica), pero va mas alla porque incluye las propiedades
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de la relacion de igualdad. Esto quiere decir que, asi como los otros tipos de
propiedades incluidas en la estructura sistémica, se cumplen las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva. Por ejemplo, para la resolucion de la ecua-
cion3(x+2)+5=20, el balance en ambos lados del signo de igualdad debe ser

sostenido en forma uniforme.

Kieran (1989) argumenta que identificar estos niveles en que se aplica la pa-
labra estructura ayuda a esclarecer los origenes de algunas de las confusio-
nes que surgen en los alumnos cuando llegan al estudio del algebra. La im-
portancia de hacer esto explicito en la ensefianza de los numeros puede
permitir que estas estructuras lleguen a ser bien entendidas y establecidas
por los alumnos (Chaiklin & Lesgold, 1984). Vale la pena sefialar que en el
proceso de transicion de la aritmética al algebra las reglas que gobiernan el
uso del signo de igualdad y el concepto de incognita pueden convertirse en
barreras que surgen de un concepto erroneo acerca de la estructura. Por
ejemplo, se les presenta a los nifios desde edad muy temprana el uso del
signo de igualdad y varios simbolos para representar una incognita. Cuando
enfrentan expresiones como 4+5 =?, el mensaje que reciben del signo de
igualdad “es que indica algo que tiene que hacerse” y que requiere cierta ac-
cion con respecto a ambos numeros (Kieran, 1992; Saenz-Ludlow, 1998). En
los periodos tempranos, generalmente se ensena a los nifios a llevar a cabo
dichos procedimientos en conexién con objetos fisicos, regularmente relacio-
nados con la respuesta a preguntas del tipo “;cuantos....?”, pero pronto se

enfrentan con problemas numéricos que carecen de contexto.

Al resolver ecuaciones, en lugar de que los alumnos piensen en equivalen-
cia, encuentran frecuentemente una respuesta “deshaciendo operaciones”
por medio de una secuencia de operaciones inversas, sin que se formalice el
problema ni la solucidon. Kieran se refiere a esto argumentando que en arit-

mética el objetivo es encontrar la respuesta y este objetivo es regularmente
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alcanzado llevando a cabo algunas secuencias de operaciones aritméticas
entre los datos numéricos de los problemas o de los valores inmediatos deri-
vados del mismo (Kieran, 1992), pero en el caso del algebra, por ejemplo,
x+y, no saben qué hacer y construyen significados para expresiones abiertas
como es las que provienen de su experiencia en aritmética, por ejemplo,

x+y=z, por el simple hecho de que creen que se trata de “dar una respuesta”.

El significado de equivalencia en términos de una relacion reflexiva, simétrica
y transitiva es importante para el estudio del algebra y esto no es necesaria-
mente parte del pensamiento de los nifios cuando se enfrentan con proble-
mas numeéricos simples de este tipo. En lugar de eso, la idea de llegar a una
respuesta se fija de manera importante en sus mentes cuando se enfrentan
con el signo de igualdad, mientras que en una situacion algebraica de reso-
lucion de problemas se requiere algo distinto (Lesh, Post y Behr, 1987).

Una situacion similar surge con la idea de incégnita. Muy temprano en sus
experiencias aritméticas se plantea a los nifios preguntas del tipo 4+C=9,
donde el cuadro significa el numero que esta ‘perdido’ y los nifios tienen que
encontrar su valor. Expresiones de este tipo se presentan regularmente en
un contexto donde los numeros se relacionan con objetos o cosas especifi-
cas. Por ejemplo, se les pregunta cuantos bloques tienen que ser agregados
a un grupo de cuatro bloques para que dé un total de nueve bloques. En una
situacion como ésta, los niflos son capaces de realizar intuitivamente una
variedad de estrategias, como contar hacia adelante o hacia atras (Verg-
naud, 1997). Cuando “I_” es remplazado por una letra, como en 4+a=9, mu-
chos nifios continian manejando la letra a como una etiqueta para un objeto
o0 cosa. Aunque esto puede facilitar la introduccion de las ecuaciones mas
simples, dicha situacion cambia radicalmente cuando se les presentan ex-
presiones que involucran mas de una incégnita; se ha observado que en este

caso muchos alumnos continuan manejandolo de esta manera sin atender
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las restricciones estructurales que impuestas en el algebra, de esta forma

sus métodos inevitablemente fracasan (Kieran 1992).

Las dificultades que surgen en los alumnos como resultado de la carencia de
entendimiento de las diferencias en el significado del signo de igualdad y de
las literales (como incdgnitas o variables), proporcionan ejemplos de las dife-
rencias cruciales que se aprecian entre la aritmética y el algebra. Algunas de
estas dificultades pueden ser resueltas en los primeros grados por medio de
estrategias simples, como hacer énfasis en las propiedades de la relacion de
igualdad (reflexividad, simetria y transitividad).

Aspectos estructurales y de procedimiento

Kieran (1992) destaca que las grandes diferencias entre la aritmética y el al-
gebra se situan en los procesos de procedimiento y de transformacion. La
aritmética es vista como si unicamente estuviera relacionada con los proce-
dimientos, donde las operaciones son llevadas a cabo con numeros para lle-
gar a otros numeros, por ejemplo, 15-7=8. Kieran contrasta esto con expre-
siones del tipo de 3x+y, donde, remplazando x por 4, y y por 5, se obtiene
como resultado 77. Ella hace el sefialamiento de que aunque 3x+y es una
expresion algebraica, la respuesta que se pide es numérica y corresponde a
un procedimiento natural del algebra. En cambio, la naturaleza estructural del
algebra es ejemplificada por medio de las operaciones con una expresion
algebraica para producir otra que no es estrictamente numérica. Por ejemplo,
3x+y+4x=7x+y.

Las diferencias entre ambos ejemplos se resumen a continuacion. En el al-
gebra:
(a) Los objetos con los que se opera son expresiones algebraicas y no

son estrictamente numéricas, como en el caso de la aritmética.

19



(b) Las operaciones no son solo calculos numéricos, como en la arit-
mética.
(c) Los resultados pueden ser numéricos u otras expresiones algebrai-

cas.

Kieran destaca que generalmente la ensefianza del algebra empieza con la
sustitucion, la cual refleja un aspecto procedimental del algebra que se basa
en el calculo numérico y posteriormente se abordan aspectos estructurales
de las operaciones con expresiones algebraicas, como la simplificacioén y re-
solucion de ecuaciones por medio de los métodos formales, sin que esta
transicion se haga explicita. En la realizacion de esto, se les pide a los profe-
sores que sus alumnos lleven a cabo un cambio cognitivo considerable sin
que se les haga completamente conscientes de la naturaleza de ese cambio.
Los alumnos son abruptamente sumergidos en un aspecto mas formal y mas
abstracto de la materia sin que lleguen a ser conscientes del hecho de que
se estan apartando del mundo de la aritmética y de sus fundamentos mas

tangibles.

Kieran (1992), identifica las exigencias cognitivas conforme los nifios van
progresando del pensamiento aritmético al algebraico. Por un lado, los alum-
nos son introducidos al tratamiento de representaciones simbdlicas, las cua-
les tienen poco o nulo contenido semantico. Por otro, los nifios estan al mis-
mo tiempo modificando sus primeras interpretaciones de ciertos simbolos y
empiezan a representar las relaciones entre los datos de un problema con
operaciones que regularmente se plantean en orden inverso a aquellas que
utilizaron para la resolucion de problemas similares en la aritmética. Kieran

(1992, p.393) proporciona el siguiente ejemplo:

Daniel fue a visitar a su abuela, quien le dio $1.50. Des-

pués compré un libro que le costé $3.20. Si al final de
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esto él tiene $2.30 sobrantes, ¢ cuanto dinero tenia antes

de visitar a su abuela?

Cuando el problema se plantea mediante una ecuacion, por ejemplo, x+1.50—
3.20=2.30, la expresion se desarrolla exactamente en el orden inverso al que
el alumno emplearia si resuelve el problema aritméticamente:
2.30+3.20=5.50; 5.50-1.50=4.00.

Como Vergnaud (1997) y otros han establecido, cuando se solucionan dichos
problemas los nifios trabajan “hacia atras”. El signo de igualdad es interpre-
tado como “da” y no como “es igual a” y esto parece inducir una sefial para
proceder de izquierda a derecha en la resolucion del problema. Las propie-
dades transitiva y simétrica de la igualdad no son respetadas y no existe un

intento de modelar el problema algebraicamente.

Para entender los aspectos estructurales del algebra, la atencién de los nifios
necesita ser llevada explicitamente a la estructura implicita de los problemas
de este tipo para ayudarlos a darse cuenta de que sus enfoques son mate-
maticamente incorrectos. Por ejemplo, aunque algunos alumnos encuentran
respuestas correctas a este problema, manifiestan en sus procedimiento una
concepcidn equivocada del signo de igualdad, por ejemplo, 2.30+3.20=5.50—
1.50=4.00. El significado correcto del signo de igualdad no es respetado:
2.30+3.20 no es igual a 5.50-1.50. En cambio, cuando es escrito como
x+1.50=3.20+2.30, la transitividad y simetria de la igualdad son conservadas.
Debe notarse que en lugar de empezar con el resultado final del problema
(es decir con lo que a Daniel le ha sobrado) y de trabajar hacia atras, como
se procede en una resolucion aritmética, se pide a los alumnos que modelen
o describan la situacion mediante una ecuacion y después lleguen a una so-

lucién.

21



Si este tipo de problemas se incluyen en la ensefianza del algebra y no son
resueltos algebraicamente, pueden conducir a los alumnos a la perpetuacion
de aplicar procedimientos aritméticamente correctos, pero que no les permiti-

ran comprender las estructuras algebraicas.

Proceso y estructura

Sfard (1991) argumenta que aunque las abstracciones dentro del algebra
pueden ser concebidas como estructurales (objetos) y operacionales (proce-
sos), los objetivos implicitos del algebra escolar son esencialmente estructu-
rales, como se ejemplifica con la ecuacién en el problema citado anterior-

mente.

Los conceptos operacionales son los que se dan a conocer a los nifos pri-
mero (Kieran se refiere a éstos como procesos de procedimiento) y con esto
se intenta ayudarlos a realizar la transicion de la aritmética al algebra. Aun-
que existen operaciones estructurales dentro de la aritmética, estas son dife-
rentes a las del algebra por razones que ya hemos visto; por ejemplo, un
problema aritmético tendra un numero como respuesta. Sfard ve un vacio
entre ambas estructuras, se basa en el hecho de que una estructura alge-
braica debe ser vista como una entidad matematica, como una estructura
que existe en algun lugar del espacio y del tiempo, que tiene el potencial pa-
ra convertirse en “una entidad real” y que da como resultado una serie de
acciones (Sfard, 1991). Ella se refiere a un proceso dinamico, secuencial y
detallado. Sin embargo, el hecho de que es abstracto y separado de cual-
quier contexto inmediato es una limitante que contribuye a las dificultades de
los nifios en el entendimiento de dichas estructuras. El ver las estructuras

algebraicas como entidades (objetos matematicos), representa un salto cog-
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nitivo que los niflos necesitan realizar cuando se desplazan de la aritmética

al algebra. Sfard ve las fases de desarrollo conceptual como sigue:

1. Interiorizacion. Es un proceso que es representado mediante una
entidad matematica conocida (esto se relaciona con los procedi-
mientos aritméticos).

2. Condensacion. El proceso es analizado dentro de las unidades
manejables (correspondiendo con la estructuracion y simbolizacion
del proceso);

3. Reificacion. Algo familiar es visto de una nueva forma y el proceso

llega a solidificarse dentro de la estructura estatica.

Estas tres fases se ubican en un largo periodo y claramente la fase de reifi-
cacion requiere un gran salto en términos del proceso cognitivo requerido y
es algo que muchos de los estudiantes no alcanzaran (incluso ni en nivel su-
perior). De esta forma, el algebra escolar es vista como una serie de modifi-
caciones del objeto-proceso (o estructural y de procedimiento) conforme los
nifios vayan entendiendo su naturaleza estructural y para llegar a ello es ne-
cesario recapitular cada una de las fases. Existe evidencia de que los nifios
tienden a manejar la aritmética y el algebra como dos sistemas cerrados e
independientes; a la vez que es importante hacer énfasis en la conexion de
la aritmética-algebra, es igualmente importante asegurarse que existe una

conexion algebra-aritmética (Lee y Wheeler, 1989).

A manera de sintesis, se recomienda preparar a los nifios para trabajar hacia
atras y hacia delante entre algebra y aritmética y que sean capaces de identi-
ficar las ventajas de cada una, dependiendo de la naturaleza de las tareas
con las que tienen que tratar. Se considera que este intercambio ciclico entre

ambas permitird un mejor entendimiento de la naturaleza estructural del al-
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gebra. Lo anterior destaca la importancia de realizar la conexién entre el ra-
zonamiento intuitivo y los calculos formales conforme se involucren en las
primeras fases de la aritmética (Vergnaud, 1997), de esta manera parece
mas factible que los alumnos construyan un conocimiento intuitivo que los
lleve a la resolucién de problemas matematicos y que propicie que puedan
aprender algebra de manera significativa (Fischbein, 1987).

Preélgebra

Lee y Wheeler (1989) ven que los pasos de la aritmética al algebra estan
sembrados de obstaculos en los nuevos procedimientos y también de tipo
linguistico, conceptual y epistemoldgico. La mayor parte de la ensefianza del
algebra en los grados iniciales puede ser manejada como un periodo de
transicion que Gray y Tall (1994) han llamado un “vacio cognitivo” entre las
dos asignaturas. En ese periodo los nifios tienden a llevar consigo los proce-
sos y procedimientos establecidos en la aritmética y abandonarlos cuando se
enfrentan con situaciones algebraicas en las que no pueden operar como
antes lo hacian. A continuacién se aborda con mayor detenimiento lo antes

expuesto.

Términos literales

Hersovics y Linchevski (1994) sugieren que el vacio cognitivo entre la aritmeé-
tica y el algebra puede ser caracterizado como /a incapacidad de los estu-
diantes para operar espontaneamente con una incognita. Algunos de los ori-
genes en la dificultad de usar términos literales se ubican en las diferentes
formas en que son usados. Harper (1987) pone atencion a este tipo de con-
fusiones, identifica como un problema que se ensefie a los alumnos a ver las

literales como incégnitas en las primeras etapas del aprendizaje aritmético y
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en la resolucién de problemas, pero después cambian con mucha rapidez a
la nocién de variable cuando se calcula un grupo de valores al completar una
tabla.

Harper sugiere que existen etapas a través de las cuales los nifios tienen que
progresar con la finalidad de entender el papel de un término literal como una
variable. Destaca que los niflos adquieren las concepciones de procedimien-
to de los términos literales antes de que puedan entender los aspectos es-
tructurales que gobiernan el algebra. Se pide a los alumnos que representen
un patron numeérico en forma algebraica antes de que entiendan completa-
mente el concepto de generalizacidén y posiblemente antes de que tengan un

entendimiento significativo del concepto de patron numérico.

El uso del signo de igualdad

La importancia que se ha dado en la investigacion a las dificultades en torno
al signo de igualdad se ubican en las formas en que es interpretado. Saenz-
Ludlow y Waldgrave (1998), investigaron la interpretacion del concepto de
igualdad y el uso del signo de igualdad con alumnos de tercer grado. Encon-
traron que la interpretacion de los alumnos sobre la igualdad cambia y se
desarrolla gradualmente. Inicialmente el signo de igualdad es tomado como
un comando que indica “algo por hacer’ y mas tarde identificaran la “monoto-
nia cuantitativa” a ambos lados del simbolo. Los dialogos entre alumnos y
alumnos y el profesor, son también identificados como aspectos vitales del

aprendizaje de los nifios en los procesos de simbolizacion en este estudio.

Ellos encontraron que el dialogo entre los nifios y de ellos con el profesor
hace evidente el esfuerzo cognitivo que exige la interpretacién y la construc-

cion de significados matematicos de los simbolos convencionales. Sugieren
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que existen dos procedimientos complementarios, por una parte, los nifios
tienen que construir significados aritméticos de igualdad y, por otra, tienen
que aprender a utilizar el lenguaje simbdlico involucrado. Durante el trans-
curso de esta “actividad simbdlica” los nifios escriben sus “simbolizaciones
habladas”, las cuales son vistas como una etapa en el proceso de transicion
para llegar a expresarse usando simbolos convencionales, sin perder el sig-
nificado que estos simbolos conllevan. En el proceso de asignacién de signi-
ficados al signo de igualdad usando sus propias palabras, y de abordar esto
en el dialogo entre ellos y con el profesor, llegan a reconocer y a entender los
factores esenciales para la interpretacion correcta del signo de igualdad, lo
cual concuerda con resultados de otros estudios (Kieran 1992, Sfard 1991,
Lee & Wheeler 1989).

La importancia de la verbalizacién para llegar a entender el significado de los
simbolos en la transicién del nivel aritmético al algebraico, es una nueva evi-
dencia de la importancia del lenguaje en la construccién de significados para
los conceptos matematicos; este aspecto es visto de manera importante des-
de el enfoque constructivista para la ensefianza y el aprendizaje, en el que el
dialogo se plantea como un medio basico para alcanzar un entendimiento
compartido y también proporciona a los profesores e investigadores una idea

de como los alumnos alcanzan este entendimiento (Goodchild 1995).

Obstaculos Cognitivos

En una extension del trabajo anterior, Lincheviski y Herscovics (1994) explo-
raron la naturaleza de los obstaculos cognitivos en nifios de pensamiento
prealgebraico. Este estudio involucré alumnos del séptimo grado (12 y 13
afos de edad) y tuvo los siguientes propositos:
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(a) Tratar de evaluar el potencial del conocimiento prealgebraico en
alumnos de esa edad.

(b) Estudiar la habilidad aritmética en el nivel prealgebraico para ver si
los obstaculos cognitivos ya identificados podrian existir en un con-
texto puramente aritmético y, si existen, encontrar cuan generaliza-

dos eran.

Se identificaron los siguientes obstaculos:

1. Jerarquia de las operaciones. Se les pidié a los sujetos de la muestra

realizar las siguientes operaciones:

a) 5+6x10="?
b) 7-3x5=7

c) 27-5+3="
d) 24: 3x2="?

Encontraron que los alumnos tienen la tendencia a verla con prioridad sobre
la resta. Donde la resta estaba involucrada, tenian la tendencia de compartir
la expresion con el signo de sustraccion y proceder desde ahi. Solamente la
pregunta (c) fue resuelta correctamente por toda la muestra.

2. Fracaso en la concepcion de la cancelacion. Esto se refiere a la
forma en que los nifios contintan trabajando de izquierda a dere-
cha cuando manejan expresiones de este tipo y no ven todo el pa-
norama para determinar dénde podrian cancelar o reunir términos.
Por ejemplo, solamente 59.3% de la muestra obtuvo la respuesta
correcta para 329+167-167.

3. Vision estatica del uso de los paréntesis. Los alumnos de la mues-

tra entendieron que los paréntesis querian decir “hacer esto prime-

27



ro” y todos tuvieron éxito con la operacion 8x(5+7). Sin embargo,
una vez que cambid el contexto y que se les solicitd que determina-
ran si 926-167-167 era lo mismo que 926-(167+167), solamente

dos de los 27 alumnos pensaron que eso era correcto.

4. Objetividad del término de la operacién indicada. En investigacio-
nes anteriores Linchevski y Herscovics habian encontrado algunas
evidencias de que los alumnos presentaban la tendencia de sepa-
rar un término cuando se les indicaba una sustraccion. Por ejem-
plo, en 27-5+3, responderian 27-5 primero, para después agregar
3. Sus explicaciones para hacerlo incluian afirmaciones como “si se

mezclaran con la multiplicacion tendria que ser cuidadoso”.

5. Saltarse a la operacion siguiente. Este obstaculo se refiere a la
forma en la que los alumnos tienen la tendencia de agrupar los
términos similares donde se involucra una distancia entre los tér-
minos y se enfocan a las operaciones siguiendo dicho término. Por
ejemplo, solamente 70.3% cancel6 el 217 correctamente en la ope-
racion 217+175-217+175+67 y se enfocaron en el signo de la resta
después del segundo término. De hecho, dos de los alumnos se
negaron a hacer esta tarea, argumentando que “tienes que ir de iz-

quierda a derecha, simplemente no puedo saltarmela”.

Después se pidio a los alumnos que resolvieran ecuaciones lineales. La ma-
yoria fueron capaces de resolverlas utilizando procedimientos basados ex-
clusivamente en procedimientos de tanteo o sustituciones numeéricas. Cuan-
do fracasaban, los investigadores identificaron dicho fracaso en alguno de los

obstaculos cognitivos que han sido descritos.
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Este estudio es particularmente importante respecto a los trabajos realizados
por Gray y Tall (1994). Llama la atencion especificar las cuestiones que pue-
den ser utiles en las clases de prealgebra. Linchevski y Herscovics (1994)
sustentan que el orden de las operaciones es una convencidén que debe ser
comprendida por los alumnos para que de esta forma pueda ser vista como
una regla necesaria y no como una imposicion arbitraria. El uso de parénte-
sis también necesita ser tratado cuidadosamente y debe prevenirse que los
alumnos no hagan generalizaciones incorrectas. Este es un caso donde se
puede enfatizar el uso de la calculadora, al utilizarla en forma exploratoria,
los alumnos son capaces de ver mas rapidamente los diferentes resultados

que ocurren cuando no se respeta la jerarquia de las operaciones.

Boulton-Lewis y sus colaboradores (1997) realizaron un estudio longitudinal
sobre la resolucion de ecuaciones lineales con estudiantes de 8° grado
(equivalente al 2° grado de secundaria en México). Utilizaron materiales ma-
nipulables como parte del enfoque de ensefianza. Un resultado importante
de este estudio fue que después de la instruccion inicial, ninguno de los 21
alumnos en la clase utilizé los materiales concretos para ayudarse en la reso-
lucion de las ecuaciones lineales. La mayoria (14) acudidé a las operaciones
inversas. Esto concuerda con otras investigaciones en que se reporta una
tendencia en los nifios para usar procesos aritméticos en la resoluciéon de
problemas algebraicos (Sfard 1989, Kieran 1992, Lincheviski y Herscovics
1996). Las conclusiones de dicho estudio son establecidas a continuacion.

La estrategia mas comun empleada por los alumnos fue usar operaciones
inversas. Las respuestas de los estudiantes concuerdan con las conclusiones
de Hart (1981), en que existe un vacio entre las representaciones concretas
y las simbdlicas. Las conclusiones hacen énfasis en la enorme carga cogniti-

va que se involucra al utilizar recipientes y objetos. Estos resultados refuer-
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zan el modelo presentado por Kieran (1992) en el sentido de que el conoci-
miento del algebra se desarrolla de los procedimientos a las estructuras
(Boulton-Lewis et al., 1997)

Este estudio involucrd entrevistas con los alumnos para obtener informacion
de lo que saben acerca de las operaciones, de las leyes operacionales, de
igualdades y variables. Encontraron que fue necesario ensefiarles cémo ope-
rar con igualdades y que ninguno de sus conocimientos sobre variables o
ecuaciones lineales pudo A verse derivado intuitivamente de sus conocimien-

tos de aritmética (Boulton—Lewis, 1997).

Del analisis de las respuestas de los alumnos se encontré que cerca del 26
% de la muestra identifico el orden correcto de las operaciones aritméticas y
pudieron aplicarlo en la resolucion de ecuaciones lineales. En lo que se refie-
re al signo de igualdad, reportan que casi el 100% de los estudiantes cree
que deben encontrar una respuesta para expresiones de la forma a+b; en el
caso de ecuaciones, solamente la mitad de los estudiantes pueden decir que
ambos lados de la ecuacion es lo mismo. La mitad de ellos no presentan evi-

dencia sobre algun conocimiento del concepto de equivalencia.

Una de las implicaciones derivadas de este estudio es que la mayoria de los
alumnos necesitan una mejor comprension de la division y del orden de ope-
raciones aritméticas. Otro resultado obtenido por Boulton-Lewis fue que los
alumnos no entendieron las diferencias entre el uso de las literales como va-
riables y como incognitas cuando se abordan ecuaciones que implican un
multiplo de la variable. Por ejemplo, ellos consideraron 3x como una variable

y no como multiplo de x.

30



Las dificultades que los nifios mostraron en el estudio antes referido indican
que existe una carencia de conocimiento en las reglas estructurales que se
aplican en el algebra. Sfard y Linchevski (1994) destacan que este tipo de
dificultades se presentan cuando los nifios transfieren incorrectamente reglas
de la aritmética al algebra. Destacan que la tendencia a operar es heredada
de la aritmética y argumentan que la espontaneidad de las perspectivas ope-
racionales se exhibe cuando los estudiantes manejan ecuaciones lineales
simples de la forma ax+b=c. Para ellos es intuitivamente obvio que simple-
mente tienen que deshacer la ecuacion para llegar a la incégnita. Mientras
que este acercamiento intuitivo se presenta, el mismo entendimiento intuitivo
no es evidente en aspectos mas profundos del aspecto estructural. Por
ejemplo, los nifios no parecen tener dificultades para resolver la ecuacion
7x+157=248, pero presentan dificultades para resolver ecuaciones como
112=12x-247; el simple hecho de tener la incégnita en el miembro de la de-

recha los confunde (Sfard y Linchsviski 1994)

Resolucion de problemas

Sfard y Linchevski (1994) sugieren que un acercamiento abrupto al algebra
parece provocar que los estudiantes se vean dominados por una tendencia a
realizar operaciones sin analizar previamente qué significado tienen la expre-
siones algebraicas; esto no se refiere a que los estudiantes no asignen algun
significado a las expresiones algebraicas, sino que en muchos casos esos
significados son incorrectos y no cuentan con elementos que les permitan ver

por qué sus repuestas no son aceptadas por el profesor.

Lo no significativo de los problemas en algebra ha sido objeto de interés de
los investigadores (Douady 1997, Davis 1988, Noddings 1993, Sfard & Lin-

chevski 1994). Estos autores reportan que los problemas utilizados en la en-
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sefianza y los libros de texto no invitan al desenvolvimiento de los alumnos,
esencialmente porque no surgen de ninguna actividad de los alumnos y no

pueden relacionarlos con nada tangible en sus vidas.

Existen dos tipos de problemas a los que los alumnos se enfrentan tipica-
mente en el aprendizaje del algebra. Los primeros son simplemente ecuacio-
nes algebraicas que se les pide resolver, sin otro contexto que el de las ma-
tematicas. El segundo tipo son los problemas puestos en un contexto que
involucra el uso del algebra; primero en la modelacion del problema, después
expresandolo mediante una ecuacién y finalmente solucionandolo. Estos
problemas son bien conocidos en el nivel aritmético y es dificil definir la dis-
tincion entre los primeros y los del segundo tipo de problemas en algebra, si

es que efectivamente existe esa diferencia (Kieran 1989).

Resolucion de Ecuaciones

Cuando se resuelven ecuaciones de la forma ax+b=c los alumnos pueden
usar sus conocimientos aritméticos y encontrar una solucion utilizando una
variedad de estrategias. Sin embargo, cuando aparece la incégnita mas de
una vez, o en ambos miembros de la ecuacion, dichas estrategias tienden a
fracasar. Se encuentran en una situacion donde tienen que hacerle algo a las
ecuaciones sin ninguna clave contextual para proceder, particularmente si no
entienden completamente las reglas estructurales que gobiernan el signo de

igualdad y su uso.

Chaiklin y Lesgold (1984) estudiaron las nociones de estructura algebraica
que tienen alumnos de 11 afios de edad pidiéndoles que juzgaran la equiva-
lencia de diferentes expresiones numéricas sin que fuera necesario que ob-

tuvieran el total. Un ejemplo que usaron es el siguiente:
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685-492+947 947+492+685

947-685+492 947-492+685

Encontraron que los alumnos utilizan métodos diferentes para combinar los
numeros, aun con una sola expresion. Fue evidente que lo que pensaban
dependia de los resultados aritméticos y acudieron a calcular en lugar de
juzgar la equivalencia con base en un analisis de los numeros o de las reglas
que gobiernan las manipulaciones de los simbolos. Los que intentaron hacer
un juicio basado en las reglas de transformacion tuvieron dificultades que se

manifestaron en respuestas erréneas.

Técnicamente resolver una ecuacion implica realizar la misma operacion en
ambos miembros. Las evidencias sugieren que lo primero que hacen los
alumnos es adivinar y después examinar sus conjeturas. Kieran (1992) enlis-

ta las estrategias usadas por los nifios:

El uso de datos numéricos. Por ejemplo, 3+n=5; 5-3=2; n = 2.

2. El uso de técnicas de conteo. Por ejemplo, en 3+n=5 cuentan des-
de 3 hasta 5 para encontrar que n = 2.

3. Ocultar, por ejemplo, en 2x+9=5x, encuentran que 9 debe ser igual
a 3x y entonces x=3.

4. Deshacer o trabajar hacia atras; por ejemplo, 2x+4=18; 18=2x+4;
18—-4=2x; 16 = 2x; x = 8.
Ensayo y error.

6. Transformacion; cambiar los términos de un miembro a otro de la
ecuacion y cambiar los signos de los términos.

7. Realizar la misma operacién en ambos miembros de la ecuacion.
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Las dos ultimas estrategias son técnicas formales ya que involucran propie-
dades de conocimiento y aplicacion algebraica, mientras que las dos prime-
ras son de naturaleza aritmética y la tercera y cuarta parecen ser una combi-
nacion de ambas. El estudio sugiere que los alumnos a los que se ha ense-

fado a resolver ecuaciones formalmente, fueron menos exitosos.

El concepto de parametro parece producir una gran dificultad para los alum-
nos. Bloedy- Vinner (1994) realizé una investigacion con alumnos del nivel
preuniversitario; su estudio sugiere que las dificultades con el concepto de
parametro se deben particularmente a deficiencias en el entendimiento del
lenguaje algebraico. Kichemann (1981) y Usiskin (1988), reportan que el uso
mas frecuente de las letras es como numeros generalizados. Sin embargo,
las letras son también utilizadas como parametros, como en la ecuacion li-
neal y=ax+b. Se crea confusién porque no se proporciona una indicacion de
lo que representan los parametros y cuando las letras son usadas como in-

cdgnitas o cuando como variables.

Ecuaciones y numeros con signo

Lins (1994) propone que el conocimiento matematico de los alumnos es un
par formado por una afirmacion-creencia y una justificacion para ello. Por
ejemplo, cuando se resuelve la ecuacién 3x+10=100, uno podria decidir en
tomar 10 de cada lado, lo que es una afirmacién-creencia y lo justifica dicien-
do que es como una situacion que involucra un balance en un par de esca-
las. Sefala que esta justificacion no se aplicaria si la ecuacién fuera
3x+100=10. Esto requeriria una justificacion diferente que resulta de un nue-
vo conocimiento, porque tomar 10 de cada lado produce una nueva expre-
sion que no aparenta un equilibrio (3x+90=0). Lins sugiere que aqui radica la

importancia de dar sentido a los numeros con signo, porque al trabajar con
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estas expresiones los alumnos dicen que no es posible resolver estas ecua-

ciones.

Lins (1994) utiliza el concepto de campo semantico en un estudio llevado a
cabo en una serie de lecciones en nifios de 11-12 afios de edad en una es-
cuela brasilefia. Se les presentod el problema que se describe a continuacion

y se les pidié que trabajaran en una discusién de grupos pequefios.

Con nueve cubetas mas de agua, el tanque de la izquierda estara lleno; con
cinco cubetas mas, el tanque de la derecha estara lleno. 4 Qué se puede de-

cir acerca de la situacion de este tanque?

Los alumnos generaron una serie de expresiones por si mismos para repre-
sentar lo que habian encontrado en las situaciones que habian escogido y en
cado caso las tenian que justificar. Para la etapa siguiente, tenian que pro-
poner una justificacion diferente para sus expresiones. Por ejemplo, se les
pidid que encontraran una transformacion para una de las expresiones,
x+9b=y+5b, lo que les conduciria a una de las otras expresiones, x+4b=y.
Aparentemente no tuvieron problema para representar dicha transformacion
debido a que esta actividad se habia derivado de sus propias expresiones.
Por ejemplo, Lins se refiere a estrategias como “toma 5b de cada lado” como
un nuevo modo de producir un significado y sefala la importancia que tiene

en el aprendizaje de los alumnos el tener que dar una justificacion.
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Este autor reporta que la actividad antes mencionada apoyé el aprendizaje
de la manipulacion de las expresiones como una forma de darle sentido a la
produccion de nuevas expresiones; asimismo, que por medio de la utilizacion
de actividades que estan enfocadas a la justificacion (como opuesto a encon-
trar una solucién numérica), las justificaciones debian tener sentido para los
alumnos. Al realizar estas actividades los alumnos se vieron en la posicion de
tener que pensar y actuar por si mismos en lugar de producir una respuesta
que pudiera verse meramente como ‘correcta’. Lins reporta que una vez que
la manipulacion directa de la expresion haya sido una actividad ‘con sentido’,
no ocurririan solamente las dificultades técnicas, sino que los estudiantes
también empezarian a generar métodos aritméticos de representacién, por

ejemplo, simplificar expresiones racionales simples.

Una caracteristica muy importante de esta investigacion es pedir a los alum-
NOS que generen sus propias ecuaciones a partir de una situacion que por lo
menos puedan identificar como parte de su realidad cotidiana. Los alumnos
entendieron la accion de balancear, por ejemplo, sustrayendo 5b de cada
lado de la ecuacion que habian producido, ya que podian relacionar mental-
mente el 5 con el numero de cubetas. En este tipo de actividades la parte
significativa se reduce y se presenta una situacion problematica en la que los
alumnos tienen que generar sus propias representaciones simbdlicas; esto
parece permitir que acepten y entiendan las condiciones del problema para

resolverlo con base en algun significado.

Problemas verbales.

Los problemas de palabras tradicionales tienden a conducir a los alumnos a
una traduccion directa de variables y constantes en el orden en el que apare-

cen en el problema escrito (Crowley, 1994). Sin embargo, el enfoque adopta-
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do en varios paises para la ensefianza basada en la resolucion de problemas
algebraicos (o de hecho aritméticos), es pedir a los nifios que construyan una

ecuacion que contenga una incognita, para después, encontrar su valor.

Lesh (1987) describe que la resolucion de problemas tiene tres traducciones
significativas:

1. De lenguaje comun al lenguaje algebraico.

2. De una expresion algebraica a una aritmética.

3. Retroceder de la expresion aritmética a la situacion del problema

original.

El siguiente ejemplo podria ilustrar lo que Lesh llama procedimientos de tra-
duccion-transformacién como componentes de los procesos para modelar en

algebra.

Nadia tiene 15 manzanas. Este numero es tres veces el numero
de manzanas que tiene Kevin. jCuantas manzanas tiene Ke-
vin? (1) Sea x el numero de manzanas que tiene Kevin. Enton-
ces 3x = 15. (2) Si tres veces un numero es 15, entonces el

numero debe de ser 15/3; (3) Kevin tiene 5 manzanas.

Este es un ejemplo en el que el término literal es una incégnita y claramente
la traduccion-transformacion llega a ser mas dificil cuando se convierte en

una variable.

Simbolizacién
Reggiani (1994) estudi6é los niveles de generalizacion en nifios de 11 a 12
afos de edad, enfocandose en un problema dado a los alumnos en el que la

solucién no depende de un dato inicial. El problema fue el siguiente:
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Consideren el siguiente juego: piensen en un numero, dupliquenlo, sumenle
5, resten el nUmero que pensaron primero, sumenle 2, ahora resten otra vez
el numero que pensaron primero, y después multipliquen el total por 3. Un
alumno dice que no importa el numero en que pienses, el resultado siempre

sera 21. Inténtenlo y vean si esta en lo cierto.

a) Empieza con el numero 7 y realiza los calculos necesarios. Escribe
los calculos.

b) Ahora empieza con el numero 20 y después con 100 y haz lo mis-
mo. Escribe los calculos.

c) Intenta entender por qué siempre obtienes 21 y escribe tus obser-
vaciones. Puedes usar esquemas, letras u otros simbolos para ayu-
darte.

d) ¢ Esta en lo cierto tu amigo? ¢ Por qué?

Encontré que los nifios que habian experimentado con algebra no formal fue-
ron capaces de pensar algebraicamente y darle sentido a lo general a partir
de casos particulares. Algunos fueron capaces de explicar sus soluciones
verbal y simbdlicamente, aunque en un nivel intuitivo; por ejemplo, un alumno
que contestd “siempre obtengo el mismo numero porque multiplico, sumo,
resto y sumo otra vez los numeros diferentes... siempre los mismos numeros,
el resultado no cambia”, parecia tener una apreciacion intuitiva de la genera-
lidad de la situacion plantea, pero el nivel de generalizacion alcanzado no fue

considerado estable.

El uso de la tecnologia

El algebra es un area de las matematicas donde se ha visto que tiene un
gran potencial el uso de la tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje (Mo-
naghan, 1995). Hay muchos estudios que reportan ventajas en el uso de la
tecnologia en la ensenanza del algebra, sin embargo algunos investigadores

sefalan lo contrario o recomiendan que se tengan ciertas precauciones. Por
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ejemplo Pimm (1995), argumenta que la tecnologia esta siendo utilizada para
apoyar la interpretacién grafica de las formas algebraicas y sefiala que existe
una fuerte suposicion de que las formas simbdlicas deben ser interpretadas

graficamente, en lugar de manejarlas directamente.

Pimm parece estar sugiriendo que la perspectiva del algebra que se trans-
porta al contexto de la tecnologia llega a ser rigida y estatica y pierde lo que
para él es esencialmente su poder transformador. Aunque algunos de los
estudios reportados mas adelante indican que el uso de las calculadoras gra-
ficas y las computadoras han tenido resultados positivos, otros autores coin-
ciden con Pimm y proponen que el algebra sea ensefiada mas directamente,

al menos en una etapa mas temprana del aprendizaje.

Yerushalmy (1997) toma una posicion diferente; ve a la tecnologia como un
medio para llevar el mundo real al salén de clases y ofrecer una variedad de
opciones para modelar y resolver problemas. Yerushalmy argumenta que la
tecnologia no es simplemente un recurso que permite un cambio en la se-
cuencia de aprendizaje, sino que conlleva un cambio mayor en la ensefianza.
Sugiere que abordar el algebra a partir del estudio de las funciones ayudan-
dose de la tecnologia, porque este enfoque reorganiza los modelos comunes
para la resolucion de problemas, particularmente en aquellos alumnos con

poca habilidad en el algebra.

Calculadoras graficadoras: la variable y el lenguaje algebraico

La calculadora graficadora fue utilizada para presentar el concepto de una
variable en nifios de edades de 12 a 14 afos en un estudio emprendido en
cinco escuelas en el Reino Unido por Graham y Thomas (1997). Estudios
anteriores (Thomas y Tall, 1988; Tall y Thomas, 1991) habian conducido a
concluir que era posible mejorar el entendimiento del concepto de variable

por medio de proporcionar a los alumnos ambientes en los que pudieran ma-
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nipular los ejemplos, predecir, probar y ganar experiencias en las que pudie-

ran ser construidos niveles altos de abstraccion.

Cinco de los profesores escogieron un grupo para ensefar los modulos de
algebra y un segundo grupo que fue utilizado como grupo control. A ambos
grupos se les aplicé un cuestionario antes y después del estudio. Los resul-
tados mostraron un mejoramiento relativo en el desempefio del grupo que

utilizé calculadoras.

Cedillo (1997) reporta un estudio con nifios mexicanos de 11 a 12 afos de
edad el cual involucraba el uso de la calculadora graficadora para presentar y
ensefar el algebra como un lenguaje en uso. La intencion era investigar el
alcance en el que el ‘lenguaje’ de la calculadora se veia como un medio de
expresar las reglas que gobiernan patrones numéricos, si podria ayudar a los
nifios a captar el hecho de que el cédigo algebraico puede ser utilizado como
una herramienta para ayudar en la resolucién de problemas. La evidencia
recolectada siguiere que el uso de la calculadora les ayuda a asignar signifi-
cados correctos a las literales y a ganar autonomia en el uso del cédigo al-
gebraico como un medio para expresar y justificar generalizaciones. Este
estudio reporta que en las estrategias que desarrollaron los estudiantes se
observa una notoria tendencia hacia la generalizacion y que esto propicio
que los alumnos discutieran los diversos métodos que habian generado y
presentaron argumentos plausibles para decidir cual método era mejor (Cedi-
llo, 1999).

Otros resultados importantes que reporta este estudio fueron los siguientes:
» Para ninguno de los estudiantes representé alguna dificultad la abrup-
ta inclusion de literales en el contenido de expresiones aritméticas.
» Todos los estudiantes pudieron resolver las ecuaciones de las formas

ax+b=c.
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* Quince alumnos pudieron resolver las ecuaciones de la forma a+x=b;
doce de ellos a través de ensayo y error, tres de ellos pudieron des-
arrollar métodos que muestran que fueron capaces de empezar a ope-
rar con “lo aun desconocido”. Sus respuestas muestran una version
del proceso denominado operar con la incognita (Filloy y Rojano,
1984).

Respecto a la actitud de los estudiantes sobresale la motivacion, la cual pue-
de estar relacionada con la novedad del uso de la calculadora en la clase,
asimismo, otro factor que puede influir en este interés es que las actividades

estan planteadas en el esquema de un juego.

Cedillo sefala que el desempefio de los estudiantes en la clase de matema-
ticas mejora notablemente con el apoyo de la calculadora, lo cual cuestiona
fuertemente el hecho de que los cursos de matematicas se centren en el
dominio de destrezas de calculo (en el caso de la aritmética), y en el dominio
de la manipulacién simbdlica (en el caso del algebra), en lugar de promover

el uso de las operaciones en la resolucion de problemas.

Los nameros con signo
Los trabajos de investigacion sobre numeros con signo se pueden agrupar
en dos planos: el historico y el didactico.

Respecto al plano histérico, Gallardo (1994) sefala que Filloy y Rojano
(1984) han recurrido al método histérico-critico como componente tedrico
metodoldgico para analizar los problemas de ensefianza y aprendizaje del
algebra elemental. El uso del método histérico-critico en matematica educati-
va se caracteriza por recurrentes movimientos de ida y vuelta entre el analisis

de textos clasicos de la historia de las matematicas y la experimentacion de-
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ntro de los sistemas educativos. El analisis historico critico posibilita la cons-
truccidn de secuencias de ensefianza-aprendizaje que reflejan los avances
de la investigacion tedrica y ponerlas a prueba en situaciones donde los es-
tudiantes y los maestros estan involucrados, para después regresar a la his-

toria de las ideas enriquecidos con los resultados del analisis empirico.

En el estudio “Operacion de la incognita” reportado en Filloy y Rojano (1985)
y Rojano (1985), se trabajé con alumnos de 12 a 13 afnos de edad; la inda-
gacion y analisis de métodos y estrategias de solucidon de ecuaciones condu-
jO a una conjetura acerca de si es espontaneo o no en los alumnos operar
con la incognita. En una segunda etapa de este estudio se reconocieron
areas de dificultad en la adquisicién del lenguaje aritmético-algebraico; de
éstas destacamos lo relacionado con la naturaleza de los numeros negativos;
Filloy y Rojano (1985) se refieren a esta dificultad como un conflicto en la

operatividad y conceptualizacién de los numeros con signo.

Piaget (1960) recurre a la historia en su reflexiéon sobre los numeros negati-
vos. Cita que D’Alembert los consider¢ tan “reales” como los positivos y dife-
rentes de estos ultimos soélo por el signo colocado delante de ellos.
D’Alembert presenta el siguiente ejemplo: “se busca el valor de un numero x
que sumado a 100 haga 50. Se tendra por las reglas del algebra x+100=50 y
x=-50. Esto significa que la cantidad x es igual a 50 y en lugar de ser agrega-
da a 100 debe ser quitada. El problema deberia enunciarse asi: “Encontrar
una cantidad x que siendo restada de 100, queden 50. Se tendria entonces
100-x=50, x=50 y la forma negativa de x no subsistira mas”. Ante estas con-
sideraciones de D’Alembert, Piaget afirma que al comprar mas de lo que se
ha pagado se contrae una deuda y al retroceder mas de lo que se ha adelan-
tado se realiza una marcha hacia atras, que constituye propiamente un uso
en la acciéon misma del numero negativo. Afirma que el resultado mas simple

de las operaciones concretas, el numero positivo, produce una toma de con-
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ciencia muy anterior al numero negativo, vinculado al desarrollo del meca-

nismo operatorio como tal. La propiedad esencial del numero no es estatica y

perceptual, sino dinamica y vinculada a la accién misma, interiorizada en

operaciones. Desde este punto de vista, el numero negativo puede compa-

rarse con el positivo, es resultado de la misma accion, en el sentido mas es-

tricto del término, pero simplemente orientado en sentido inverso.

Glaeser (1981), que también se apoya en un planteamiento histérico, reporta

los siguientes obstaculos:

1.
2.
3.

Ineptitud para manipular cantidades negativas aisladas.
Dificultad para darle sentido a cantidades negativas aisladas.
Dificultad para unificar la recta numérica.
a) Diferencias cualitativas entre las cantidades negativas y los
numeros positivos.
b) La recta como yuxtaposiciéon de dos semirrectas opuestas con
simbolos heterogéneos.
Ambiguedad de los dos ceros.
a) Cero absoluto (equivalente a “nada”).
b) Cero origen (se marca arbitrariamente sobre un eje).
El estancamiento en el estudio de las operaciones concretas (dificul-
tad para desprenderse de un sentido concreto atribuido a los nume-
ros).
Deseo de un modelo unificador. Aspiracion de hacer funcionar un mo-
delo aditivo igualmente valido para ilustrar el dominio multiplicativo en

donde ese modelo es inoperante.

Freudenthal (1983) adopta una perspectiva histérica y plantea que los nume-

ros negativos se originaron a partir de la necesidad algebraica formal de vali-

dar la solucion general de las ecuaciones, pero no fue sino hasta la algebri-
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zacion de la geometria, es decir, la geometria analitica, que adquiere vigen-

cia su contenido.

Esta algebrizacion y los sistemas de coordenadas asumen la existencia y
uso de los numeros negativos; los numeros con signo fueron introducidos
como magnitudes, pero cuando se utiliza el método cartesiano no se puede

evitar que las letras representen también numeros negativos.

Con respecto a la introduccion de la ensefianza de los numeros negativos,
Freudenthal (1973) destaca que la necesidad de una racionalizacion que su-
pere la intuicion es percibida por vez primera con los numeros negativos, las
fracciones se encuentran en la aritmética y los numeros negativos en el al-
gebra. Por lo general, los enteros negativos son abordados intuitivamente
con la recta numérica y resulta util este enfoque; sin embargo este autor no
lo considera confiable. Argumenta que el método inductivo-exploratorio pue-
de combinarse con el método intuitivo, donde el estudiante trabaja con tablas

como la siguiente:

3+2=5 3-2=1 3x2=6 (-3)x2=-6
3+1=4 3-1=2 3x1=3 (-3)x1=-3
3+0=3 3-0=3 3x0=0 (-3)x0=0
3+(-1)= 3-(-1)= 3x(-1)= (-3)x(-1)=
3+(-2)= 3-(-2)= 3x(-2)= (-3)x(-2)=

El método inductivo-exploratorio se basa en una extrapolacién al otro lado
del cero. Es un complemento dinamico de la contemplacion pasiva de la re-
cta numeérica, incluso, si se conserva el enfoque intuitivo, es un complemento
valioso y si no se utiliza la recta numeérica, resulta el acercamiento mas natu-
ral. En la presente tesis asumimos la hipotesis de que, con el apoyo de la
calculadora los alumnos podran anticipar resultados y formular generaliza-

ciones trabajando con actividades como las que Freudenthal menciona.
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Fischbein (1987) concuerda con Freudenthal y profundiza en los significados
intuitivos de los conceptos; sefala que el numero negativo aparentemente
contradice la existencia de si mismo. Los numeros negativos surgieron en la
historia de las matematicas como una clase de artefactos, como subproduc-

tos de problemas matematicos disefiados inadecuadamente.

La dificultad es mayor cuando se realizan operaciones con estos numeros,
en particular la multiplicacion. Estas dificultades guardan paralelismo con las
encontradas en los decimales, mientras que 3 veces 0.65 significa
0.65+0.65+0.65, 0.65 veces 3 (con 0.65 como operador) no tiene significado
intuitivo; la idea de incrementar cambia en los enteros cuando el primer su-

mando es positivo y el segundo es negativo.

Un acercamiento a la historia nos muestra que la nociones de numero y fun-
cién han sido concebidas operacionalmente por largo tiempo, antes de crear-
se sus definiciones y representaciones. El numero fue un proceso ciclico en
que se observa la misma sucesion de eventos cada vez que se origina una
nueva clase de numero (natural, entero, racional, real, complejo), Sfard

(1991) propone que tal sucesion tiene tres fases.

Preconceptual. En ésta los matematicos se familiarizan con ciertas operacio-
nes sobre numeros ya conocidos, las manipulaciones rutinarias se conside-

ran como lo que son, solo procesos.
Operacional. Surge una nueva clase de numeros de los procesos familiares;
la idea de un nuevo constructo abstracto aunque de amplio uso provocara

aun fuertes objeciones y acaloradas discusiones filosoficas.

Estructural. Aqui el numero se ha reconocido finalmente como un objeto ma-

tematico maduro.
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Analizada esta sucesion de eventos, la historia de los numeros puede visua-
lizarse como una larga cadena de transiciones de la concepcién operacional

a la estructural.

Sfard (1991) sefiala que los numeros negativos pueden adquirir sentido en
muchas areas con consecuencias insospechadas, por ejemplo:
- El sistema de coordenadas en geometria, se completé y fortalecié por
la introduccion de los numeros negativos.
- El concepto de vector contribuy6 a nuevas simplificaciones en compa-
racion con la geometria analitica.
- La operatividad y los conceptos asociados a los numeros negativos
permiten que en fisica haya cobrado sentido hablar de voltajes, velo-
cidades, fuerzas, entre otros conceptos.

Investigaciones sobre numeros con signo

Algunos autores han hecho planteamientos tedricos acerca de la problemati-
ca de los numeros enteros basadas en evidencias empiricas. Al respecto,
Bell (1986) utiliza una estrategia de ensefianza que denomina “por diagndsti-
co” para analizar algunos problemas que presentan estudiantes de 8 a 9
afios de edad con los numeros enteros. Este método implica el estudio de la
comprensidon que poseen los alumnos del tema, la identificacion de errores y
las falsas concepciones y después el diseno de la ensefianza en donde las

falsas concepciones sean expuestas y resueltas a través de un conflicto.

Bell encontré cuatro obstaculos que surgen en situaciones acerca de tran-
sacciones de dinero y escalas de temperaturas:
1. Dificultades en la conceptualizacién de cantidades enteras o de los

propios numeros negativos, su ordenacion y su uso.
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2. Dificultades en problemas cuya solucion requiere una inversién del
pensamiento; en problemas que contienen palabras clave como “mas”
o “sube”, suponen que estas palabras implican sumar.
Dificultades para aceptar numeros menores que cero.
Dificultades al trabajar con cambios, cuando éstos se refieren a un
punto de partida desconocido; errores conceptuales como: “subir es
aumentar”, “ignorar el signo”, “signo denota region”, “omitir el signo

mientras se esta operando” y “confundir posicién y movimiento”.

Peled (1991), estudié como perciben los estudiantes los numeros negativos y
su operatividad; su investigacion condujo a la identificacion de niveles de co-
nocimiento en dos dimensiones: de cantidad por un lado y de la recta numé-
rica por otro. Con respecto a la recta numérica, este autor describe cuatro

niveles:

1° El alumno reconoce los numeros negativos a la izquierda del cero sobre la
recta numérica; son una reflexion de los numeros ya conocidos y comienzan
con -1; la relacion de orden se amplia a toda la recta, el nUmero que se en-

cuentra mas a la derecha es el mayor.

2° El alumno extiende las operaciones de adicion y sustraccion con los nu-

meros negativos.

3° El alumno extiende las definiciones de adicidén y sustraccién; existen dos
mundos, uno positivo, a la derecha, y otro negativo, a la izquierda; asi, la
adicion significa ir hacia numeros mayores en el mundo positivo y también

significa ir hacia numeros de “mayor negatividad”.
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4° El estudiante no tiene que considerar el signo de ambos numeros, sino
puede referirse simplemente al segundo numero y determinar si el movimien-

to sobre la recta numérica sera a la derecha o a la izquierda.

Vergnaud (1982), comenta que le sorprende que en Francia el algebra sea
introducida tardiamente y con lentitud y que el calculo de los numeros nega-
tivos se ensefe antes de introducir el tratamiento de ecuaciones. Segun
Vergnaud, el problema didactico a resolver consiste en crear las condiciones
para que los estudiantes representen algebraicamente los problemas utili-
zando en forma simultanea los numeros sin signo (medidas de tamafios o de
cantidades) y los numeros con signo (cuantificacién de transformaciones y

relaciones).

Investigacion sobre modelos de ensefianza
Janvier (1985) propone clasificar estos modelos en dos categorias: la recta
numeérica y objetos de naturaleza opuesta. En este trabajo incluiremos inves-

tigaciones que corresponden a otra categoria: problemas aditivos.

Recta numérica.

Entre los modelos de ensefianza para numeros enteros en el dominio multi-
plicativo se ubica el de Glaeser (1981) y mas tarde el de Crowley (1985);
ambos recurren al esquema de velocidades (d =vt) donde un sujeto o un au-

to, se mueve sobre una recta.

Cofman (1981) acude a situaciones cotidianas para ilustrar la multiplicacion y
la division de enteros, por ejemplo: el dia esta despejado y el sol penetra por
una ventana cuyos barrotes forman sombras paralelas en el piso; Cofman

sugiere lo siguiente:
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o A B’ C’

Los rayos del sol AA’, BB’ y CC’ pueden considerarse paralelos, ya que el sol
estd muy lejos. Supongamos que OA=AB=BC. Se tiene entonces que
OA’=A’B’=B’C’. De ambas se sigue que OC=30A, OC’=30A’; por lo tanto
OC:OA=3y OC’:0A’= 3.

Si hacemos OA’= 1, entonces: OC’:0A’=0C’. Esto nos conduce a un diagra-
ma para la divisién: OC:0A=0C’.

Como podran observar, esto sélo se ha aplicado para numeros positivos y la
actividad continua para propiciar la reflexidon sobre los numeros negativos

extendiendo los ejes hacia la izquierda y hacia abajo respectivamente.

Romero (1999) aborda el modelo de la recta como instrumento de investiga-
cion en la descripcidn de las dificultades en la adicidon y sustraccion de nume-
ros con signo. Haciendo referencia a Freudenthal (1983), menciona algunos
aspectos en torno al uso del modelo de la recta para introducir y operar de-
ntro del dominio numérico de los enteros, hace énfasis en que los modelos
mas antiguos son: ganar y perder, subir y bajar escaleras y el del terméme-
tro. Sin embargo, la adicidon y sustraccion de enteros siguen manifestando
dificultades debido a que los estudiantes no dan sentido a las operaciones
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efectuadas en la recta. Bruno (1994) indica que el error mas frecuente que
cometen los alumnos, tanto en la suma como en la resta, es representar los

numeros de forma aislada.

Romero (1999) utilizé en su investigacidon una metodologia cualitativa con el
fin de indagar el tipo de dificultades y procedimientos que se presentan en el
alumno de secundaria al realizar la adiciéon y sustraccidon de numeros ente-
ros. Para disefar el cuestionario inicial, revis6 algunos libros de texto de ma-
tematicas, de 1° y 2° grado de secundaria para seleccionar ejercicios afines
al trabajo de investigacion. El cuestionario hizo referencia a los siguientes

temas:

= Ubicacién de enteros en la recta numérica.

* Vinculacién entre un numero entero y una situacion que es expresada
en lenguaje verbal.

= QOperaciones con numeros enteros a nivel sintactico.

» Resolucion de problemas verbales.

Los temas estudiados durante el periodo de instruccion para el grupo de tra-
bajo se relacionaron con los numeros enteros hasta la adicion y la sustrac-
cion, tomando como base de toda la explicacion el uso de la recta numérica.
El periodo de instruccion consistid en trabajar una hora diaria por cuatro se-
manas. El profesor explico los temas para generar la participacion y la inter-
comunicacion entre el expositor y los escolares. Los temas fueron los si-

guientes:

= Ubicacion de enteros en la recta numérica horizontal empleando dife-
rentes escalas.
= Vinculaciéon de numeros enteros a situaciones de la vida cotidiana ex-

presadas en lenguaje verbal.
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Relacion de orden de los enteros en la recta numérica horizontal y ver-
tical.
Valor absoluto de un entero en la recta numérica.

Numeros simétricos en la recta numérica.

Las conclusiones a que llegd Romero fueron enfocadas a dos grandes ru-

bros, la ubicacion e interpolacion de enteros y la relacién de orden en los

mismos.

Con respecto a la ubicacion e interpolacion de enteros se concluyo que los

estudiantes:

Tienen distintas maneras de registrar los signos de un numero entero.
at = +a b- = -b

Emplean diferentes escalas en la misma recta.

Pierden al cero como origen en algunas situaciones.

Tiene problemas cuando cruzan al cero.

Omiten el signo menos al referirse en forma verbal o escrita a un nu-

mero negativo.

Respecto a la relacién de orden de los enteros se concluyé que:

Los alumnos indican el orden de los enteros en la recta numérica, los
procedimientos que emplean para establecer la tricotomia entre dos
numeros enteros se describen a continuacion:

Sefalan al cero como referencia para comparar dos enteros negati-
vos: el que esta mas cerca del origen es mayor; lo mismo sucede para
comparar enteros positivos.

Senalan al cero como referencia para comparar dos enteros positivos:
el que estad mas lejos del origen es mayor.

Justifican el orden de los negativos en la recta como si fueran natura-

les.
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- Sefalan que un numero negativo es menor que otro conforme se aleja
de los positivos.

- Establecen que los numeros positivos son mayores que los negativos
porque los primeros estan a la derecha del cero.

- Caracterizan al cero como un numero mayor que los negativos por es-

tar mas cerca de los positivos.

Como podemos ver, las conclusiones no hacen énfasis en las dificultades de
adicion y sustraccion de numeros enteros, esto sugiere que el modelo de la
recta numérica no aporta elementos contundentes que puedan describir las

dificultades en la suma y la resta.

Alarcon (1990) sefala que cuando tenemos que ensefiar a nuestros alumnos
los enteros nos encontramos que como (-6)+(-3) les resultan excesivamente
dificiles y cuando en cursos posteriores tienen que realizar este tipo de ope-

raciones se equivocan al realizarlas.

Las contrariedades se agudizan cuando el alumno accede al estudio del al-
gebra como consecuencia y no ha comprendido por qué se produce determi-
nado signo en el resultado de una operacion. Con referencia a lo anterior,
Gallardo (1994) reporta que los numeros negativos constituyen uno de los
obstaculos perdurables con que se enfrenta la ensefianza del algebra y que
el ambito de las ecuaciones no es suficiente para darle sentido a estos nu-

meros.

Objetos de naturaleza opuesta
El trabajo de Gallardo (1994), denominado “El estatus de los Numeros Nega-
tivos en la resolucion de ecuaciones algebraicas” consiste en determinar el

nivel conceptual de los numeros negativos que el estudiante necesita alcan-
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zar para poder resolver ecuaciones. Para emprender esta investigacion par-

tio de los resultados arrojados en el estudio clinico “Operacion de la Incogni-

ta” (Rojano, 1985), ya que en éste se encontraron evidencias de que los nu-

meros negativos constituyen uno de los obstaculos perdurables con que se

enfrenta la ensefianza del algebra.

Su trabajo de investigacién esta formado en dos etapas. En la primera anali-

za obras histéricas en busca de elementos explicativos de los hechos obser-

vados en el proceso de ensefanza de la resolucidén de ecuaciones en cuanto

a la incidencia de los numeros negativos; la segunda hace referencia al mon-

taje de un diseno experimental que comprende los siguientes pasos:

a)
b)

Elecciéon de una poblacion estudiantil.

Disefio y aplicacion de un cuestionario a la poblacién seleccionada,
con el fin de explorar la eficiencia operatoria en la resolucion de ecua-
ciones y las respuestas que conducen a soluciones negativas.
Seleccion de alumnos para entrevistas clinicas. Se utiliza el método
clinico con el propdsito de registrar la observacion del mayor numero
posible de hechos en un solo individuo; el método se caracteriza por
centrar la investigacion sobre comportamientos narrados por el sujeto
y reacciones observables.

Analisis e interpretacién de estudio de casos con relacion a tres com-
ponentes: uso de un modelo de ensefianza, resolucion de problemas
verbales y dificultades sintacticas.

Contraste de los resultados obtenidos en los ambitos histérico y dina-

mico.

Gallardo sefala que en el proceso de ensefanza aprendizaje de los numeros

negativos es necesario recurrir a los modelos; la explicacion abstracta no es

suficiente para los estudiantes, ya que ellos desearian vincular cosas de la
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realidad al nuevo concepto de numero y modelar las nuevas operaciones de

alguna forma.

El andlisis realizado en el trabajo de investigacion sugirié el uso del modelo

chino. Este modelo se centra en la oposicidon entre positivos y negativos; el

concepto basico es “la suma de opuestos es cero”. El modelo se basa en dos
aspectos:

1) El conteo de los numeros positivos extendido a los numeros negativos.

2) El proceso de sustraccion; existen casos en que se requiere una re-

presentacion alternativa del minuendo para llevar a cabo la operacion

de resta.

En el modelo chino, la accidon de sumar se representa al unir o juntar los ele-
mentos del modelo, donde las bolas blancas representan a los numeros posi-
tivos y las negras a los negativos; cuando se aparean la misma cantidad de

bolas se convierte en elementos nulos, principio fundamental del modelo.

No aparece la sustraccion entendida como “completar a”. La representacion
alternativa del numero cobra relevancia para la resta cuando el sustraendo
es mayor que el minuendo. El cero juega un papel dual, como elemento nulo
y como elemento compuesto por opuestos. Esta dualidad del cero, de ser
nada o ser totalidad lo convierte en un elemento privilegiado que ayuda o

dificulta el proceso de comprension de los numeros negativos.

Cabe senalar que el interés fundamental del modelo chino no se encuentra
€en su uso para la ensefianza, sino como un recurso que muestra las tenden-
cias cognitivas de los sujetos manifestadas ante la presencia de nuevos con-

ceptos y operaciones (Filloy, 1991).
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Estas tendencias exhiben el nivel de aceptacién del numero negativo que
poseen los alumnos. Asi la nocidon de numero negativo atraviesa por diversas
etapas de conceptualizacion, a saber: como sustraendo, donde la nocién de
numero esta subordinada a la magnitud; como numero con signo, cuando se
le asocia el signo mas o el signo menos; como numero relativo (0 numero
dirigido), donde en el dominio discreto surge la idea de cantidades opuestas
con relacién a una cualidad y en el dominio continuo la idea de simetria; co-
mo numero aislado donde se advierten dos niveles, el de resultado de una
operacion o como solucion de un problema o ecuacion; y por ultimo, el con-
cepto matematico formal de numero negativo, donde éste adquiere el mismo

estatus que el numero positivo (Gallardo, 1994 ).

Entre las conclusiones de Gallardo destaca el “predominio del negativo” que
se manifiesta en los siguientes hechos:
» La suma se interpreta como resta: a+(-b) como a-(+b)

» La resta no puede visualizarse como suma: a—b # a+(-b )

La mayoria de los estudiantes que presentan este predominio exhiben una
operatividad débil en las situaciones sintacticas, asi como la preferencia de
métodos aritméticos en la resolucion de problemas verbales en el uso del
lenguaje algebraico, por lo tanto estos alumnos no alcanzan niveles avanza-
dos de conceptualizacién del numero negativo.
Los estudiantes que resultaron competentes del Modelo Chino poseian:

» Una clara visidon de que la suma de opuestos es cero.

*= Un buen uso de la naturaleza dual del cero: como elemento nulo y for-

mado por el punto anterior (opuestos).
» Representacion del numero a como a+0+0+...
= Permanencia en el dominio aditivo y no intervenciéon de la regla multi-

plicativa de los signos.
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» Clara diferenciacion de las acciones de sumar y restar. Es importante
sefalar que el modelo diferencia claramente los signos de operacion
(acciones) de los signos del numero (colores), esto es, la dualidad del
signo menos se pone al descubierto.

= Distincion de los lenguajes utilizados (del modelo y del aritmético).

= Reconocimiento del negativo como numero con signo y como numero
relativo.

= Aceptacion del negativo como resultado de operaciones.

Por otro lado, el modelo permite inferir la regla de los signos al comprobar
que los resultados de a+b y a-(-b) son iguales. Asi como también que a-b =
a—(+b) = a+(-b). Posiblemente los alumnos de secundaria podrian descubrir
estas dos ultimas situaciones si se realizaran actividades y/o situaciones di-

dacticas con la calculadora.

También se reporta un fendmeno denominado “algoritmia ciega de la sus-
traccidn”, generalizado en la poblacién, que consiste en el uso ciego de las
reglas sintacticas que impiden la comprension de los conceptos, esto es, la
interaccion dialéctica semantica-sintaxis siempre esta presente; cabe men-
cionar la extrafieza manifiesta en el sujeto cuando comprueba que la suma
no siempre se agranda, la resta no siempre disminuye y que la multiplicacién
no siempre es una suma reiterada. Gallardo sefiala que no resulto relevante
ensefar a multiplicar y a dividir con el Modelo Chino, pues las reglas de ope-

racion se complican.

Esta ultima afirmacion se abordara en la presente tesis a través de situacio-

nes de ensefianza con el uso de la calculadora.
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Problemas aditivos.

El numero negativo en la resolucion de problemas aditivos

Dentro de este ambito encontramos el trabajo de Torres (2001), que aborda
la introduccion del concepto de numero negativo en el nivel medio basico
mediante la resolucion de problemas de tipo aditivo. Torres, sefala que
cuando se trata de un problema algebraico se ha visto que una de las dificul-
tades a las que se enfrenta el alumno es donde aparece el empleo de los

numeros con signo.

Introducir este tema en la ensefianza, y en especial el concepto de los nume-
ros enteros negativos requiere de singular cuidado, pues se ha visto en la
practica que para los jovenes de 12 y 13 afios es dificil concebir un numero
menor que cero. Sobre todo, cuando el estudiante se enfrenta a operaciones
que incluyen un doble signo, de inmediato recurre a la ley de los signos que,
aunque muchas veces no entienda su significado, resulta un recurso que le
facilita la resolucion del algoritmo, pero si no lo sabe de memoria, lo lleva a

un rotundo fracaso.

Torres pretendié averiguar si mediante la resolucién de problemas los estu-
diantes de secundaria mejoran el nivel de conceptualizacion de los numeros
negativos y darle sentido a su uso. El propdsito principal de su trabajo fue
estudiar si con la ensefianza de los numeros negativos mediante la resolu-
cion de problemas, el estudiante de primero de secundaria es capaz de ami-
norar sus dificultades al operar con estos numeros y lograr una mayor com-
prension de ellos, ademas de localizar los errores mas persistentes en que

los estudiantes incurren al resolver operaciones con numeros enteros.

Torres se apoyo en el trabajo de Ernest (1985), quien utiliza la recta numéri-

ca para la resolucion de problemas de tipo aditivo, y en el de Bell (1986),
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quien considera que los alumnos pueden vencer la mayoria de los obstacu-
los al trabajar con numeros negativos si se les plantean situaciones que les

sean familiares.

El trabajo de investigacion de Torres (2001) fue de corte cualitativo, se reali-
z6 un estudio preliminar con alumnos de primer grado de secundaria; los ins-
trumentos empleados fueron un cuestionario inicial, la propuesta de ense-

Aanza, el cuestionario final y seis entrevistas.

El cuestionario inicial se formd por ocho bloques, los cuales contenian ope-
raciones de suma y resta en la recta numérica, problemas verbales con nu-
meros con signo (en diferentes contextos), representaciones numéricas de
situaciones cotidianas con numeros con signo, se pidid a los alumnos que
plantearan situaciones en las que estuvieran presentes los numeros con sig-
no, orden en los numeros enteros, la representacion en enunciados verbales

de lo presentado simbdlicamente y el simétrico de un numero con signo.

Los contenidos que se abordaron en la propuesta en cada una de las siete
sesiones fueron: El ascensor; deudas, pérdidas y ganancias (dinero), tempe-
raturas, numeros simétricos, listas de popularidad (musica); resolucion de
problemas (en contextos de listas y tablas de popularidad) y la resolucion de
problemas (en contextos de edades, ubicacién en la recta numérica, pérdidas

y ganancias y temperaturas).

Dentro de las conclusiones a las que dieron lugar la investigacién se desta-

can las siguientes:
= Las situaciones tales como pérdidas y ganancias, temperaturas, el as-

censor, el termdmetro y los desplazamientos hacia la derecha y hacia

la izquierda, en las que se encuentran los numeros positivos y negati-
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vos favorece la comprension que los estudiantes alcanzan con el con-
junto de los enteros. A esta conclusién ya se habia llegado al parecer
en otros estudios.

» Los estudiantes relacionan algunas frases como “bajo cero”, “ganan-
cias” y “sobre el nivel del mar” con los signos “- “ y “ + “ respectiva-
mente.

= Ante el doble signo (-(-10)), por lo general consideran el signo de ope-
racion y omiten el signo del numero.

»= Al igual que en otras investigaciones los estudiantes muestran dificul-
tades al cruzar el cero.

* La invencion de problemas con numeros enteros, favorece la com-

prensidon que sobre éstos logran los estudiantes.

Problemas aditivos con numeros negativos

Otra investigacion reciente y que tiene relacién con los numeros negativos es
la realizada por Bruno y Espinel (2002), denominada “Problemas aditivos con
numeros negativos: estudio sobre tres métodos de ensefianza con alumnos
de nivel medio basico” cuyo objetivo es comprobar si seguir una metodologia
de ensefianza de los problemas aditivos con numeros negativos en la que los
alumnos redactan problemas, reflexionando y distinguiendo sus estructuras e
incognitas, es beneficiosa para la ensefianza de los problemas aditivos con

numeros con signo.

Esta investigacion (Bruno y Espinel, 2002) analiza tres métodos de ensenan-
za sobre problemas aditivos verbales con numeros negativos con alumnos
de 13 a14 anos de edad; cabe sefialar que los alumnos habian tenido en el

curso anterior una introduccion a los numeros negativos.

Los “tres métodos de ensefanza” de problemas aditivos que emplearon son

los siguientes:
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» Redactar: los alumnos redactan enunciados de historias y luego de
problemas, aprenden a distinguir sus estructuras, los intercambian y
resuelven con sus companeros.

» Resolver: los alumnos practican de forma sistematica una amplia va-
riedad de problemas con las estructuras mencionadas, que se les pro-
ponen secuenciados y en orden de dificultad, segun la posicion de la
incégnita.

= Control: los alumnos estudian las reglas operatorias de los numeros
negativos y posteriormente, practican la resolucién de problemas aditi-
VOs sin poner énfasis en una secuencia segun su dificultad o en dis-

tinguir las estructuras.

En los métodos de redactar y resolver, la experiencia se desarrollé en 10
horas (2 horas semanales, durante 5 semanas). Se aplico una prueba inicial,
nueve problemas aditivos con niumeros negativos y el ultimo dia una prueba
final con igual cantidad de problemas y con iguales estructuras pero diferen-
tes contextos. Solo en estos dos métodos el trabajo de los alumnos fue por

parejas.

Para el método de control, no se preparé material curricular ni se temporali-
zaron actividades; los alumnos siguieron las actividades propuestas por su
profesor y su libro de texto. Estos alumnos aprendieron las reglas operatorias
de los numeros negativos y practicaron problemas aditivos sin seguir una

secuencia concreta.
Todos los alumnos que siguieron cada uno de los tres métodos, resolvieron

las tres pruebas: inicial, final y de retencion; esta ultima prueba se aplico cua-

tro meses después de aplicar la final.
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Cabe senalar que se realizé un estudio estadistico descriptivo (para las tres

pruebas y para los tres métodos) de las variables de interés: dificultad de los

problemas y estrategia de resolucion. Las investigadoras reportan lo siguien-

te respecto a las pruebas escritas (inicial, final y de retencion) y los métodos.

En la prueba inicial la puntuacion mas alta corresponde al método de
control, seguido por el de resolver y, por ultimo, el de redactar; los
alumnos del método control eran los que tenian menos conocimiento
de los numeros negativos.

En las pruebas final y de retencién las mayores puntuaciones corres-
ponden al método resolver, seguido del método redactar, y por ultimo,
el de control. Es decir, los alumnos que siguieron un trabajo sistemati-
co con los problemas aditivos con numeros negativos obtuvieron mejo-
res resultados que los que siguieron su libro de texto, esto es, los

alumnos que usaron el método control.

Respecto a la resolucion de problemas, en los tres métodos existen
similitudes en las respuestas erroneas, la que ocurrio con mas fre-
cuencia fue el planteamiento incorrecto de las operaciones, seguido
del uso de las reglas operatorias incorrectas. Por lo tanto, de esto de-
rivan que la principal dificultad de los problemas aditivos con numeros
negativos esta en asociar el enunciado del problema con una opera-
cion correcta. Para muchos alumnos esa dificultad no esta producida
por una mala o una inadecuada comprension del enunciado, sino por
no identificar la operacién que resuelve el problema, y por no relacio-
nar el significado con los aspectos formales y operatorios (Bruno y Es-
pinel, 2002).

Por otro lado, el método redactar implica que el profesor tiene un pa-

pel diferente al tradicional, rompe el esquema habitual de clase: expli-
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cacion del profesor, y luego, practica de ejercicios; al contrario hay
gran participacion de los alumnos ya que propicido que expresaran sus

ideas, asi como descubrir sus contextos preferidos.

Afirman que un trabajo sistematico de los problemas aditivos con nu-
meros negativos (métodos redactar y resolver), produce mejoras en la

resolucion de los mismos por parte del estudiante de nivel basico.

Posiblemente se mejoren los resultados obtenidos en el método re-
dactar si se propicia de manera mas eficiente que los estudiantes re-
flexionen sobre los enunciados, que no respondan mecanicamente y
que comprendan que no todos los problemas son iguales en cuanto a

su estructura.

Para las autoras el método redactar es una alternativa de ensefianza
al menos mejor que el usual (el método control), pero no soluciona las
dificultades que tienen los problemas aditivos con numeros negativos.
Se necesita mas tiempo de ensefanza; tal vez a lo largo del curso es-

colar se consigan mayores resultados.
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CAPITULO 3
REFERENTE TEORICO

En este capitulo se discuten algunas de las aportaciones del cognoscitivismo
y del paradigma sociocultural. En estas posturas tedricas se enmarca el
acercamiento al aula en que se sustenta esta tesis. A este respecto cabe se-
Aalar que la investigacion de Bruner sobre la ensefanza de la lengua mater-

na desempefa un papel central en el referente teérico que aqui adoptamos.

El cognoscitivismo
Los psicologos de la Gestal desarrollaron una teoria en Europa que apuntaba
hacia la importancia de comprender la estructura’ para la resolucion de pro-

blemas y para el pensamiento en general.

Wertheimer (1959), fue uno de los psicdélogos que se preocup6 del aprendi-
zaje y de la ensenanza de las matematicas y pretendia demostrar las dife-
rencias de resultados que se podian obtener del aprendizaje memoristico y el
aprendizaje con significado. En particular queria poner de manifiesto el fun-
damento del pensamiento productivo por medio del problema del paralelo-
gramo y encontré que los nifios que aprendian el algoritmo para calcular el
area sin comprender los principios estructurales en que se basaba, se limita-
ban a seguir ciegamente las reglas que marcaba el profesor, quedaba claro
que se les habia ensefiado el algoritmo de forma mecanica y no lo habian
aprendido de forma significativa. Resnick (1990) llamaba feas a las solucio-
nes mecanicas mientras que a aquellas que se basaban en una verdadera
comprensién de la estructura las consideraba elegantes y de un pensamiento

productivo.

' Para comprender la estructura de las matematicas hay que comprender las interrelaciones
entre los conceptos y las operaciones como las reglas por las que se pueden manipular y
reorganizar para descubrir nuevos patrones y propiedades. Resnick. Ministerio de Educacion
y Ciencia. Ed. Piados. México.1990.
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Otro de los representantes de este enfoque fue Polya (1945), su aportacion
se centré en las pistas que ayudan a la gente a tener insights? en la resolu-
cion de problemas; propone una serie de preguntas especificas 0 pasos a
seguir cuando se trabaja un problema considerado heuristico, lo cual permite
proceder de forma sistematica hacia el insight en vez de esperar a que el
pensamiento productivo sea fruto del azar o aparezca a los poco alumnos
superdotados. Segun Polya la resolucion de problemas se puede dividir en
cuatro etapas:

1. Comprender el problema

2. Concebir un plan

3. Llevar acabo el plany

4

Comprobar el resultado.

Para David Ausubel “las personas aprenden mediante la organizacién de la
nueva informacion, colocandola en sistemas codificados” (Antologia. SEP. E-
321), es decir, que el aprendizaje debe tener lugar a través de la recepcion
mas no del descubrimiento; los profesores deben presentar materiales a los
alumnos de una forma cuidadosamente organizada, en secuencias. Ademas,
Ausubel considera que el aprendizaje debe progresar deductivamente, par-
tiendo de los conceptos generales para llegar a una comprensién de los es-

pecificos.

Para este autor, “el objetivo de la ensefianza estriba en ayudar a los alumnos
a comprender el significado de la informacién presentada de forma tal que

puedan combinar el nuevo material con lo que ya saben” (Antologia. SEP. E-

2 \ocablo inglés. Comprensién consciente y repentina de la solucién de un problema, de una
relacion légica, comprension que no es producto de un aprendizaje por ensayo y error ni por
condicionamiento sino de una reorganizacion del campo perceptivo. Diccionario Ciencias de
la Educacion.. Ed. Santillana. México.
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321), o sea, para que pueda A ver aprendizajes significativos es preciso rea-

lizar conexiones con el conocimiento ya existente de los alumnos.

Su enfoque es a través de la exposicion y tiene cuatro caracteristicas:
¢ Interaccién entre el profesor y los alumnos
e Hacer uso de los ejemplos (dibujos, graficos o imagenes)
e Esdeductivoy

e Es secuencial

Uno de los autores mas reconocidos en el enfoque cognoscitivista es Piaget,
el se preocupo especificamente del proceso y del desarrollo del pensamiento
de los nifios, es decir por las estructuras cognoscitivas y aunque estas es-
tructuras no se podian observar directamente como en el caso de las fisicas,
intentd poner de manifiesto los procesos del pensamiento a través de la en-

trevista clinica.

La estructura para este autor, es algo que construye activamente el organis-
mo, es una creacion humana; su concepto de estructura se asocia con la teo-
ria evolutiva del intelecto humano, en la que su esencia es que al ir creciendo
las personas, no sélo adquieren mas conocimiento, sino que desarrollan es-

tructuras cognitivas nuevas y mas complejas.

Para Piaget, el aprendizaje de las matematicas y su aplicacién consiste en
pensar activamente y en actuar sobre el entorno, no en advertir pasivamente
lo que se presenta, ni tampoco en memorizarlo (Resnick, 1990). Con referen-
cia a este aprendizaje activo, Piaget citdé a Pestalozzi, Froebel, Montessori y
otros autores que desarrollaron métodos activos en el sentido de que privile-

giaron las acciones sobre cosas mas que escuchar al maestro.
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Ademas, sefalé que Sécrates usaba un método activo con el lenguaje y que

la caracteristica del método socratico era comprometer al discipulo para que

construyera activamente su propio conocimiento (Antologia. SEP. E-321),

luego entonces, la labor del docente consiste en averiguar qué es lo que ya

sabe el alumno y cdmo razona con el fin de formular la pregunta precisa en

el momento exacto, de modo que el alumno pueda construir su propio cono-

cimiento (Antologia. SEP. E-321), al formular la pregunta se realiza lo que

conocemos como intervencion didactica.

A continuacién se senalan tres principios pedagogicos derivados de la teoria

de Piaget.

1.

El aprendizaje debe ser un proceso activo, porque el aprendizaje se
construye desde adentro. Una buena pedagogia debe abarcar situa-
ciones que presentadas al nifio, le den la oportunidad de que él mismo
experimente, manipulando simbolos, haciendo preguntas y buscando

sus propias respuestas.

Las interacciones sociales, la cooperacion entre los nifios y entre el

nifo con el adulto, es importante para el desarrollo intelectual.

Prioridad de la actividad intelectual basada mas sobre experiencias di-
rectas que sobre el lenguaje. Algunos autores como Almy, Duckworth
y Furth apoyan esta situacién y hacen notar que el lenguaje es impor-
tante, pero no a expensas del pensamiento. Como veremos mas ade-

lante, este principio no concuerda con lo propuesto por Bruner.

Por ultimo, este autor sefiala que las escuelas deben privilegiar no la obe-

diencia, sino desarrollar la autonomia y la cooperacion; Furth ademas agrega

que el primer objetivo de la educacion debe ser ensefiar a pensar.
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El &lgebra como lenguaje

Un autor que también dio grandes aportaciones a la educacion fue Bruner,
de él recuperamos dos ideas principales aplicadas a la ensefianza en el aula,
el aprendizaje por descubrimiento y la ensefianza de la lengua materna, en-
foques que han sido adoptados por varios investigadores en el campo de la

educacion matematica.

Cedillo (1996) sefala que muchos educadores matematicos han asumido la
posicion de considerar al algebra como un lenguaje. Al respecto Mason
(1985) argumenta que el algebra es en primer lugar un lenguaje, una manera
de decir y de comunicar. Para Sutherland y Rojano (1992) en el algebra esta
el lenguaje de las matematicas, un lenguaje que se puede utilizar para ex-
presar las matematicas o aun dentro de otras disciplinas. Cedillo (1996), pro-
pone que el lenguaje algebraico se puede aprender de manera similar a co-
mo se aprende la lengua materna. La vision del algebra como lenguaje ha
sido cambiada y ensanchada por la tecnologia. La disponibilidad de diversas
representaciones para expresar relaciones cuantitativas tales como graficos y
tablas ha influenciado las maneras en que los educadores conciben la ense-

Aanza y el aprendizaje del algebra.

Desde esta vision el algebra se puede considerar como un lenguaje con va-
rios dialectos: simbolos, graficos y tablas. Particularmente, los nuevos recur-
sos tecnoldgicos parecen consolidar esta visién del algebra como lengua pa-
ra generalizar la aritmética. A este respecto Tall (1993) sefala que él aboga
por introducir el simbolismo algebraico usandolo como un lenguaje para co-
municarse con la computadora, con la programacion propiciar un lenguaje
algebraico significativo que se pueda utilizar para describir patrones numéri-
cos y sugiere que usar el cédigo simbdlico de un lenguaje en programacion,
y en particular hablarlo en un contexto, es donde el lenguaje algebraico tiene

sentido. Por ejemplo, un comando en BASIC tal como a=3 seguido por
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IMPRIMIR a+1 producira el valor 4, esto parece ser una tarea facil para que
los nifios predigan qué sucede con la aplicacion del comando IMRPIMIR a+2.
Los resultados de tal comando pueden ser predichos y después ser proba-
dos. Aunque el lenguaje BASIC esta cerca del algebra tradicional hay dife-
rencias, por ejemplo el signo de multiplicacion (es decir 2*x en vez de 2x o de
2XX).

La primera, y quizas mas clara tentativa de acercar el aprendizaje de las ma-
tematicas basado en la metafora de la adquisicion del lenguaje materno fue
hecha por Papert (1980). El retom6 de Piaget la idea de considerar a los ni-
Aos como constructores de sus propias estructuras intelectuales. Senala que
los niflos parecen ser principiantes naturalmente dotados, adquiriendo mucho
antes de ir a la escuela una cantidad extensa de conocimiento por un proce-
so que el llamo aprendizaje Piagetiano o aprendizaje sin ensefianza. Por
ejemplo, los nifios aprenden a hablar, aprenden intuitivamente la geometria y
aprenden bastante de légica y de retdrica, todo esto en el entorno de sus pa-
dres, lo mas sorprendente es que esto se da “sin ser ensefiado” (sin una en-
sefanza formal). Debemos preguntar por qué ocurre que algunos nifios
aprenden tan temprano y espontaneamente, mientras que algo se retrasa
muchos afios o no sucede en todos sin la ensefianza formal deliberadamente

impuesta.

El aprendizaje por descubrimiento

Bruner plantea que una progresion en la ensefianza de las diferentes mate-
rias ayuda a los estudiantes a descubrir relaciones, esto desde luego toman-
do en cuenta el desarrollo cognitivo de los alumnos. Esta organizacion en las
materias de ensefanza refleja que el aprendizaje procede de lo simple a lo
complejo, de lo concreto a lo abstracto y de lo particular a lo general; al con-

trario que Ausubel, el aprendizaje debe ser inductivo.
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En el enfoque del aprendizaje por descubrimiento el profesor debe organizar
la clase de tal manera que los alumnos aprendan a partir de su propia activi-
dad, debe plantear a los estudiantes preguntas que les intriguen, situaciones
desconcertantes o problemas interesantes. Para que esto se pueda llevar a

cabo, se requiere un pensamiento intuitivo y analitico.

El aprendizaje por descubrimiento presenta algunas ventajas, entre éstas:
e Ayuda a los nifilos a aprender como aprender.
e Produce una excitacién y auto motivacion.
e Permite al alumno actuar de acuerdo a sus propias capacidades.
e Fortalece el concepto que de si mismo tenga cada estudiante.
e Es probable que los alumnos desarrollen un sano escepticismo res-
pecto de las soluciones simplistas a los problemas.
e Los estudiantes son responsables de su propio aprendizaje (tal vez

sea la ventaja mas importante).

La enserianza de la lengua materna
Cedillo (1996) propone que existen dos principios que pueden explicar la ad-

quisiciéon de la lengua materna:

Los significados del lenguaje determinan sus diferentes usos
Este enfoque ha sido utilizado ampliamente en matematicas, algunos profe-
sores Y libros ilustran este principio; inician con definiciones, ejemplos y re-
glas sintacticas (parte de la gramatica que estudia la estructura de la oracién)
y se termina con problemas que requieren de aplicar esas definiciones, re-
glas y ejemplos. Aun cuando muchos de nosotros hemos aprendido bajo este
enfoque, los resultados de alguna manera no han sido satisfactorios, asi lo
muestran los resultados que México obtuvo en PISA 2003, particularmente

en matematicas el 66% de los estudiantes se ubicé en el nivel 1 de compleji-
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dad; solo el 0.4% se ubico por arriba del nivel 5 y no tuvo estudiantes que se
desempenfiaran en el nivel 6. Cabe sefalar que PISA tiene clasificaciones del
1 al 6, donde los estudiantes que se ubican en el nivel 1 son los que resuel-
ven los problemas mas sencillos, mientras que los que se ubican en el nivel 6
estan capacitados para resolver problemas realmente complejos (Ramos,?
2005).

El uso del lenguaje determina sus significados

Este principio concuerda con el trabajo de Bruner (1980,1982, 1983, 1985),
quien condujo extensamente un estudio que indagé como se adquiere el len-
guaje natural (Cedillo, 2000). Si asumimos que el algebra es un lenguaje,
este principio sugiere que la ensefianza del algebra como lenguaje en uso;
este enfoque se basa en proponer la ensefanza de esta disciplina de mane-
ra similar a la forma en que adquirimos la lengua materna. En esta tesis
asumimos este principio. La lengua materna se aprende a través del uso, no
parte de reglas y definiciones, es mediante la interlocucion con los adultos
que el nifo va asignando significados al lenguaje aun antes de poder emitir
su primera expresion verbal y gradualmente va afinando sus estrategias de
comunicacion linguistica” (Cedillo, 1996; 2001, 2003).

Bruner sugiere que el lenguaje natural no sélo es una consecuencia del de-
sarrollo intelectual, como fue establecido por Piaget (1985), tampoco un re-
sultado del impresionante sistema neuroldgico que tiene el ser humano, co-
mo fue propuesto por Chomsky (1987), sino que encontré que el lenguaje
natural es ensefando y que el adulto crea un ambiente de aprendizaje de
acuerdo con las capacidades del nifio para que éste aprenda (Cedillo, 2000).

® Ramos Gabriela |. es Directora de la Oficina de la OCDE en México.
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Por otro lado, el trabajo de Bruner aporta evidencias que sugieren que el len-
guaje se ensefia y que su aprendizaje se da a través de formas de interac-
cion entre la madre y el nifio claramente tipificadas; estos hallazgos, aportan
elementos para construir la metafora en que se sustenta la ensefianza del

algebra como lenguaje en uso (Cedillo, 1996).

Cedillo (1996) propone que asumiendo que el algebra es un lenguaje mate-
matico, la transicion de la comunicacion pre-verbal al uso del lenguaje puede
tomarse como un recurso que inspira el disefio de un enfoque didactico para
el uso de calculadoras graficadoras en la transicion de la aritmética al alge-
bra. En este enfoque, el algebra es utilizada como una herramienta para mo-

delar y resolver una serie de problemas.

Dentro de sus aportes tedricos, Bruner sefala que existen tres aspectos que
se encuentran bien relacionados en el estudio del lenguaje: la sintaxis, la
semantica y la pragmatica. Las dos primeras tratan casi exclusivamente con
la comunicacion de la informacion usando un codigo para representar una
parte del conocimiento que concierna al mundo real. La pragmatica se refiere
al proceso evolutivo en el aprendizaje de la lengua a través de su uso e im-
plica diferentes procesos, como los que ocurren para llegar a dominar un
grupo de codigos semanticos y sintacticos. Los elementos de la pragmatica
no representan algo; sino que ellos mismos son algo. La pragmatica esta re-
lacionada con el discurso que depende de un contexto compartido. (Cedillo,
2001)

En realidad, muchos actos del discurso son medios para armonizar formas
de compromiso reciproco o compartido, esto se observa en forma muy parti-
cular en la interaccion entre el alumno y el profesor. A este respecto, Bruner
(1983) creo el concepto de formato para estudiar la forma en que los adultos

crean un ambiente de aprendizaje para que de esta forma puedan interactuar
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con un nifo que aun no es capaz de comunicarse a traves del habla. Esto es
similar a la situacion de un profesor cuando trata de ensefiar algebra a un
estudiante que no es aun capaz de expresarse por €l mismo o ella misma a

través del uso del algebra (Cedillo, 2001).

En términos de Bruner (1983), un formato es un esquema de interaccion que
consiste en una rutina de comunicacién entre el nifio y el adulto; es una for-
ma de interaccion que permite al adulto anticiparse a las intenciones del nifio
y viceversa. Los nifios deben participar en un tipo de relacion social que se
relaciona con el uso del lenguaje en el discurso para que puedan recibir las
claves del lenguaje, esto se refiere a una intencién comun y al establecimien-
to de una presuposicion. En otras palabras, eso implica que para entender lo

que el nifo quiere decir, uno debe ver qué esta haciendo.

Un formato es un esquema de interaccion regulada, en la que el nifio y el
adulto hacen cosas uno para el otro y en conjunto. Por medio de los formatos
se regula la interaccion comunicativa antes que sea usado el discurso lexico-
gramatical, los formatos constituyen los vehiculos para la transicién de la
comunicacion al lenguaje. En un nivel formal, un formato significa una inter-
acciéon de contingencias entre por lo menos dos partes activas, contingencia
en el sentido de que puede ser demostrado que las respuestas de cada

miembro dependen de las respuestas de las otras personas. (Cedillo, 1996)

Un formato es un esquema altamente regulado en el que, con el tiempo y de
acuerdo con el progreso de las habilidades linguisticas del nifo, el adulto in-
troduce sistematicamente nuevos y mas sofisticados elementos que hacen la
forma de comunicacion altamente compleja. Una caracteristica particular de
los formatos usados por el nifio y el adulto es que la relacion entre ellos es
asimétrica: hay uno que sabe qué esta pasando, mientras que el otro sabe
menos (Cedillo, 1996).
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Ratner y Bruner (1997) encontraron que los juegos son los primeros formatos
usados por el padre (madre) para hacer que el nifio interactie mediante el
lenguaje, los formatos tienen la propiedad de hacer evidente a través de la
actuacion cuales son sus reglas y sus objetivos. Las acciones de los nifios,
son la clave para que el adulto moldee el ambiente de la comunicacién,
cuando el adulto sabe como lograr que las cosas se hagan mediante pala-
bras y cdmo guiar los nifios, de esta forma ellos empiezan a darle sentido a

las palabras con base en un contexto dado por reacciones corporales.

Esta investigacion asume los resultados de Bruner sobre la adquisicién del
lenguaje y proporciona un marco para modelar un enfoque de ensenanza
para el algebra en la escuela, particularmente para abordar el estudio del
potencial de la calculadora en la ensefianza de los numeros con signo y sus

operaciones.

A manera de conclusién se anexan algunos puntos importantes que compar-

ten los autores antes citados en el campo de la corriente cognoscitivista.

Para ellos, ensefiar es plantear problemas a partir de los cuales sea posible
reelaborar los contenidos escolares y es también poner al alcance la infor-
macion necesaria para que los nifios puedan avanzar en la reconstruccion de
esos contenidos. Es promover la discusién, es brindar la oportunidad de
coordinar diferentes puntos de vista, es propiciar redefiniciones sucesivas, es
que los nifos se planteen nuevos problemas. Parte de lo individual a lo social

y algo fundamental es que se centra en el interés del alumno.
En las metas que proponen se destaca el favorecer y potenciar el desarrollo

integral del alumno; crear hombres capaces de hacer cosas nuevas, creati-

vos, inventivos, descubridores y no sélo repetir lo que han hecho otros; fo-
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mentar mentes que puedan criticar, verificar y no aceptar todo lo que se les

ofrezca; promover la autonomia moral e intelectual en los educandos.

El educando es visto como un constructor de su propio conocimiento y el re-
constructor de los distintos contenidos escolares a los que se enfrenta. Es un
aprendiz que posee un nivel determinado de conocimientos (estructuras y
esquemas: competencia cognitiva), los cuales determinan sus acciones y
actitudes en el aula. Se debe ayudar a los alumnos a que adquieran confian-
za en sus ideas, que las desarrollen y las exploren por si mismos, a tomar
sus propias decisiones y a aceptar sus errores como algo constructivo. Es un

ser eminentemente activo

En este enfoque, el docente es un promotor del desarrollo y de la autonomia
de los educandos; es quien debe promover una atmdésfera de reciprocidad,
de respeto y auto confianza para el alumno, dando oportunidad para el
aprendizaje auto estructurante. Debe respetar los errores y estrategias de
conocimiento propias de los nifios y no exigir la respuesta correcta asi como

elaborar situaciones didacticas.

Para los cognoscitivistas existen dos tipos de aprendizaje: el aprendizaje en
el sentido amplio (desarrollo) y el aprendizaje en el sentido estricto (aprendi-
zaje de datos y de informaciones puntuales: aprendizaje propiamente dicho).
En el sentido amplio aprender es comprender, inventar, construir uno mismo,
es ensayar ideas, hacer pruebas para descubrir cuales métodos de resolu-
cion funcionan y cuales no. Aqui el error no se concibe como tal, es parte del

proceso natural de aprendizaje.
Las actividades y los procedimientos de ensefanza, deben estar encamina-

dos a facilitar las actividades en forma progresiva, asi como a partir de distin-

tos contenidos deberan plantearse situaciones problematicas.
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Esta en contra de los examenes porque generalmente evaluan la adquisicidon
de informacién y no las habilidades del pensamiento. Respecto a la evalua-
cion sefalan, que no es tan facil ya que exigiria a los docentes conocimien-
tos sobre los estadios de las nociones operatorias, un manejo adecuado del
método clinico-critico, tiempo para realizar las evaluaciones individuales y

realizar estandarizaciones y/o tipificaciones de las respuestas.

Por ultimo sefalar que los resultados de la evaluacion son orientaciones tan-
to para el maestro como para el alumno, sobre los procesos y la eficacia de

las estrategias.

El paradigma sociocultural

Este paradigma fue desarrollado por el soviético Vigotsky a partir de 1920
quien se preocupo por las aplicaciones e implicaciones educativas. Su postu-
ra fue relacionar la psicologia y la educacion formando asi su esquema teori-
co integrado por cuatro aspectos: el aprendizaje, el desarrollo psicoldgico, la
educacion y la cultura. Sus influencias para poder desarrollar su teoria ade-
mas de su interés en el ambito educativo y de su incursion como académico
fue su formacion en distintas disciplinas sociales (historia, economia politica)
y humanas (filosofia, linguistica, literatura, teatro), asi como el contexto y el
momento historico de la época posrevolucionaria del fervor socialista (Her-
nandez, 1999).

Las obras de Vigotsky se dieron a conocer en 1982 en la todavia URSS, lue-
go se publicaron en inglés y recientemente han sido divulgadas en espaniol.
A Vygotsky le interesaba desarrollar una psicologia general que tuviera como
nucleo el estudio de la conciencia en todas sus dimensiones; se preguntaba

como era posible que no existiera una explicacién sdélida sobre las funciones
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psicolégicas superiores (otorgd un peso especial a los temas referentes al
lenguaje, al pensamiento y al intelecto) y la conciencia, que es lo que distin-

gue al hombre de los animales.

De acuerdo con Vigotsky, en la evolucion psicologica existen dos lineas de
desarrollo: la natural y la cultural o social. Como consecuencia del proceso
del desarrollo natural (filogenia) se dan las funciones inferiores, éstas son
comunes en los animales y el hombre; en cambio, con el proceso de media-
cién cultural?, gracias a las actividades mediatizadas por instrumentos (espe-
cialmente el lenguaje y el trabajo) en practicas colectivas, se originan las fun-

ciones psicoldgicas superiores, que son especificamente humanas.

Un aspecto fundamental dentro de la teoria de Vigotsky es el concepto de
Zona de Desarrollo Proximo (ZDP), definida como la distancia entre el nivel
real de desarrollo, determinada por la capacidad de resolver independiente-
mente un problema, y el nivel de desarrollo potencial, determinado a través
de la resolucion de un problema bajo la guia de una adulto o en colaboracion

con otro compariero mas capaz (Hernandez, 1999).
Los tres aspectos a considerar sobre la ZDP son los siguientes:
a) Un enfoque holistico de ensefianza y aprendizaje.

b) La mediacion social de los instrumentos culturales en el aprendizaje.

c) El andlisis de los procesos de transicion y de cambio.

* La mediacion cultural es un hecho comutn demostrado en todos los hombres de todas las
culturas; la diferencia identificable entre las formas en que se expresa dicha mediacion en
cada forma sociocultural se debe en que en algunas se desarrollan formas especificas de
mediacién que en otras no existen, o en otras son solo simples variaciones de tipo cualitati-
vo. Paradigmas Educativos. Hernandez. Ed. Paidds. Pag. 221.
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Retomando lo anterior, el proceso de desarrollo psicolégico individual no es
independiente o autbnomo de los procesos socioculturales, ni de los proce-
sos educacionales en particular, sino mas bien, el ser humano se desarrolla
en la medida en que se apropia de una serie de instrumentos de indole so-
ciocultural, y cuando participa en dichas actividades practicas y relaciones
sociales con otros que saben mas que él acerca de esos instrumentos y de

esas practicas.

De esta manera, gracias a la ensefianza ocurrida en las escuelas, se des-
arrollan las formas maduras de las funciones psicologicas superiores, siendo

ésta una de las funciones de la educacién desde éste paradigma.

Para lograr la meta, el alumno debe ser entendido como un ser social, pro-
ducto y protagonista de las multiples interacciones sociales en que se involu-
cra a lo largo de su vida escolar y extraescolar (Hernandez, 1999). Por otro
lado, el profesor debe ser un agente cultural, que ensefa en un contexto de
practicas y medios socioculturalmente determinados, y como mediador entre

el saber cultural y los procesos de apropiacion de los alumnos.

En este paradigma, el papel de la interaccidén social con los otros (especial-
mente los que saben mas: experto, maestro, padres, nifilos mayores, iguales,
etc.) tiene importancia fundamental para el desarrollo psicologico (cognitivo,

afectivo, etc.) del nifio, del alumno.

Respecto a la evaluacién, este enfoque toma en cuenta los productos, pero

especialmente los procesos en desarrollo.
Este soporte tedrico junto con el enfoque de la ensefianza de las matemati-

cas propuesto en el actual programa, es el que guiara la parte metodoldgica

para la realizacion del trabajo de campo.
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CAPITULO 4
METODOLOGIA

En este capitulo se describe cdmo se realizé el trabajo de investigacion. El
punto inicial fue formular las preguntas de investigacion, las cuales permitie-
ron determinar el tipo de datos que se requerian y la eleccion del método de
recopilacion y analisis de datos. En este capitulo se informa quiénes fueron
los sujetos que participaron en el estudio, los instrumentos que se emplearon
para la recoleccion de datos y el ambiente escolar donde se realiz6 el trabajo

de campo.

Preguntas de investigacion

1. ¢Qué estrategias desarrollan los alumnos en un ambiente de ense-
Aanza basado en el uso de la calculadora?

2. ¢El uso de la calculadora permitira a los alumnos descubrir leyes, re-
gularidades o patrones en la operatividad con numeros con signo?

3. ¢Pueden los estudiantes realizar operaciones con numeros con signo
correctamente sin usar la calculadora?

4. ;Qué obstaculos reportados por investigaciones previas pueden sal-
var los alumnos bajo el enfoque de ensefianza que se propone en es-

ta tesis?

Meétodo de recopilacion y analisis de datos

Retomando la clasificacion de Blaxter (2000), se eligié el método de analisis
cualitativo, se hizo inicialmente un trabajo de gabinete que consistiéo esen-
cialmente en preparar la busqueda de bibliografia; el producto de esta prime-
ra parte fue el estado del arte en la investigacion sobre algebra en general y
de los numeros con signo en particular. Posteriormente se disefi6 el trabajo

de campo mediante el que se llevd a cabo la recoleccion de datos emplean-
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do como instrumento basico para este fin las hojas de trabajo que se usaron

con los estudiantes durante las sesiones de clase en el aula.

Las razones por las cuales se eligié el analisis cualitativo fue porque el estu-
dio se enfoco a conocer el tipo de estrategias que los alumnos emplearon en
su aprendizaje en el tema los numeros con signo y sus operaciones, por lo
que los datos que se recabaron son episodios donde se indag6 sobre sus
formas de razonamiento; la informacién recabada proviene de la observacion
del trabajo desarrollado en la clase, la fuente de datos mas importante fue el
trabajo escrito de los estudiantes, en este caso las hojas de tfrabajo que se
distribuyeron a cada alumno, estos instrumentos arrojaron informacién sobre
la manera en que los estudiantes abordan cada actividad con la ayuda de la

calculadora.

El método de analisis que se selecciond es el que desarrollaron Miles vy
Huberman (1984). El analisis cualitativo permite documentar cuales fueron
las formas de razonamiento que emplearon los estudiantes, como fueron afi-
nando sus estrategias, coOmo realizan sus conjeturas, como el error es parte
de la construccion de sus conocimientos, lo cual consideramos que es con-

gruente con las preguntas de investigaciéon planteadas para este estudio.

Descrito sucintamente, el método de Miles y Huberman destaca tres fases
esenciales: el proceso de reduccién de datos, la representacion de datos vy el
establecimiento de conclusiones. En la primer etapa, los autores recomien-
dan una actividad anticipadora o inicial que permite perfeccionar las activida-
des que tendran que ver con la segunda etapa, la representacion de los da-
tos o estudio principal. A manera de estudio piloto se preparé un ensayo a
priori sobre las posibles estrategias de solucién que los estudiantes podrian
emplear para enfrentar las actividades didacticas. Este aspecto se aborda

con mayor detalle mas adelante.
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El segundo momento, la representacion de datos, consiste en localizar los
componentes mas significativos que dan sustento a la tarea de busqueda y
que estan estrechamente relacionados con las preguntas de investigacion
para posteriormente desencadenar esto en la ultima fase en el apartado de
conclusiones. Cabe destacar que estos tres momentos, no se dan de mane-
ra aislada, son tres fases interactivas que siempre deben estar en el proceso

de investigacion.

Otra técnica que se empled fue la de observacion, ésta, tal como se la usa
para registrar e interpretar los hechos del aula, requiere de un observador
que coloque los hechos en categorias; éstos se registran por medios meca-
nicos (en esta investigacion sélo se utilizé la video grabacién) y luego se co-
difican; o bien el observador registra y codifica los hechos simultaneamente,
mientras esta en el aula. Las tres etapas del proceso implican, a) el registro
sistematico de los hechos tal como suceden, b) la codificacién de esos
hechos en categorias previamente especificadas y c) el analisis posterior a
fin de proporcionar descripciones de la interaccion entre el alumno y el do-
cente (Blaxter, 2000). Estas tres etapas se podran observar claramente en
este trabajo; el inciso b en el punto 4.7 de este capitulo, el inciso a en el capi-

tulo 5, y el inciso ¢ en el capitulo 6.

Sujetos

El trabajo de campo se llevo a cabo con un grupo escolar que cursa el primer
grado de la escuela secundaria® (edad promedio 11-12 afios). El grupo cons-
ta de 39 alumnos y se trabajé con ellos durante 14 sesiones de 50 minutos
cada una aproximadamente (por razones varias, hubo sesiones de 15 ¢ 20
minutos) entre los meses de octubre y diciembre de 2004. El trabajo se des-
arrollé como parte del curso regular y cabe senalar que los alumnos no teni-

an conocimiento del tema de numeros con signo.

® Escuela Secundaria Dna. No. 90 “Ing. Juan Guillermo Villasana”. Del. V. Carranza. D.F.
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Ambiente de trabajo

El trabajo de campo se llevé a cabo en la Escuela Secundaria Diurna No. 90
“Ingeniero Juan Guillermo Villasana”, del Distrito Federal. Desde la primera
sesion de clases se les comentd a los alumnos la forma de trabajar, se les
explico que al inicio iban a trabajar por parejas, se les dio una hoja de trabajo
a cada uno y una calculadora TI-92 para cada pareja de alumnos; posterior-
mente la forma de trabajar fue en equipos de cuatro, a cada alumno se le dio
una hoja de trabajo y 2 calculadoras TI-92 para los cuatro alumnos, cabe se-
Aalar que esta segunda forma de trabajo fue mas productiva, se observaba

mayor socializacion.

Después de entregar las hojas, se dio tiempo para que los alumnos resolvie-
ran las actividades, durante las sesiones algunos alumnos le pedian apoyo al
profesor, las dudas mas comunes eran la parte técnica para operar con la
calculadora. Otros alumnos le avisaban al profesor que ya habian terminado,
a lo que el profesor daba unos segundos mas para proceder a revisar las
primeras dos o tres actividades segun fuera el caso pero en forma grupal; la
revision de las actividades fue enriquecedora ya que en la mayoria de los
casos habia respuestas diferentes, lo cual propici6 que los alumnos argu-
mentaran sus respuestas y/o las justificaran, de esta manera se gener6 un
aprendizaje construido desde los alumnos y no proporcionado por el profe-

Sor.

Cuando fue necesario, el profesor pasé a los alumnos al pizarréon para que
expresaran lo que habian encontrado u obtenido en su calculadora y en al-
gunos casos los mismos alumnos pidieron pasar al pizarron para explicarse

mejor.
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El investigador se incorporé como profesor del curso de matematicas, su par-
ticipacion se centro en orientar el trabajo de los alumnos cuando éstos lo re-

querian y en video grabar directamente las sesiones.

Fuentes de datos: Actividades de Ensefianza

Las actividades se presentaron en el formato de hojas de trabajo de las cua-
les seis de las siete se tomaron de Cedillo (1999), la otra fue elaborada por el
investigador bajo la asesoria del Dr. Cedillo. Las primeras seis hojas corres-
ponden al tema: numeros con signo y sus operaciones; la ultima hoja corres-
ponde al tema: relacién de orden de numeros con signo. Cabe sefialar que

todas las hojas estan disefiadas para abordarse con la calculadora.

Toma de datos

Con el fin de documentar el trabajo se disefiaron las actividades de ensefian-
za como hojas de trabajo y se reprodujeron para ser entregadas a cada uno
de los alumnos. Esto proporcioné datos que fueron analizados una vez que
los alumnos entregaron sus hojas de trabajo al profesor; los datos dieron ori-
gen a ciertas categorias: los aciertos de los alumnos, los errores mas comu-

nes y las estrategias no convencionales que desarrollaron (ver Capitulo 6).

Las transcripciones de las video grabaciones, constituyen otra fuente impor-
tante de datos, en especial la parte que corresponde a observaciones (Ver
Capitulo 5).

Estrategias de solucién de las hojas de trabajo: Un anélisis a priori.
En este apartado se reporta el ensayo a priori que se efectud con la finalidad
de anticipar las posibles estrategias de solucién y dificultades que los alum-

nos podrian tener en cada pregunta y actividad de las hojas de trabajo.
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a)

HOJA DE TRABAJO 1
¢COMO SUMAMOS NUMEROS CON SIGNO?

En estas hojas de trabajo aprenderds cosas importan-
tes sobre los nimeros negativos. Los nimeros con sigho
pueden ser positivos o negativos, el cero no es positi-
vo ni negativo. Los nimeros positivos los conoces bas-
tante bien.

Los nimeros negativos se usan para referirse a ciertas
situaciones. Por ejemplo, la temperatura “siete grados
bajo cero” puede representarse mediante la expresién -
7 grados. Los nimeros negativos también se usan para
referirse a deudas, por ejemplo, si una persona debe
$1000.00, esa deuda puede representarse mediante la
expresion -1000 pesos (se lee "menos mil pesos”).

¢(,Puedes dar otro ejemplo de una situacién en que pue-
dan usarse los nlimeros negativos?

Usa la calculadora para realizar las siguientes actividades. Nota que en la calculadora
hay dos signos que representan "menos”. Uno de esos signos sirve para efectuar la
operacién de restar, el otro, el signo (=), es el que debes usar para escribir un nime-
ro negativo en la calculadora.

—7+9= D) —5+—7=

—30+-50= f)  0.5+-2= ©g) —-19+-30= 'h) —72+30=
¢Qué operaciones hizo la calculadora para sumar un nimero negativo con un nimero
positivo?

¢Qué operaciones hizo la calculadora para sumar un nimero negativo con otro nimero
negativo?

¢Qué hace la calculadora para saber qué signo le pone al resultado de esas operacio-
nes?

En cada inciso encuentra tres parejas de nimeros que al sumarlos den el resultado
que se indica. Verifica tus respuestas usando la calculadora.

Resultado: =32 :b) Resultado: -45 :c¢) Resultado: -27 :d) Resultado: —-40

e)

Resultado: -55 :f) Resultado: 78 :g) Resultado:0  :h) Resultado: -1
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Anélisis a priori de la hoja de trabajo 1

Tema: suma de numeros con signo

Temas implicitos: Usos de los numeros con signo como formas de represen-
tacién de magnitudes. Estimacion de sumas con numeros con signo. Calculo

mental con numeros con signo.

Otros ejemplos: En el futbol, respecto a goles a favor (+) y goles en contra (-
). En los estados de cuenta bancarios, abonos (+) y retiros (-). En la escuela

ante expresiones: un punto mas (+1) o menos un punto (-1).

Inciso 1

Tal vez, haya errores en el uso de los signos negativos al no diferenciar que
uno es del numero y el otro representa la operacion (aun cuando se ha
hecho esta observacion al iniciar la hoja de trabajo).

En los incisos a) y c), al numero positivo se le resto.

En los incisos f) y h), le sumé.

En los incisos b), d), e) y g), s6lo sumoé los numeros y se puso el mismo sig-

no de los sumandos (ambos son iguales).

Inciso 3
e Sumo los dos numeros y como ambos numeros tienen signo negativo,
el signo del resultado es negativo.
e Como al sumar dos numeros positivos el resultado es positivo, al su-

mar dos negativos el resultado debe ser negativo.

Inciso 4

e Le pone el signo del numero que se encuentra mas lejos del cero en la

recta numérica.
e Le pone menos si los dos numeros son negativos.

e Pone el signo del que tiene mayor valor absoluto.
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Inciso 5

Que al principio use sélo numeros positivos y posteriormente, les
cambie de signo a cada sumando.

Que sélo use tres sumandos negativos.

Que use dos sumandos negativos y uno positivo.

Que use un sumando positivo y dos negativos.

Que solo usen enteros.

Que usen numeros decimales tanto positivos como negativos.

Que realicen primero la suma de dos sumandos y luego, el resultado

lo sumen al tercer sumando (por separado).

Observaciones. Se trabaja la reversibilidad y la flexibilidad del pensamiento.

Falté poner actividades con numeros decimales. Poner contraejemplos como

buscar tres sumandos cuyo resultado sea 5.
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HOJA DE TRABAJO 2
ALGO MAS SOBRE SUMAS

1. ¢Puedes encontrar tres nimeros que al sumarlos
den por resultado cero? ¢Cudles son?

¢Puedes encontrar cuatro nidmeros que al sumar-
los den por resultado —1? ¢Cudles son?

¢Puedes encontrar cinco ndmeros que al sumarlos
den por resultado —27? ¢Cudles son?

Construye una suma con tres sumandos de manera
que el resultado sea —0.25.

Construye una suma con cuatro sumandos, dos
positivos y dos negativos, de manera que el resul-
tado sea —0.763.

Construye una suma con cinco sumandos, dos negativos y fres positivos, de ma-
nera que el resultado sea 38.5.

Construye una suma con cinco sumandos, cuatro negativos y uno positivo, de ma-
nera que la suma sea —7.328.

Encuentra los nimeros que faltan. Verifica tus respuestas con la calculadora, no
debes tener hingln error.

-15+13+m =0 'b) 17+-20+n=-75 ic) p+18+-35=-100

m= : n= p=
_2'5+2+=_12 =78 e) L ;f) Tise3=0
r= : s=
—1.3+t+-24=-10 :h) 7.45+-128+y=15 , 3 1__
t= : = E|) -v+—+—-=0
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Analisis a priori de la hoja de trabajo 2

Tema: Suma con numeros con signo

Temas implicitos: Calculo mental. Estimacién. Primeras nociones de orden
en el conjunto de los numeros con signo. Resolucion de ecuaciones que con-
tienen numeros negativos. Sumar dos enteros positivos y luego el entero ne-

gativo (su simétrico).

Posiblemente los alumnos harian lo siguiente:
Inciso 1
e Sumar dos enteros positivos y luego restar.
e Usar numeros pequefios (decimales) o proximos a cero.

e Sumar dos numeros simétricos y luego el cero.

Inciso 2
e Sumar tres numeros positivos y el cuarto un numero negativo.
e Sumar tres numeros negativos y el cuarto un numero positivo.
e Sumar dos enteros consecutivos y luego sumar dos veces el simétrico
del mayor.

e Sumar cuatro numeros decimales negativos.

Inciso 3
e Poner -27 en la calculadora y luego sumar dos veces dos simétricos o
viceversa.
e Sumar cinco numeros negativos.
e Sumar tres enteros positivos que den 27, luego sumar el simétrico del
doble de 27.
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Inciso 4

Sumar los tres numeros decimales sin tomar en cuenta el valor posi-
cional, por lo tanto cometeran errores.

Sumar los tres numeros negativos considerando el valor posicional.
Sumar dos enteros positivos y luego el tercero negativo en forma de-
cimal.

Iniciar de —0.25 y luego la suma de dos numeros simétricos.

Inciso 5

Sumar dos enteros positivos cualesquiera, sumar su simétrico y luego
-0.763.

Sumar por separado, primero dos numeros enteros positivos, buscar
otros dos cuyo resultado exceda en 0.763 a la primera suma, y luego,
cambian signos.

Buscar dos simétricos y sumarlos, buscar dos sumandos uno excede-
ra en 3 y luego, colocar los signos.

Anotar —0.763, sumar un entero positivo, luego 2 sumandos negativos

cuyo resultado sea el simétrico del segundo sumando.

Inciso 6

Sumar dos veces dos simétricos, luego sumar 38.5.

Sumar tres positivos, al resultado sumar su simétrico y por ultimo, su-
mar 38.5.

Poner 38.5, luego sumar dos veces dos simétricos.

Sumar al inicio puros enteros y al final el decimal.

Inciso 7

Sumar dos simétrico, sumar —0.328, mas 2 negativos que den —7.
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e Poner —0.328, sumar 3 sumandos que den un numero mayor que 7,
por ultimo sumar la diferencia entre —7 y el nUumero mayor que siete.
Inciso 8
8 a): Sumar por partes (Reduccion de términos semejantes) para que quede

—2+m =0y luego explorar con m=-2 ocon m=2.

8 b): Por partes sumar 17 + -20 para quedar -3 + n = -75, luego por ensayo
y error.
8 c¢) Por partes (Reduccion de términos semejantes), luego por ensayo y

error.

En general estas actividades tendran estas mismas estrategias; en los casos
de los incisos a, f e i, se espera utilicen el simétrico después de reducir
términos semejantes.

Tal vez algunos empiecen a inferir que después de la reduccion de términos
semejantes, sumen o resten los valores numéricos que hay a cada lado del
signo igual.

Los ejercicios mas complejos son en los que aparecen fracciones.

Observaciones. Una actividad previa a la actividad 1, seria que en lugar de
buscar tres sumandos, que sean dos, para identificar claramente los numeros
simétricos. En los ejercicios numero 8, seria bueno que se muestren expre-
siones donde sea mas evidente la equivalencia, por ejemplo:
n+25=200+-75 -36 +-63=n+1
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HOJA DE TRABAJO 3
¢COMO RESTAMOS NUMEROS CON SIGNO?

También podemos hacer restas con nimeros negativos. Por
ejemplo, haz en tu calculadora la siguiente operacién 9 - — 8.

Nota que el primer signo "menos” (-) es el que se usa
para restar, y que el segundo signo "menos” (-) es el
que se usa para escribir nimeros negativos en la cal-
culadora.

1. {Qué resultado da la calculadora cuando haces la
operacién 9 - — 8? ¢Por qué crees que se
obtiene ese resultado?

2. Teclea en la calculadora la expresién 10- —6 y luego presiona la tecla
"ENTER" O "EXE" segln corresponda. ¢Qué resultado da la calculado-
ra? ¢Qué crees que hace la calculadora cuando tecleas, uno
enseguida del otro, los dos signos para la expresién “menos"?

3. Realiza las siguientes operaciones usando la calculadora.

a) 9--10= |b) 14-—14= ic) +—_1_
! 22
R DN N _
dy ———_= e) —18-—14= f) -100--48 =
3 3
4. Explica lo que crees que hace la calculadora para restar un nimero
negativo.
5. Encuentra el nimero que falta. Usa la calculadora para verificar tus
respuestas.
a) 4-a=10 b) —1—b=§ c) —1—c=1
2 4 3 2
— b= c=
d) -18-d=20  ‘e) -40-e=50 :f) 16-f=40
d= e= =
g) -17.5-g=-19.4  :h) 38.7-h=624 i) -17.9-k=100
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En el laboratorio de quimica un alumno observé que cada 60 segundos la
temperatura de una substancia disminuia la misma cantidad de grados. Al
iniciar el experimento la temperatura de esa substancia era 36°C y seis
minutos después era —24°C. En otro experimento ese alumno observé que
la temperatura de otra substancia era -30°C y que disminuia 4°C cada mi-
nuto. Si él inicié los dos experimentos al mismo tiempo, ¢después de cudn-
tos minutos las dos substancias tendrdn la misma temperatura? ¢Cudl es
esa temperatura?

Analisis a priori de la hoja de trabajo 3
Tema: Resta con numeros con signo
Temas implicitos: Introduccion al uso de signos concatenados (+-,--). Reso-
lucion de ecuaciones que contienen numeros negativos. Resolucion de
ecuaciones que involucran signos concatenados (--). Introduccion de -1 co-
mo coeficiente implicito. Resolucion de problemas que involucran operacio-
nes con numeros con signo. Relacion inversa entre la suma y la resta.
1. El resultado es 17, porque:

- No sé.

- Al quitarle nueve a menos ocho, en realidad se le esta sumando.

- Tal vez al usar dos signos negativos seguidos, se ha de interpretar

como una adicion.
- La calculadora ha de aplicar la ley de signos como sefiala mi hermano
de la preparatoria.

2. ;Qué resultado da la calculadora? 16 y creo que la calculadora hace:

- Considerar los dos signos negativos seguidos como una suma.

- Convertir los dos signos en uno positivo.

- Negar la posibilidad de restar, es decir sumar.

- Nosé.
3. Se realizaron las operaciones, en algunos se tiene la particularidad de que

el minuendo es negativo a diferencia de las primeras actividades.
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4.1 Que al minuendo, independientemente de que sea entero o fraccion, se

le ha de sumar el sustraendo.

4.2 Que la resta la convierte en suma, cuando el sustraendo es negativo.

4.3 Cambiar dos signos negativos seguidos por un positivo, por lo tanto se

convierte en una adicion.

4.4 Si el primer numero (minuendo) es positivo y el segundo es negativo

(sustraendo), en la resta, realiza una suma comun y corriente.

5 En estos ejercicios, tal vez algunos alumnos hagan uso del ensayo y el

error.

a)

b)

f)

9)
h)

Posiblemente le den valores a “a” de 6 hasta —6 tratando de identificar
una de las estrategias “operacion inversa”.

A - le restaran -2/2, 2/2, 4/6 6 —4/6; luego b=%% 6 b =1 5/4.
Tratando de perfeccionar las estrategias, a —1/3 le podran sumar =+
2/5 6 +5/6.

Se puede intuirque d =% 2.

Similar al anterior s6lo que e =10

f puede ser tomada como + 24

g puede valer % 36.9

h puede valer =+ 23.

k) puede tener como valor + 82.1 o bien, +117.9.

6. El problema pude tener ciertos procedimientos.

Podran iniciar con 36 grados, en el primer minuto tendran 30 grados,
en el segundo minuto 24, en el tercero 18, asi sucesivamente pero se
daran cuenta que después de 6 minutos no llegaran a —24 grados.

Otros primero obtendran cuantos grados hay desde 36 hasta —24, y
realizaran una simple resta omitiendo el signo de la operacion y les
saldra 12 grados. Otros si se daran cuenta de que hay 60 grados de
diferencia. Si los nifos realizan lo ultimo, algunos: dividiran 60 entre 60

segundos; otros, 60 entre 6 minutos. Los que hagan la segunda divi-
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sion, obtendran 10, que corresponde a los grados que debe bajar ca-
da minuto. Posiblemente hagan una tabla de valores.

Tiempo A | Tiempo B | Sustancia 1 | Sustancia 2
1 0 36 -30
2 1 26 -34
3 2 16 -38
4 3 6 -42
5 4 -4 -46
6 5 -14 -50
7 6 -24 -54
8 7 -34 -58
9 8 -44 -62
10 9 -54 -66
11 10 -64 -70
12 11 -74 -74
13 12 -84 -78

Algunos alumnos podran hacer la tabla considerando el tiempo A y otros el
tiempo B. Por lo tanto algunos daran como respuesta 12 y 11 minutos res-
pectivamente. Sin embargo, lo correcto es 11 minutos que corresponde a la

temperatura de —74 grados.
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HOJA DE TRABAJO 4
¢COMO MULTIPLICO NUMEROS CON SIGNO?

El trabajo que realices en esta hoja te ayudard a aprender
cémo hacer multiplicaciones con dos ndmeros negativos.

1. Efectla las siguientes operaciones usando la calculado-

ra.
a)-8x6= :b)-3x4= :ic)5x(-6)= :d)-9x3=

e) 5x—7 = éf) 8x(—4) = ;g)10><(—10)= ;h)—1><8=

2. Explica lo que crees que hace la calculadora para multiplicar un nimero positivo
por un nlimero negativo.

3. Un alumno dice que —7x13 da el mismo resultado que 13x(—7). ¢Lo que dice ese
alumno es correcto? Justifica tu respuesta

4. Efectla las siguientes operaciones sin usar la calculadora.

a) —-9x7 = ib) —8x5 = iC) 7x(-4) = id) —-10x5 =

) Bx7= if) 9x(L9)= ig) Tx(7)= ¢ hy -1x9=

5. Ahora usa la calculadora para revisar las r‘espuesl‘ras que diste en el inciso ante-
rior. ¢Todas fus respuestas fueron correctas? ¢Cometiste algunos
errores? ¢En qué consistieron?

6. Exploremos ahora como multiplicar dos nimeros negativos. Para hacer esto reali-
za las siguientes operaciones usando la calculadora.

a) —8x(-5) =.b) -7x-9= .c) —6x(-6) = :d) —10x-4

Explica qué hace la calculadora para multiplicar un nimero negativo por otro nimero
negativo.

Analisis a priori
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Tema: Producto con numeros con signo

Temas implicitos: Comparacion entre el producto con numeros positivos y
con numeros negativos. Propiedad conmutativa del producto.

1. En esta primer actividad no hay al parecer ningun problema ya que solo se
deben ingresar los datos a la calculadora, es decir se le pide al alumno que
efectue las operaciones.

2. Lo que creo que hace es:

- Multiplicar comunmente, pero el resultado es negativo.

- Como no hay signo positivo, coloca el negativo y el resultado de la
multiplicacion.

- Coloca siempre el signo negativo y el resultado de la multiplicacion.

- No sé.

3. Si es correcto, porque:

- Yalo comprobé con la calculadora.

- En la actividad 1, cada multiplicacién tiene un numero con el signo
menos Y el otro no lo tiene y en todas el resultado es negativo, en esto
que dice el alumno se tiene esta misma caracteristica.

- En una multiplicacion, si un numero es negativo y el otro positivo, el
resultado sera negativo, esto sucedera sin importar el orden.

- El orden en que se multiplican los numeros no importa, el resultado
siempre va a ser el mismo, en este caso, negativo.

4.1 Multiplicaran pero algunos tendran duda de poner el signo menos o mas.
4.2 Multiplicaran correctamente y colocaran adecuadamente el signo menos.
5.1 Algunas incorrectas: puede ser que no multiplicaron adecuadamente y
ademas, no colocar el signo correspondiente.

5.2 Todas correctas.

[131]

6.1 Tal vez se equivoquen algunos alumnos pero por usar el signo “-“ de la

131}

operacion al inicio en la multiplicacién, en lugar de usar el signo “-“ para es-

cribir un numero negativo.
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6.2 No A ver errores ya que so6lo se ingresan los numeros.

7.1 Realiza una multiplicacién sin importar o tomar en cuenta los signos ne-
gativos.

7.2 En la actividad 1, se tenia s6lo un numero negativo y el resultado siempre
daba negativo, en estos ejercicios los dos numeros son negativos, tal vez
usar dos numeros negativos dara como resultado un numero positivo.

7.3 Tal vez multiplicar dos numeros negativos dé como resultado un numero
positivo.

7.4 Se eliminan los signos negativos y el resultado es sin signo negativo.

8. Si es correcto porque:

8.1 Ya lo comprobé con la calculadora.

8.2 En la actividad 6, vimos que si se multiplican dos numeros negativos, el
resultado no sera negativo, entonces las dos multiplicaciones tendran el
mismo signo, o sea positivo; ademas 4 X 12 es lo mismo que 12 X 4, por lo
tanto el resultado debe tener el mismo signo y el misma valor numérico.

8.3 Son los mismos numeros, s6lo que uno aparece primero, pero eso no
importa, el resultado va a ser el mismo.

8.a. Otra alumna dice que —(-8) equivale a la operacién —1 X —7. ; Estas de
acuerdo?

Si porque:

8.a.1. Ya lo comprobé con la calculadora.

8.a.2. Porque el signo que antecede al paréntesis, hace que cambie el de —7
por +7.

8.a.3. Porque el signo “-“ expresa lo mismo que -1, es decir, - = -1.

8.a.4 Por la razén anterior, -(-7) es lo mismo que -1(-7) y como esto repre-
senta una multiplicacion, entonces equivale a decir -1 X —7. Son expresiones

equivalentes.
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a)

HOJA DE TRABAJO 5
ALGO MAS SOBRE MULTIPLICACION DE NUMEROS CON SIGNO

Veamos ahora cémo hacer multiplicaciones con mds de dos nimeros con
signo. Para esto realiza las siguientes operaciones usando la calculado-
ra.

2x4x(-5)=  1b) 2x4x(-5)= ic) -2x(-4)x(-5)= Id) 2x4x5 =
B2 )= ) S 2md=  g) B2 A= h) Baxde
53x(4)= ) 5x(Ixd)= k) Bx( e (4)= ) Bxdxd=
¢De qué depende el sigho del resultado cuando multiplicas tres nime-

ros?

Realiza las siguientes operaciones sin usar la calculadora.

3x5x(—4) = 'b) —4x4x(—2)= ic) —2x(=3)x(-3)= id) 3x4x3=
4x(=1)x(=3) = éf) Bx(—1)x2=  g) —6x(-2)x(-4)= ) 4x3x6 =
6x2x(—1)= 1) —3x(-4)xB)= 1K) —Bx(-2)x (-1)= (I) B5xbx4=
Ahora usa la calculadora para revisar las respuestas que diste al inciso

anterior. ¢Todas tus respuestas fueron correctas? ¢Cudles de
tus respuestas fueron incorrectas? ¢En qué consis-
tieron tus errores?
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5. La siguiente actividad es un juego. Las operaciones estdn hechas y sélo
falta el signo del resultado. El juego consiste en que digas cudl es el
signo del resultado sin hacer ninguna operacion. Escribe el signo del
resultado dentro del cuadro correspondiente.

a) —10 x 2x (=5) = 100 le) —7x (-8)x (=0.2) = 11.2
b) —1.5x(—2)x(—6) = 18 f) —1.7 x 0.8 x —2= 2.72
c) —6.4x(—3.2)x —1 = 2048 g) —1.3x(-3.8)x5.1= 25.194
d) —4.6x27x59= 73278 h) 45 x 57 x 9.3 = 238.545
) —15x(=2.3)x  (-5.1) x 21114 im) —1.7x2.3)x(~5.6)x3. 7
—1.2= 3= 2.
: 2
5
6
! 8
j) —8.5x(—2.5)x(—5.4)x—1.8 206.55 in) 7.5x(-2)x(-5.4)x—1. ;
= , 6 =
| 9.
5 6
k) =9 x 10.2 x (=5.1) x 4.5 2106.81 10) —1.2x(3.4)x(—6.1)x— Z
= ! 3: .
i 6
i 6
| 4
) —8.5x(—1.1)x(—2.1)x—1.4 27489 ip) —2.5%(—4.8)x6.4x1. g
= E 2= .
: 1
6

Usa la calculadora para revisar las respuestas que diste al inciso anterior. ¢Todas tus
respuestas fueron correctas? ¢Cudles de tus respuestas fueron incorrectas?
¢En qué consistieron tus errores?
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Analisis a priori de la hoja de trabajo 5

Tema: Producto con numeros con signo

Temas implicitos: Producto con mas de dos factores. Determinacion del sig-
no del producto a partir del numero de factores negativos. Propiedad asocia-
tiva del producto.

1 En esta actividad considero que no habra problema debido a que soélo se
deben ingresar los numeros a la calculadora.

2.1 De la cantidad de signos positivos que tiene cada multiplicacion.

2.2 De la cantidad de signos negativos que tiene cada multiplicacién.

2.3 De la cantidad de signos negativos y positivos que tiene cada multiplica-
cion.

3.1 Algunos no sabran poner el signo del resultado.

3.2 Otros revisaran las multiplicaciones de la actividad 1 y trataran de buscar
una analogia con respecto a la cantidad de signos que se encuentran en ca-
da multiplicacion, para que de esta manera sepan qué signo debe tener cada
resultado.

3.3 Otros empezaran a ver ciertas regularidades como:

- El resultado sera positivo si en la multiplicacion de tres factores dos de
ellos, son negativos; o bien si s6lo hay un numero positivo.

- El resultado sera negativo si en la multiplicacion de tres factores uno
de ellos es negativo, si los tres son negativos o bien si dos numeros
son positivos.

4.1. Incorrectas:

- No se colocé adecuadamente el signo del resultado.

- No se multiplicé correctamente

- No se ha percibido en qué condiciones el resultado debe ser negativo
o positivo.

4.2 Correctas:
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- Se ha identificado correctamente qué signo debe tener el resultado de
cada multiplicacion,

5.1 Puede ser que en algunos resultados los alumnos coloquen mas veces
el signo menos, que se dejen llevar por la presencia de los signos negativos
en el caso de las multiplicaciones con tres factores.
5.2 En el caso de las multiplicaciones con cuatro factores tal vez duden mas
en colocar el signo.
5.3 Si los alumnos analizan adecuadamente la pregunta 2 de esta hoja de
trabajo y si tratan de buscar una analogia con el punto 1, podran resolver la
actividad 5.
5.4 En el caso de los cuatro factores, algunos alumnos podran resolverlo por
partes, es decir, primero obtendran el signo de los dos primeros factores y
posteriormente el signo de los otros dos, para que por ultimo sélo consideren
estos dos signos y obtengan el signo que deben colocar al resultado.
6.1 No todas fueron correctas y los errores consistieron en:

- No colocar adecuadamente el signo que corresponde.

- Abusar de la presencia del signo menos.
6.2 Si todas las respuestas fueron correctas.

Observaciones: Otra actividad para que los alumnos usen y manipulen mas

los nUmeros con signo, seria:

De los siguientes numeros: £ 2,+4,+5 y +10, cuales usarias como factores

para obtener como resultado los numeros -40, 20, -80, 80.

Otra actividad para trabajar la equivalencia de numeros indicada con factores
seria como la siguiente:
Buscar los factores que hacen falta para que las multiplicaciones indicadas

sean equivalentes, verifica tus resultados con la calculadora.

(5)(-4)=()(2) (-2)(4)(5)=(2)C )( )
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Otra actividad en la que estaria implicita la soluciéon de ecuaciones de la for-
ma ax=b seria:
¢, Qué numero multiplicado por -4 da -20, 44, -100, 1007?

Es decir, calcular el valor de “n
(-4)(n)=-20 (-4)(n)=44 (-4) (n) =-100 (-4) (n) =100
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7.

HOJA DE TRABAJO 6

¢COMO DIVIDO NUMEROS CON SIGNO?
Efectua las siguientes operaciones usando la calculadora.

—-8+2 = fb) —12+4 = Ec) 18+(—6) = id) —-9:3=

15:(_5) = f) 8:(-4) = )10(10) h)—18-

. Explica mediante un ejemplo qué crees que hace la calculadora para

hacer divisiones con nimeros con signo.

. Un alumno de otra escuela dice que —8+20 da el mismo resultado que

20+(-8). ¢Lo que dice ese alumno es correcto? ¢Por
qué?

Efectua las siguientes operaciones sin usar la calculadora.

9147 = §b) —80:5=  ic) 70+(—4)= id) 105 =
6:(-7)= : fj"'é'"("é)"; """"" g ')"'7""("'7"):""'55"11'"61 """""""
Usa la calculadora para revisar tus respuestas a la pregunta anterior.

¢Todas tus repuestas fueron correctas? ¢Cudles
respuestas fueron correctas?
¢En qué consistie-

ron tus errores?

Exploremos ahora como dividir un nimero negativo entre otro nimero
negativo. Para hacer esto realiza las siguientes operaciones usando la
calculadora.

—8+(-5)= b) —7+(-9)= ic) —6:(-6)= §d) ~10+(-4) =

D5L(C7)= ) C4s(l9)= 1 g) —8+(-8)= h) “15(10) =

Explica mediante un ejemplo qué crees que hace la calculadora para
dividir un ndmero negativo entre otro ndmero negativo.
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8. Un alumno de otra escuela dice que —4+(-12) da el mismo resultado que
-12+(—4). ¢Lo que dice ese alumno es correcto? ¢Por qué?
¢Qué semejanza encuentras entre la multiplicacién y la divisién con ndme-

ros positivos y negativos?

Analisis a priori de la hoja de trabajo 6

¢, Coémo divido numeros con signo?

Tema: Division con numeros con signo

Temas implicitos: Comparacion entre el cociente con numeros positivos y el

cociente con numeros negativos. No-conmutatividad en la division.

1.1 No habra problemas ya que sélo se ingresaran los datos a la calculadora.
2.1 Dividir en forma normal y colocar el signo menos.

2.2 Colocar el signo negativo si en la division un numero es positivo y el otro
negativo sin importar el orden.

2.3 Similar a la multiplicacion con dos factores, si el dividendo es positivo y el
divisor negativo, o al revés, si el dividendo es negativo y el divisor positivo,
en ambos casos el resultado sera negativo.

3.1 No es correcto porque:

- Yalo comprobé con la calculadora.

- Considerando el punto 2.3, el signo si sera negativo, pero el resultado
de la divisién no, ya que no es lo mismo repartir 8 naranjas a 20 nifos
que 20 naranjas a 8 nifios, no les toca lo mismo.

4.1 No representa ningun problema ya que sélo se tienen que ingresar los
numeros a la calculadora.

5.1 No todas, las unicas correctas fueron las del inciso a, b, c,d, fyg.

5.2 Los errores fueron en los incisos h y e, en ambos casos cambié los
numeros para que me dieran enteros, asi como en los otros incisos.

6.1 Ningun problema, solo se ingresan los numeros a la calculadora.
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7.1 Hace la division comun y corriente e incluso sin tomar en cuenta los sig-
nos negativos.
2 No pone signo negativo, cuando en toda divisidn tanto el dividendo como el
divisor ambos son negativos.
7.3 Similar a la multiplicacion de dos factores, si los dos numeros que se di-
viden son negativos, el resultado sera negativo.
8.1 No porque:
- Yalo comprobé con la calculadora.
- Por las mismas razones que la actividad 3 de esta hoja de trabajo.
- No es lo mismo repartir 4 naranjas entre 12 nifio, que 12 naranjas en-
tre 4 nifos.
9.1 Que cuando dos numeros se multiplican o dividen la calculadora ejecuta
lo mismo, es decir:
- Silos dos son negativos, el resultado sera positivo.
- Silos dos son positivos, el resultado sera positivo.
- Si el primero es negativo y el segundo positivo, el resultado sera nega-
tivo.
- Si el primero es positivo y el segundo negativo, el resultado sera nega-

tivo.
Observaciones. Se puede trabajar también la equivalencia con actividades
como la siguiente.

(-100)/(4) = (80)/( ) (-100)(4) = (-80)/( )

Otra sugerencia seria la solucién de ecuaciones de la forma a/x = b.

¢ Entre qué numero debemos dividir a 24 para que nos dé -107?

Calcula el valor de “n”

-60/n = 120 -60/n

7.5 80 / n = -320

104



HOJA DE TRABAJO 7
POTENCIAS DE NUMEROS CON SIGNO

1. Un alumno de otra escuela dice que 5%°=5x2=10.

¢Es correcto lo que dice ese alumno?
¢Por qué? cQué
resultado da la calculadora si haces la operacién
5%7

2. Haz las siguientes operaciones con la calculadora:
a)-6° y b)(-6)°

3. ¢Qué resultado obtuviste en el inciso a)?

¢Y en el inciso b)? ¢Co-

mo “interpreta” la calculadora la expresién —6°?

¢Como “interpreta” la calculadora la
expresion (-6)??

4. ¢Qué debes escribir en la calculadora si quieres
“elevar menos siete al cubo"?
Si escribiste correctamente esa expresién debes
obtener como resultado —343. Si tu respuesta no
fue correcta, corrigela y escribela a continuacion.
¢Qué debes escribir en la calculadora si quieres restar “seis al cubo
de 100"? Si escribiste correctamente esa ex-
presion debes obtener como resultado -116. Si tu respuesta no
fue correcta, corrigela y escribela a continuacién.

6. Haz las siguientes operaciones sin usar la calculadora.
a) —5%= . b) 7%= . c) -3'=

7. Usa la calculadora para revisar las respuestas que diste en el inciso 3.
¢Cudntos aciertos obtuviste? ¢Cometiste algunos errores? ¢En qué te
equivocaste?

105



8. La siguiente actividad es un juego. Las operaciones ya se estdn hechas
y al resultado sélo le falta el signo. El juego consiste en que encuen-
tres el signo del resultado sin hacer ninguna operacién con los nime-
ros. Escribe el signo del resultado en el espacio correspondiente.

a) -5° 125 b) (-3)° 729  ¢)(-9)° = H59049
d)-7° 5764801 e) (-8)* 4096 f)—(-5)*= | |625

9. Usa la calculadora para revisar las respuestas que diste en el inciso 8.
¢Cudntos aciertos obtuviste? ¢Cometiste algunos errores?
¢En qué te equivocaste?

Analisis a priori de la hoja de trabajo 7

Tema: Potencia de numeros con signo

Temas implicitos: Los casos de —a" y (-a)". Determinacion del signo de la
potencia a partir del signo de la base y de la paridad del exponente. Propie-
dad asociativa del producto. Estrategias para efectuar multiplicaciones itera-

das sin usar la calculadora.

1.1 No es correcto, porque:
- Con la calculadora 52 es igual a 25y 5 X 2 es igual a 10.
- 5%significa 5 X 5, es decir cinco veces cinco, o sea 25y, 5 X 2 signifi-
ca dos veces cinco, o sea 10.
2.1 Sélo se pide hacer las operaciones.
3.1. Enelincisoa)-36 yen el b)36
El inciso a) la calculadora lo interpreta como:

{31}

- Deja el mismo signo y sélo eleva el 6 al cuadrado dando como re-
sultado -36.
- Al elevar al cuadrado, no toma en cuenta el signo “-“ pero si en el re-

sultado.
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Elinciso b) la calculadora lo interpreta:

- Como si se multiplicara (-6 ) (-6 )y, segun vimos en la hoja de traba-
jo anterior, si dos numeros negativos se multiplican, el resultado sera
positivo, es decir, 36.

- Como multiplicar el numero que esta dentro del paréntesis por si mis-
mo.

4.1 Se debe escribir en la calculadora lo siguiente:

- (T XEHTX()T =

- (k) 71r2X7

- ()7 "3

5.1 Escribiria en la calculadora:
- 100-6
- 6 lo elevaria a la tercera potencia y le resto 100
- 100 menos 6 elevado a la tercera potencia

- No sé, no entiendo

6.1 Tal vez tengan duda de poner el signo principalmente, ya que puede ser

positivo o negativo.

7.1 Se pueden tener errores:
- Poner resultados positivos.
- Multiplicar la base por el exponente.

8.1 Posiblemente ahora a todos los resultados les pongan signo negativo
influenciados por la actividad 6 de esta hoja.

8.2 Otros tendran correctamente las potencias en las que no hay paréntesis,
sin embargo donde existe paréntesis dudaran.

8.3 Otros tendran correctas todas excepto la ultima.
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8.4 El ultimo es un caso particular, ya que el signo “-“ que antecede al parén-

tesis lo podran considerar como -1, luego considerar la operacion asi (-1 )(-5

)4 como una simple multiplicacion y poner como positivo al resultado.

9.1 ¢ En qué te equivocaste?. En el signo ya que:

Cuando un numero es negativo elevado a cualquier potencia sin pa-
réntesis el resultado es negativo

Cuando un numero es negativo y esta dentro de paréntesis y ademas
la potencia es par, el resultado sera positivo.

Cuando un numero es negativo y esta dentro de paréntesis y ademas
la potencia es impar, el resultado sera negativo.

1313

Cuando le antecede un signo a un paréntesis, éste le cambia de
signo al obtenido dentro del paréntesis una vez elevado a la potencia

indicada.

Observaciones. Se puede trabajar equivalencia, por ejemplo:

¢ A qué potencia debe estar elevado el -2 para que sean equivalentes?

(_4)3 — (_2)n _4n — _212
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Hoja de trabajo 8
RELACION DE ORDEN DE NUMEROS CON SIGNOS

1. De cada pareja de numeros, encierra en un circulo el numero que es ma-

yor.

a)8y6 b)-7y-9 ¢)2.05y210 d)—%y0 €)-3.9y-1

f)=11/12y-7/8 g)-3y-2 h)-1y-% i)3.6y6.3 j)-3.6y-6.3

2. ¢ De qué manera podrias usar la calculadora para verificar si tus respues-

tas en el ejercicio 1 son correctas? Describe tu procedimiento.

3. De las parejas del ejercicio 1, al numero que consideraste como mayor,
réstale el otro. Realiza las operaciones con tu calculadora y compara los re-

sultados con otros comparneros.

a) o) c d)
e_

o g) h) i)

)

3.1. ,Como son los resultados: todos positivos, todos negativos o algunos

son positivos y otros negativos?

4. Un alumno comenta que si al efectuar 8 — 6, el resultado es un numero
positivo, quiere decir qué el 8 es mayor que 6.
Pero si se realiza la resta al revés, es decir: 6 — 8, el resultado es un numero

negativo, entonces 6 es menor que 8.
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¢ Sera cierto lo que dice éste alumno? Comeéntalo con tus compafieros y bus-

ca un contraejemplo:

5. Anota el simbolo >, < o = entre cada pareja de numeros segun sea el ca-

SO.

a) -17 -20 b)-3/4 -4/5 ¢) 3/4 45  d)-3/4 0.8
e)—0.75 -0.708  f)—4.5 0 9)[% -100
h)-11/12 -1/10

6. Ordena de mayor a menor las siguientes ternas de numeros.

O, -1, 1 %, -1/4, -05 |-3, -1/3, 0 -2/5, 113, -5/8

Analisis a priori de la hoja de trabajo 8
Temas Implicitos: Relacién de orden: entre niumeros positivos; entre numeros

negativos; entre un numero positivo y un negativo; y con respecto al cero.

Anélisis a priori
1. Podran dar las siguientes respuestas:
a) Cuando ambos numeros son positivos, encerraran el mayor. No creo
que tengan problemas.
b) Cuando ambos numeros sean negativos podran responder:
1b. Encerraran el que tiene mayor valor absoluto.
2b. Enceraran el que tiene menor valor absoluto (el que esté mas cerca

del cero).
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3.

Cuando comparan un negativo con el cero, encerraran al cero.

Para verificar con la calculadora, harian lo siguiente:

Al mayor (el que encerrd), restarle el menor; y como es el mayor al
quien le quité, debe sobrar algo.

Al primer numero de la pareja a comparar, restarle el segundo.

Al mas grande pasando por alto el signo negativo, restarle el otro nu-
mero.

No sé.

No hay problema ya que sélo se realiza la resta de los numeros.

3.1 Ante los resultados con respecto al signo habria diferentes respues-

tas.

Todos son positivos.

Algunos son positivos y otros negativos.
La mayoria son positivos.

Todos son negativos.

Ante esta situacion los alumnos podrian dar las siguientes respuestas:
Es cierto y no hay contraejemplos.
En algunos casos es cierto.

No es cierto.

Al utilizar los simbolos <, > & = entre parejas de numeros podrian dar
respuestas como las siguientes:

Poner el signo de “mayor que” al numero que tiene mayor valor abso-
luto; es decir poner el signo de “menor que” al numero que tiene me-

nor valor absoluto (el que esta mas cerca del cero).
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Poner el signo de “menor que” al numero que tiene mayor valor abso-
luto; es decir, poner el signo de “mayor que” al numero que tiene me-
nor valor absoluto (el que esta mas cerca del cero).

No utilizaran el signo igual.

Respecto a ordenar de mayor a menor una terna de numeros, pueden
dar como respuesta lo siguiente:

Ordenar la terna en forma correcta.

Ordenar la terna en forma invertida (colocando primero el menor).
Colocar primero el numero que esta entre el mayor y el menor nume-

ro.
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CAPITULO 5
DESCRIPCION POR SESION Y OBSERVACIONES

En este capitulo, el lector podra encontrar las transcripciones completas de
todas y cada una de las video grabaciones que se llevaron a cabo durante la
puesta en marcha de la investigacion. Ademas en forma paralela se rescatan
los hallazgos, es decir, se muestran las dificultades, la problematica, los pro-
cedimientos seguidos por los alumnos al resolver las actividades de trabajo,
o bien, las conclusiones y/o generalidades a las cuales los alumnos fueron
capaces de obtener con relacidn a la operatividad de los numeros con signo
con el apoyo del recuso didactico: la calculadora (Texas Instruments TI-92) y

hojas de trabajo®.

La escuela donde se llevd a cabo el trabajo de investigacion fue la Secunda-
ria 90 Ing. Juan Guillermo Villasana, en particular, el grupo 1° C del turno ma-
tutino, ubicada en la Delegacion Venustiano Carranza (D. F.), en el periodo

de octubre a diciembre de 2004.
El codigo que se uso en la descripcion de cada sesion fue el siguiente:

Mo. Maestro

Ao. Alumno

Aa. Alumna

As. Alumnos (as)

Las Observaciones que se hicieron durante las descripciones de cada una de

las sesiones, estan escritas con letra cursiva.

®Las hojas de trabajo fueron tomadas del libro “La calculadora en el Salén de clase I”. Senti-
do numérico e iniciacién al algebra. Cedillo, T. (1999). Grupo editorial Iberoamérica. México.
Pags. 67 ala 73.
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5.1 Descripcion de la sesion 1

El tema general es “Numeros con signo”, y ésta es la primera clase donde se
desarrolla el subtema “adicion de numeros con signo”. El recuso didactico

fundamental es la calculadora y la hoja de trabajo 1.

Ambiente y organizacion del trabajo

Mo. “Buenos dias muchachos, el tema que vamos a trabajar en general du-
rante estas sesiones se llama Numeros con Signo, pero hoy, especificamen-
te vamos a trabajar la adicion, ¢de acuerdo? Les voy a entregar hojas de tra-
bajo sobre las cuales van a trabajar por parejas y a veces en equipos de 4
alumnos..., (el maestro termina de dar las indicaciones de trabajo y continua)
posiblemente la calculadora nos ayudara a resolver estas actividades...a ver
quién quiere hacer favor de darle lectura a la hoja que les acabo de entregar
(algunos alumnos levantan la mano y dicen jyo!)”

Ao. Hoja de trabajo No. 1 ;Como sumamos numeros con signo? En estas
hojas de trabajo aprenderas cosas importantes sobre los numeros negativos.
Los numeros con signo pueden ser positivos o negativos, el cero no es posi-
tivo ni negativo. Los numeros positivos lo conoces bastante bien.

Los numeros negativos se usan para referirse a ciertas situaciones. Por
ejemplo, la temperatura “siete grados bajo cero” puede representarse me-
diante la expresion —7 grados. Los numeros negativos también se usan para
referirse a deudas, por ejemplo, si una persona debe $1,000.00, esa deuda
puede representarse mediante la expresion —1000 pesos (se lee “menos mil
pesos”).

¢ Puedes dar otro ejemplo de una situacidén en que puedan usarse los nume-
ros negativos?...”

Mo. “Pueden pensar en algun ejemplo sobre numeros negativos como los
ejemplos mas o menos para posteriormente realizar la actividad No. 1, va-

mos a ver quién puede decir un ejemplo (los alumnos se quedan pensando,
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reflexionando)... pueden dar un ejemplo o alguna situacién donde se usen los
numeros negativos (da un tiempo y vuelve a preguntar) ¢ alguien tiene ya al-
guna situaciéon?...”

Ao. “Para sacar coordenadas de un punto terrestre.”

Mo. “Para sacar coordenadas de un punto terrestre... (Repite, como anali-
zando la respuesta), bien, ;qué les parece?..., ; donde has visto eso?”

Ao. “En un mapa...”

Mo. “Muy bien, ¢ algun otro ejemplo?...”

Aa. “En la calculadora...”

Mo. “En la calculadora (repite como reflexionando)... A ver qué has visto en
la calculadora?”

Aa. “Cuando hacemos una operacién, digamos una resta, cuando el niumero
de arriba sea menor (se refiere al minuendo) y el de abajo mayor (se refiere
al sustraendo), el resultado es negativo...”

Mo. “Cuando el minuendo es menor que el sustraendo... bien, ¢algun otro
ejemplo? (los alumnos se quedan pensando y otra alumna dice)”.

Aa. “En una resta”.

Mo.”¢ Como cual™

Aa. “10 menos 12 igual a menos 2” (el maestro anota la resta en el pizarrén)
Mo. “Bueno este es un ejemplo de las actividades que vamos a realizar, y
vamos a ver si este signo (sefiala el del —2), realmente nos representa el sig-
no del numero o de la operacion... bueno vamos a realizar la primera activi-
dad, ¢ quién le da lectura? (una alumna levanta la mano)”.

Aa. “Uno, usa la calculadora para realizar las siguientes actividades. Nota
que en la calculadora hay dos signos que representan “menos”. Uno de esos
signos sirve para efectuar la operacion de restar, el otro, el signo (-), es el
que debes usar para escribir un numero negativo en la calculadora”.

Mo. “Bien, observaron eso (repite)..., nota que en la calculadora hay dos sig-
nos que representan “menos”. Uno de esos signos sirve para efectuar la ope-

racion de restar, el otro, el signo (-), es el que debes usar para escribir un
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numero negativo en la calculadora, hay dos tipos de signo entonces, ¢uno
para qué nos sirve?...”

Aa. “Para hacer la operacion”.
Mo. “¢Y el otro?”.

Ao. “Para escribir un numero negativo”.

Existen dudas en la parte operativa, especificamente en los signos, ya que
aqui los alumnos tienen su primer acercamiento ante la dualidad de signifi-

cado del signo menos: como operacion y como signo del numero.

Mo. “Abusados con esto en la calculadora... vamos a dar tiempo para realizar
los cuatro primeros incisos, después de un tiempo las revisaremos (después
de un breve acercamiento de los alumnos a la calculadora, observa que tie-
nen problemas para operar)... ¢Hay alguna diferencia entre las dos teclas?
(se refiere a la que representa la resta y a la que representa el signo de un
namero)”.

As. iSil... (contesta, la mayoria)”.

Mo. “Vamos a diferenciarlas para que no tengamos problemas, ¢ una de color
es?”.

As. “iGris!, jnegra! (contestan simultdneamente)”.

Mo. “¢ Como es la de arriba?...”.

As. “iGris! (contestan todos)”.

Mo. “; La otra es entonces?”.

As. “iNegra! (contestan todos)”.

Mo “Para que no suceda lo que a su compariera lo que le salié de ANS (le
salié en la pantalla de la calculadora ANS, porque al realizar la operacién —
7+9=, la alumna primero oprimio la tecla menos que representa la operacién
en lugar de utilizar la tecla menos que esta entre paréntesis, la cual repre-

senta el signo del numero) ¢, qué teclas debe oprimir entonces?”.
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As. “jLa gris! (lo dicen convencidos, ya que de lo contrario, no les va a salir el
resultado)”.

Aa. “Ya terminé las cuatro primeras...”

Mo. “Dime qué teclas oprimiste”.

Aa. “La gris, siete mas nueve y luego enter (al mismo tiempo que el maestro

anota en el pizarron)

() 7 + 9 enter

Comienzan a identificar la tecla que representa el signo del nimero.

Mo. “¢ Cuanto te sali6 en la pantalla?”

Aa. “iDos!”

Mo. “¢ A alguien le sali6 algo diferente en la pantalla?...”

As. “ino! (se continua con la actividad)”.

Mo. “Bien, inciso b nifia”

Aa. nosotras pusimos menos entre paréntesis (refiriéndose a la tecla (-), o
bien, la tecla que representa el signo del numero), cinco mas, menos entre

paréntesis, siete y enter (simultaneamente, el profesor anota en el pizarron)

() 5 + (-) 7 enter

Mo. “¢ Qué les dio en la pantalla?”.

Aa. “Menos doce”

As. “iNo, no es correcto! (dicen algunos nifios)”.

Mo. “Menos doce (repite y anota en el pizarrén)...qué salio en la pantalla”.

As. “iMenos doce!”

Mo. “Oprime las teclas en el orden como se anoté en el pizarréon y vean lo
que sale en la pantalla (les dice a los alumnos que habian dicho que no salia

menos doce)”
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As. “Menos doce (contestan convencidos)”
Mo. “Continuamos, inciso ¢ nifo, ¢qué teclas oprimiste?”
Ao. “8, mas, menos con paréntesis, siete y luego, enter (al mismo tiempo que

el profesor anota las teclas que oprimié el alumno)”

8 + () 7 enter

Mo. “¢; Qué te sali6 en la pantalla?

Ao. “uno”

As. “Menos uno”

Mo. “¢ Uno 0 menos uno?

As. jUno! (convencidos)’

Mo. “¢ A alguien le salié un numero diferente?

As “iNo!

Mo. “Vamos a revisar el otro (observa al grupo y le da la palabra a una alum-
na después de levantar la mano), A ver tu nifa qué teclas oprimiste”.

Aa. “Menos entre paréntesis, uno, cinco, mas entre paréntesis, uno, siete,

luego enter y me sale menos 32 (simultdnemante, el profesor escribe en el

pizarrén)”

) 1 5 + () 1 7 enter
As. “iSil”
Mo. “¢ A alguien le salié un numero diferente?”
As.”iNo!
Mo. “Siguiente inciso”
Ao. “Me salio 80"

As. “Menos 80 (gritan)”
Mo. “¢ A alguien le salié otro resultado?
As. “iNo!
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Mo. “Inciso f (levantan la mano varios alumnos e inclusive dicen jyo!, jyo!), a
ver nino”

Ao. “Me salié en la pantalla uno punto cinco”

Mo. “0.5 + 1.5 + -2 (al mismo tiempo que repite los numeros de la suma es-
cribe en el pizarron con la intencion de que revisen todos con las calculado-
ras y observen que hay un error, en particular este alumno que dio la res-
puesta)”

As. “Es menos 1.5 (haciendo referencia de que 1.5, es incorrecto)”

Ao. “Es cero... (repite el alumno que dio primero la respuesta después de
hacerlo nuevamente en la calculadora, pero lo dice sorprendido, sobre todo
porque la mayoria dice que es —1.5 y sélo él habia dicho 1.5)”

Mo. “; Menos 1.57 (pregunta para verificar e intentar que el alumno observe
el error)”

As. iSiV

Mo. “¢ Qué oprimiste en la calculadora? (se dirige al alumno que dijo 1.5)”

Ao. “Lo mismo, oprimi el 0, luego el punto, luego 5, luego el signo +, luego
el signo del negativo (simultaneamente el profesor va anotando en el piza-
rron y repitiendo en voz alta)”

Mo. “¢Asi como esta (sefala en el pizarron el signo menos, el de la opera-
cion)?”

Ao. “Entre paréntesis (se refiere al signo del numero, o sea el que esta entre
paréntesis en la calculadora)”

Mo. “Luego...”

Ao. “2 y por ultimo enter”

As. “iSale uno punto cinco!”

Mo. “¢ Positivo o negativo?”

As. “iNegativo! (contestan todos)”

Mo. “; Positivo o negativo? (se dirige nuevamente al alumno que inicialmente
dio el resultado incorrecto)”

Ao. “Negativo”
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Mo. “Seguimos, inciso h nifa”

Aa. “Apreté la tecla (-), luego 7, el signo +, enter y me dio como resultado
menos 42"

As. “iSi! (todos contestan aprobando el resultado)”

Mo. “Bien, eso es lo que nos resultd trabajando con la calculadora, ahora lo
interesante es contestar las preguntas. Fijense en la primera, qué operacio-
nes hizo la calculadora para sumar un numero negativo con un numero posi-
tivo, escriban qué hizo la calculadora primero, posteriormente lo comentamos
(levantan la mano algunos alumnos para dar respuesta a la pregunta)”

Ao. “Restar (contesta después de leer otra vez la pregunta)”

Comienzan a dar sus primeras conclusiones a través de la observacion de
ciertas regularidades; en efecto se hace una resta al sumar un nimero nega-

tivo con otro positivo.

Mo. “Restar (repite, como pidiendo al alumno a que justifique). ¢ Alguien tiene
otra respuesta?”

Aa. “Restar y sumar”

Mo. “¢ En qué casos resta y suma... dime en qué inciso, en el a, en el b, en el
ceneld.?”

Aa. “Enel e’

En el inciso e, no ubican que los numeros que se suman, ambos son negati-
vos y la pregunta hace referencia a un numero positivo y a un numero nega-

tivo.

Mo. “-30+-50=20"
As. “iNo! Da menos 80"
Mo. “Da menos 80 (como preguntando), ¢en qué momento restd? (le pregun-

ta a la alumna que dio inciso e)”
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Aa. “¢ En el menos 307 (pregunta pero no justifica)”

As. “iNo! (sélo algunos responden)”

Mo. “4Ahi qué hizo nifos?...fijense, qué pasa en el inciso e, como se resta
en el inciso e...”

Ao. “El mejor ejemplo es el inciso ¢ (recapacitando que el inciso e, no es un
ejemplo en el que se aplique la resta)”

Mo. “En el c..., entonces observen todos, el inciso ¢, 8+ -7 (anota la suma en
el pizarrén), ¢, qué hace la calculadora?”

As “Resta menos 77

Mo. “; Resta o suma? En el caso de este inciso en particular”

Ao. “Las dos vienen ahi”

Mo. “Es restar (como diciendo de qué otra manera los hago reflexio-
nar)...bueno, vamos a ver si la segunda pregunta nos ayuda a esclarecer un
poco la primera... qué operacion hizo la calculadora para sumar un numero
negativo con otro numero negativo?”

As. “Sumar” (eso les queda claro).

Para sumar un numero negativo con otro numero negativo, saben perfecta-
mente que solo basta sumar ambos numeros y colocar el signo negativo. No

hay problema.

Mo. “Vamos a ver qué ejercicio suman un negativo con un numero positivo”
Ao. “Elinciso a, el inciso c y el f’

Mo. “¢ EI h?”

Aa. “El h también”

Ao. “Y en la primera (se refiere al inciso a) le restas el negativo al positivo
para que te resulte”

Mo. “Bien, ¢en el inciso a?”

Ao. “Si en el caso del inciso a”

Mo. “¢ Qué paso cuando los dos numeros son negativos?”
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Ao. “Se sumaron”

Los alumnos son capaces de hacer una generalizacion para poder sumar

dos numeros negativos.

Mo. “Entonces estan sumando”
Ao. “En los numeros negativos se suman los dos y cuando tienes un positivo

y un negativo, al positivo le restamos el negativo”

Aqui generalizan qué signo va a tener la suma de dos numeros negativos.

Mo. “Bien, vamos a ver si en las demas actividades sucede esto que estan
observando. Vamos a la siguiente pregunta: ;qué hace la calculadora para
saber qué signo le pone a las operaciones?..., (da un tiempo y pregunta)
¢, qué pasa con el inciso a?”

Ao. “En realidad es menos 7 y por lo tanto se le resta 9, pero como no es

menor que cero, es humero positivo y no tiene signo de menos”

Se manifiestan procedimientos interesantes para sumar un numero positivo

con uno negativo.

Mo. “En la pantalla de la calculadora, ¢ qué nos sale?”

Ao. “2”

Mo. “2 (repite afirmando), en realidad no se ve el signo positivo, pero en la
pantalla de la calculadora no esta el signo positivo, se entiende que el resul-
tado es positivo. Bien, por ejemplo, en el inciso b (la operacion es: -5 + -
7=), ¢,qué signo le pone la calculadora?”

Ao. “Negativo, como ahi son dos numeros negativos, se suma normal, pero

s6lo que se pone el signo negativo”
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Solo les queda claro que cuando se suma un positivo con un negativo se res-

ta, pero no asi para determinar el signo que debe tener el resultado.

Mo. “A ver, en el caso del inciso h, qué nos resulta si la operacion es -72 +
30 = -42. La pregunta es, ¢qué hace la calculadora para saber qué signo le
pone resultado?”

Aa. “Yo le hice asi: al siete le quito 3 y me quedan 4 (trabajé con las dece-
nas), entonces serian 40, y el 2 nada mas lo pasé al lado para que sea 42 y
el menos se lo pongo”

Mo. “Eso es lo que tu hiciste, y la pregunta es qué hizo la calculadora”

Ao. A veces depende de los numeros positivos y de los niumeros negativos.
En el inciso a el positivo es mayor que el negativo (se refiere al valor absolu-
to), entonces nada mas se resta; en el inciso h, es similar al inciso a, es un
numero negativo (se refiere al valor absoluto) y otro positivo, pero aqui el
numero positivo es menor, entonces igual se resta; igual en el inciso f, como
el positivo es menor que el negativo (se refiere al valor absoluto), se le resta

al numero negativo”

Romper la estructura que traen o que conocen de la suma en los naturales,

les cuesta trabajo en los enteros.

Mo. “Entonces, ¢qué signo pone la calculadora?”

Aa. “En si lo que hace la calculadora, es ver si el numero es negativo o posi-
tivo”

Mo. “Lo que hace la calculadora, es ver si el numero es negativo o positivo
(es insuficiente y se queda pensando)’

Ao. “Yo le puse, segun la operacion que estés haciendo”

Mo. “Hay una sola operacion que estamos trabajando, ¢qué operacién esta-
mos trabajando? (le dice al alumno)”

Ao. “La suma”
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Mo. “Por qué le pones, segun la operacion que estas haciendo (le pregunta
nuevamente)”

Ao. “Porque si estamos haciendo una suma, no puede ser una resta o una
division (se le complicd justificar)”

Mo. “Eso es lo interesante, a nosotros en la primaria (se refiere a los alum-
nos) nos ensefaron a trabajar con los numeros naturales: el 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,... los numeros negativos, casi no nos los ensefiaron, horita en secundaria
es un tema que tenemos que trabajar y si ustedes observan, a la mejor algu-
nos ninos, por ejemplo, el caso de su companero dice es que va a depender
de la operacion; es decir se estan rompiendo ciertas reglas que ustedes ya
conocian, y por eso es importante que se fijen qué hace la calculadora para
saber qué signo va a poner al sumar un negativo con un positivo, un negativo
con otro negativo y/o un positivo con un numero negativo,... nifia (le da la
palabra)”

Aa. Es que depende si el numero negativo es mayor o menor, o el positivo es

mayor o menor (esta situacion lo escribe el profesor en el pizarron)”

Se remite de alguna manera al valor absoluto de los numeros, sin embargo
esta situacion les fue un tanto complicada para los alumnos y tuve que recu-

rrir hasta cierto punto a la exposicion del valor absoluto.

Mo. Bien, fijense lo que acaba de decir su compafiera, si lo ubicamos en la
recta numérica (traza una recta horizontal sobre el pizarrén), donde quedaria
mas o menos el numero 30 (pone el cero por la mitad de la recta y como re-
ferente el 10 a la derecha del cero a una distancia x)..., nifia”

Aa. “Antes de la punta (el profesor marca sobre la recta y a la derecha el 30)”
Mo. “¢ Por aqui (al mismo tiempo sefala el extremo derecho de la recta)?
Entonces, mas o menos el menos 72, ;dénde quedaria?..., nifio”

Ao. “Mas o menos por aqui (extiende la recta por la izquierda y marca el pun-
to -72)
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Mo. “; Mas o menos? (se dirige al grupo para ver si aprueban lo que el alum-
no esta haciendo en el pizarron)®

As. “;Si!, jmas o menos!”

Mo. ¢ Cual estda mas lejos del cero?”

As. “-72”

Mo. "Entonces, la calculadora esta tomando el signo del numero que esta
mas lejos del cero, en este caso el inciso h, la calculadora esta poniendo el
signo del numero que se encuentra mas lejos del cero. El inciso f, 4 qué signo
le puso?”

As. “iMas!, jmenos!”

Los alumnos muestran lo complejo que es el poder saber qué signo se le ha
de poner en la suma de numeros con signo, el caso particular: un positivo
con un negativo ya que solicita al maestro la aprobacion de la respuesta a la

pregunta respectiva.

Mo. “Chequen, si aqui pongo el cero, quién pasa a poner el 0.5 y el -2 (tra-
za una recta numérica y ubica el cero casi a la mitad). Pasale (se dirige a una
alumna que lo solicita al levantar la mano). Si ahi puso e su compafera el
0.5, dénde estara el -2 (la alumna puso el 0.5 a la derecha del cero)’

Ao. “Del otro lado del cero”

Mo. “¢ Cual de los dos numeros esta mas lejos del cero?”

As. “El menos 27

Mo. “La calculadora esta tomando en cuenta el numero que esta mas lejos o
retirado del cero y coloca el signo de ese numero, esto era lo que decia su
companera, depende de si el negativo es mayor o menor, si el negativo es
menor que el positivo (el valor absoluto), entonces el resultado es positivo,
pero si el negativo es mayor (el valor absoluto) que el positivo, el resultado
entonces va a ser negativo”

Ao. “Entonces, esa es la respuesta que vamos a poner”
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Mo. “Esa es parte de la respuesta, les decia, conforme pasen las actividades,
vamos a ir viendo si esto se confirma lo que dice su compaiiera...”

Ao. “Numero 5. En cada inciso encuentra tres parejas de numeros que al
sumarlos den el resultado que se indica. Verifica tus respuestas usando la
calculadora”

Mo. “Busquen los numeros de cada uno de los resultados... quién me da la
respuesta de la primera”

Aa. “-40+8 (simultaneamente el profesor anota en el pizarrén)”

Mo. “Al darle enter te da -32. ; Alguien tiene otras parejas diferentes?

Ao. “-16+ -16, también da -32”

Mo. “Muy bien, ¢ quién tiene otra?”

Ao. “106 + 74 = -32”

Mo. “¢ Cuantas parejas creen que haya diferentes para que me den —327”

As. “jhuuu! (como diciendo que muchas)”

Mo. “Mucha verdad, hay bastantes. Bueno, vamos al inciso b, busquen dos
numeros que sumados me den —45 (al terminar algunos alumnos levantan la
mano para pasar al pizarron y anotar la pareja de numeros que obtuvieron)”
Ao. “-90 + 45 = -45 (el profesor anota en el pizarrén al mismo tiempo que
aprueban los alumnos)”

Mo. “Ese es uno (dando a entender que esta bien), muchacho, ponte de
pie...
Ao. “-75 + 30 = -45 (simultaneamente, el profesor anota en el pizarréon)”

”

Mo. “A ver tu respuesta muchacho (le dice a otro alumno)”

Ao. “-32 + -22 = -45 (simultaneamente, el profesor anota en el pizarrén)”

Mo. “Bien, ahora traten de buscar los sumandos del inciso c, d, e y f para
luego poner los resultados en el pizarrén”

Mo. “Inciso c (le da la palabra a una alumna), dime qué numeros sumados
me da -27”

Aa. 10 + -17 es igual a 27"

Mo. “Pasale al pizarrén y anota otros 2 sumandos que den -27”
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Ao. “-12 + -15 = -27 (lo anota el alumno en el pizarron)”

Mo. “-12 pone su comparfiero mas, menos 15, ¢ si dara -27?”

Ao. “iSil”

Aa. “-7 =20 = -27”

Mo. “; Esta correcto en la forma que lo escribié? (le pregunta a un alumno)”

Ao. “iNo! (seguro de si)’

Si bien no saben qué signo poner cuando se suman dos numeros con signo:
un positivo y otro negativo, cuando es el proceso inverso, dado un resultado

negativo o uno positivo, encuentran mas facil los sumandos.

Mo. “; Qué le falta?”

Ao. “La suma”

Mo. "La suma verdad, mas menos 20 (corrige su error la alumna que paso al
pizarron y anota correctamente quedando -7 + -20 = 27). Diganme el inciso
siguiente, el cual tiene como resultado —40”

Aa. “-80 + 40 = 40"

Mo. “¢ -80+40 me da 40?7 (verbalmente repite y va sefialando los numeros
asi como el resultado)”

As. “No, es menos”

Mo. “Estamos buscando dos numeros que nos den —40 (pasa a otro alumno
al pizarron)®

Ao. “-120 + 80= -40”

Mo. “Muy bien, pasale (le dice a otra alumna)”

Aa. “46 + 6= -40"

Mo. "Bien. ¢ Alguien podra obtener dos sumandos negativos y que le dé me-
nos 407"

Ao. “iYo!... (pasa al pizarrén y anota —160 + -120)”

Mo. “-160 + -120, A ver si da menos 40 (lo repite en voz alta)”

Aa. “ijDa -280! (al mismo tiempo el profesor anota en el pizarrén)”
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Mo. “Quién pasa a poner dos numeros negativos”
Aa. “-20 + -20 (anota en el pizarrén)”

Mo. “ Es correcto?

As. “iSil”
Mo. “Bien, inciso e... Karen ¢ cuanto es el resultado?”
Aa. “-55”

Mo. “; Quién pasa a anotar sumandos negativos?”

Ao. “-25+-30=-55 (lo anota en el pizarréon)”

Mo. “4 Es correcto?”

As. “iSi!

Ao. “-50+-5=-55"

Mo. “Muy bien. A ver, ahora quiero dos sumandos negativos pero ademas,
que sean decimales, (un alumno levanta la mano)... su compafero va a po-
ner 2 sumandos negativos pero con numeros decimales”

Ao. “-27.5+-27.5 (lo anota en el pizarron)’

Mo. “A ver chéquenlo en la calculadora, no creo que salga ese...”

As. “iSi sale!”

Mo. "Bien... ahora el inciso f, el resultado debe ser —78 (pasa una alumna al
pizarron), que sean negativos los sumandos. ;Qué es mas facil buscar dos
sumandos negativos o uno positivo y otro negativo?”

As. “2 positivos, 2 negativos, uno positivo y otro negativo (no les queda claro,
como que tienen duda)’

Ao. “-39 +-39 =78"

Ao. “-46 + -32=-78”

Ao. “-68 +-10= -78”

Ao. “Es como sumar...”

Algunos alumnos perciben que basta sumar solo los dos sumandos en forma

comun, una vez que ha identificado que ambos numeros son negativos.
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Mo. “Pero si ahora quiero un positivo y un negativo, ¢, qué tengo qué hacer?”
Ao. “Es como restar...”

Mo. “Vamos a ver el ejemplo que pone su companera y revisen si €s como
resta...

Aa. “-156 + 78 = -78 (escribe en el pizarron)”

Mo. “Nifia ¢ qué hiciste para saber que son esos 2 numeros? (en esta activi-
dad, deben hallarse los dos sumandos dado el resultado, en este caso —78)"
Aa. “Multiplico 78X2 que sale 156 y lo convierto a numero negativo, después

sumo el numero positivo y te da el resultado.”

Se observa elaboracion de procedimientos que los alumnos idean sin la ayu-

da del profesor.

Mo. “Queda claro”

As. “iSil”

Mo. “Y sera la unica estrategia”

As. “iNo!”

Mo. “Habra mas!”

As. iSil”

Ao. “Se puede con cualquier numero

Mo.”A ver si es cierto... an6tame aqui los dos sumandos, de tal manera que
me dé —78 (anota el —78 en el pizarrén el profesor y sefialando donde debe
colocar los dos sumandos el alumno)..., dices que se puede con cualquier

numero”

Con estas actividades, se estan resolviendo situaciones de la forma x+y=a
(intuitivamente), donde los sumandos son variables y a, una constante. Ante-
riormente los alumnos expresaron que tienen n sumandos para obtener co-

mo resultado a.
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Ao. “Si fuera 200, me tiene que dar (se dirige al pizarrén y escribe —78), en-
tonces a 200 se le podria restar 78 y me da 122 (pero no muestra la suma
como tal), pero como es 78 le resta 8 y me da 70 (hace operaciones en el
pizarron), entonces seria -70 + -8 = -78”

Mo. “Muy bien, entonces cuales son los dos sumandos... (se refiere al 200
que habia propuesto el alumno, como uno de los sumandos)”

Ao. “... Tiene que ser menor que el resultado...”

Mo. “Entonces, ¢ cuales serian los numeros?”

Ao. “-8 + -70=-78"

Mo. “¢ En el caso del 200, no se puede?”

Ao. “No, no se puede (no convencido)”

Mo. “Entonces, ¢,no es cualquier numero o si es cualquier numero?”

As “iNo!”

Mo. Bueno, segun su compafero no es cualquier numero el que se puede
poner, vamos a hacer lo siguiente: si yo quiero 200, mejor dicho, si pongo
200 como uno de los sumandos, ¢ cual seria el otro sumando, de tal manera

que me dé —787"

Ao. “jEs -278!”
Mo. “¢ Si saldra eso?”
As. “iSil”

Mo. “Seguros..., haganlo en la calculadora”

Aa. “El 200 ¢ es positivo o negativo?”

Mo. “Si no tiene signo, ¢ es positivo o negativo?”

As. jPositivo!”

Mo. “; Si salié o no? (se refiere a la operacion 200 + -278 6 —278 + 200 si da

como resultado —78)

Con estas actividades se trabajan expresiones algebraicas de la forma

a+x=b,
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o bien, x+a=b intuitivamente. La dificultad es mayor ya que se trabajan con

numeros con signo

As. “iSil”

Mo. “Ahi les va otro numero; -78 es el resultado (anota en el pizarron), ahora
el 400 como uno de los sumandos, ¢,cual seria el otro sumando de tal mane-
ra que al sumarlo con 400, de cédmo resultado —787?”

Aa. "menos 322 (el profesor lo anota en el pizarrén)”

Mo. “A ver haganlo en la calculadora, (dicta) —322+400 (en este momento lo
interrumpen algunos alumnos)”

As. No, es menos 478! (refiriéndose a que el —322 es incorrecto). jEl resul-
tado es mas 78 (refiriéndose al resultado de la operacién -
322+400)”

Mo. “Entonces no es correcto este numero (sefala el —322 y lo borra, en su
lugar pone al —478 quedando la operacion -478+400=-78)”

Ao. “Yo encontré una forma mas facil para obtener los sumandos”

Mo. “Bien, su compafiero ya encontroé una forma mas facil de hacer la suma,
¢,como seria en el caso del inciso g? (el inciso g, pide obtener dos sumandos
que como resultado de cero) o bien, vamos a suponer que el resultado es —
15, ¢ qué es lo que encontraste para sumar 2 numeros con signo para hallar
el -157”

Ao. “15 +-0”

Mo. “Su companiero pone +-0, ¢ el cero es negativo?”

As. “Ninguno de los dos (se refiere al signo negativo y al signo positivo)”

Mo. “Entonces quedaria —15+0, ¢ quién tiene otros sumandos?”

Ao. “Yo, -30 + 15 =-15"

Mo. “Verifiquen si es correcto”

As. “iSil”

Mo. “Muy bien, en el caso del cero,... $qué tengo que buscar? (se dirige al

alumno que habia sefialado al cero como negativo)”
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Ao. “10 +-10”

A pocos alumnos les cuesta comprender que la suma de un numero con Sig-

no, al sumarlo con su simétrico va a ser cero

Mo. “10 + -10 (repite al mismo tiempo que anota en el pizarrén)”

Ao. “2 numeros iguales, pero uno negativo y otro positivo”

Mo. “Su companero dice 2 numeros iguales pero uno debe ser positivo y el
otro negativo; ¢ siempre va a ser eso para que me dé cero?”

As. “iSi! jno! (las opiniones estan divididas)”

Mo. “Para que me dé cero, ¢,siempre va a ser eso? (uno positivo y otro nega-
tivo)”

Ao. “iNo! También se puede con puros negativos.

Mo. “¢ Con puros negativos se puede tambien?”

As. “iSi! (en realidad son pocos alumnos pero convencidos)”

Mo. “A ver, por ejemplo, si yo pongo —2.5 (lo anota en el pizarrén) mas cuan-
to para que me dé cero”.

Aa. “Mas 2.5”

As. “iSil”

Ao. “Uno positivo y otro negativo”

Mo. “A ver, si yo pongo 4.86”

As. “-4.86”

Mo. “-4.86 (repite y anota simultaneamente en el pizarron); es decir, su com-
pafera decia hace un rato: siempre va a ser un numero positivo y otro nega-

tivo para que me dé cero.”

Sin embargo la mayoria comprende bien que la suma de un numero con su

simétrico, les va a dar siempre cero

As. “iSil”
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Mo. “No podré sumar dos numeros negativos para que me dé cero?”

As. “iNo!, jsi! (la mayoria de los alumnos dice que no, sin embargo persiste la
respuesta si)”

Mo. “A ver nifa (se dirige a uno que dijo que si), busca 2 numeros negativos
que al ser sumados me dé como resultado cero”

Ao. “No hay (se escucha la voz de un nifo)”

Mo. “Ya lo tienes (le pregunta a la misma alumna), a ver dime el primer nu-
mero “

Aa. “-0 +-0=0"

As. “No puede ser -0 + -0”

Mo. “Aqui su companiera le esta dando un signo negativo al cero. ¢4 El cero es
negativo?

As. “iNo!”

Mo. “El cero nifios, no es ni positivo ni negativo, no le podemos dar el signo
de menos cero, de acuerdo (y pasa a otro alumno al pizarrén)”

Ao. “-10 + -10 da cero”

Mo. “A ver haganlo en la calculadora”

As. “jEsta mal!, da —20”

Mo. “¢ Podemos encontrar la suma de 2 numeros negativos que den cero?”
As. “iNOY”

Con la intervencién del profesor, los alumnos llegan a concluir que no hay
dos sumandos positivos que al sumarlos dé como resultado cero, ni dos ne-

gativos que me dé como resultado, cero

Ao. “Ni de dos positivos”

Mo. “¢ Ni de dos positivos?”

As. ”iNo!”

Mo. “Sdélo debe ser de un positivo con un negativo, nifia”

Aa. “Maestro, ¢ tampoco puede ser —100-0?7"
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Mo. “-100 + -0, no le podemos dar al cero el signo de negativo”

Aa. “Ademas no sale (dice una alumna)”

Ao. “da —100 (dice otro)”

Mo. “Bueno, inciso h... nifio, dictame dos sumandos que me den —1”

Ao. “10 +9”

Mo. {Es cierto!”

As. “iSil”

Mo. “¢ Cémo son los sumandos, ¢ uno es...?”

As “Negativo”

Mo. “¢Y el otro?

As. “Positivo”

Mo. “A ver de pie (le da la palabra a uno que esta levantando la mano para
participar)”

Ao. “1+ -2"

Mo. “1+ -2 (repite y escribe en el pizarrén)”

Ao. “da 3 (dice un alumno)”

Mo. “¢da 37"

As. “iNo!, da -1”

Mo. “Ahora quiero una suma donde los dos sumandos sean positivos y el
resultado de —1...niAa, los dos sumandos positivos (se prepara para anotar
en el pizarrén)”

Aa. “No, no puede ser...”

Mo. “A ver dime, por qué no puede ser, por qué no podemos obtener 2 su-
mandos que sean positivos de tal manera que al sumarlo nos dé —1”

Aa. “Lo que pasa es que, si tu sumas 2 numeros positivos te da un numero

mayor y no un numero menor”

Sus conocimientos previos respecto a los numeros naturales, les permite te-

ner sequridad respecto a que la suma de dos numeros positivos, jamas les

134



dara un numero negativo. Sin embargo, muestran poco trabajo en los nume-

ros decimales; en las expresiones:

x+y= -1 es dificil y

x+y=-43 es mas facil

donde x y y, son numeros negativos.

Mo. “Si sumamos 2 numeros positivos da un numero mayor, entonces ¢,no
podemos obtener 2 sumandos positivos que me den —17?”

Aa. “iNi negativos!”

Mo. “¢ Tampoco podemos obtener 2 sumandos negativos que al sumarlos me
den —17?, ; sera cierto lo que dijo su compafera?”

As. “iNo!”

Mo. “2 numeros negativos que al sumarlos den —1”

Ya no se pudo grabar, sin embargo, se dieron ejemplos en los que los alum-
nos si pudieron obtener 2 numeros negativos cuya suma de el numero uno

pero negativo.

5.2 Descripcion de la sesion 2

Esta hoja de trabajo es una extension de la sesion anterior cuyo titulo es Al-
go mas sobre sumas, donde ademas se abordan otros temas implicitos como

estimacion y la resolucion de ecuaciones que contienen numeros negativos.
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Mo. “4 Puedes encontrar 3 numeros que al sumarlos den por resultado cero?,
¢cuales son?

Ao. “-3+-2+-1”

Mo. “A ver haganlo en la calculadora”

Aa. “iDa menos 6!”

Mo. “Cada quien en la hoja de trabajo anota una suma de 3 sumandos, de tal
manera que de cero, pero sin usar el cero como sumando”

Ao. “1+1+-2”

Mo. “1+1+-2” (repite y anota en el pizarrén, da la palabra a un alumno)

Ao. ’-3+-2+5”

Mo. “Verifiquen si da como resultado cero”

As. “jSi da!”
Mo. “Bien, ¢ alguien mas tiene otros sumandos diferentes?”
Ao. “4+-3+-17

Mo. “4+-3+-1 (repite y anota el profesor en el pizarrén) igual a cero. Un ultimo
ejemplo, nifo...”

Ao. “=3+-1+4"

Mo. “-3+-1+4 igual a cero (repite y anota). A ver, en el primer ejemplo (sefa-
la la suma 1+1+-2=0) ¢ cuantos numeros positivos usaron?”

As. “jUno!”

Mo. “En el ejercicio numero 3”

As. “Un numero positivo”

Mo. “4Y en el numero cuatro?”

As. “También un numero positivo”

Mo. “Quiero que me den un ejemplo donde tengan 2 numeros positivos y un
numero negativo que me dé como resultado cero”

Ao. “Yo tengo uno: 4+4+-8”

Mo. “4+4+-8 (repite y anota en el pizarrén), ¢,si da cero ese ejercicio?”

As. “iSil”
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Mo. “Es decir, podemos obtener cero, usando 2 numeros positivos y un ne-
gativo”

Aa. “O dos numeros negativos y un numero positivo”

Aqui se muestra la suma como expresion algebraica de la forma: x+y+z=a,
donde x, y, z son variables (numeros con signo) y a, una constante; los
alumnos identifican claramente que hay solo dos formas diferentes para ob-
tener cero, usando

a) Dos numeros positivos y uno negativo.

b)  Dos numeros negativos y uno positivo

Mo. “Exactamente. Vamos a resolver la actividad numero 2 donde se piden 4
sumandos, si queremos —1 ¢cuales serian los sumandos?. Recuerden que
pueden usar: (anota en el pizarron)

Un positivo y 3 negativos

2 positivos y 2 negativos

3 positivos y 1 negativo

4 positivos 6 4 negativos

Este problema obliga al alumno a utilizar los numeros decimales, situacion

que en la hoja de trabajo anterior se les complicé a algunos alumnos.

Ao. “Yo puse -0.25+-0.25+-0.25+-0.25”
Mo. “Su companero puso -0.25+-0.25+-0.25+-0.25, 4 si le da —1 a su compa-
Aero?, ¢ es cierto?”

As. “iSi! (después de verificar en su calculadora)”

La estrategia que usa este alumno es muy clara, €l sabe que el menos uno

puede dividirse entre cuatro y por tanto, cada sumando es igual, en este caso
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menos 0.25. Resulta obvia para algunos alumnos, pero la mayoria no percibe

esta situacion.

Mo. “A ver (se dirige a una alumna), ¢ lo dictas o pasas al pizarrén?”

Aa. "2+2+2+-7"

Mo. “2+2+2+-7 (repite y anota en el pizarron) y me da —1, su compariera uso
3 numeros positivos y uno negativo. Bien..., nifa (se dirige a otra alumna)”
Aa. “1+1+-2+-1”

Mo. “1+1+-2+-1, el resultado debe dar —1 a su compafera. Muchacho (se
dirige a otro alumno para que lo haga en su calculadora y le de la respuesta)”
Ao. “Sida -1"

Mo. “Muchacho...”

Ao. “5+6+7+-19”

Mo. “5+6+7+-19 (repite y anota en el pizarron) y le da —1 a su compainiero.

Bien, ahi tenemos 4 ejemplos, nifa... otro”

Aa. “-3+-2+-1+5"
Mo. “-3+-2+-1+5, ; si dara —1?"
As. “jsil”

Mo. “Muy bien, ¢ cuantos numeros esta pidiendo (se refiere al punto numero
2 de la hoja de trabajo)’

As. “ij4 sumandos!”

Mo. “4 numeros, aqui estan ocupando 3 numeros positivos y un numero ne-
gativo, aqui su comparero ocupo los cuatro numeros negativos, aqui ocupo
3 numeros negativos y un positivo. Ninguno ocupd 4 numeros positivos, j10
participaciones para el nifio que me de los 4 numeros positivos que al sumar-
los de —1 ((una alumna levanta la mano y le da la palabra)”

Aa. “0.25+0.25+0.25+0.25”

Mo. “0.25+0.25+0.25+0.25 (repite y anota en el pizarrén), ¢le va a dar 1 6 —
1?7

As. “jUNO!"
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Ao. “Es lo que vimos la vez pasada”
Mo. “4 Es lo que vimos la vez pasada? (como que no se acuerda o no sabe)”
Ao. “Si sumamos numeros positivos no nos puede dar numeros negativos,

¢,no?”

Reafirman que la suma de numeros positivos no les puede dar como resulta-

do algun numero negativo.

Mo. “¢ Sumando numeros positivos, no nos puede dar numeros negativos?”
As. “iNo! (pero pocos alumnos contestan)”

Mo. “; Seguros?”

As. “iSil”

Mo. “Bueno, vamos a ver si en las siguientes actividades encontramos sumas
de numeros positivos que nos den numeros negativos como resultado....
Numero 3, ,qué nos dice el numero 3?”

Aa. “; Puedes encontrar cinco numeros que al sumarlos den por resultado —
277, i cuales son?”

Mo. Ahora la suma debe ser —27. Muchacho los tienes*

Ao. “5+3+4+3+-42"

Mo. “5+3+4+3+-42 (repite y anota en el pizarrdn), a ver, verifiquen con la cal-
culadora el resultado”

Aa. “Da —46”

As. “iNo! Si sale -27”

Mo. “; Si es correcto?”

As. “iSil”

Mo. “Otra suma...”

Ao. “102+-25+-25+-26"

Mo. “102+-25+-25+-26 (repite y anota en el pizarrén), ¢si saldra —27? A ver
chequen en su calculadora”

Ao. “Son so6lo cuatro nUmeros”
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Mo. “iEs cierto!”

As. “Ademas sale 26 positivos”

Mo. “Es 26 positivo, bien (otro alumno pide la palabra)”
Ao. “-9X3”

Mo. “¢-9X3 da -27?”

Ao. “Pero no tiene 5 numeros”

Mo. “Es cierto, pero ademas no es suma, ¢qué esta trabajando el compainie-
ro?”

As. “iMultiplicacion!”

Mo. “Estamos todavia con la suma”

Ao. “Yo tengo otro”

Mo. “Adelante...”

Ao. “-5.4+-5.4+-5.4+-5.4+-5.4”

Se observa una estrategia muy clara, el alumno sabe que si suma numeros
negativos, le va a dar como resultado un numero negativo, entonces procede
a dividir el =27 entre cinco, y le da —5.4, ademas de esta manera esta traba-

Jando la division de negativo entre un positivo inconscientemente.

Mo. “-5.4+-5.4+-5.4+-5.4+-5.4 (repite y anota en el pisarréon), da —27. Muy
bien muchacho, ultimo ejercicio, a ver tu (se dirige a una alumna)”

Aa. “5+8+4+5+-49”

Mo. “5+8+4+5+-49 (repite y anota en el pisarrén), ¢ si dara —277?, verifiquenlo
por favor”

Ao. “iSi! sidal...”

Un alumno interrumpe y al parecer ya tiene uno de los ejercicios pendientes

donde el profesor pide busquen 4 numeros positivos que al ser sumados dé

como resultado —1.
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Mo. “Muy bien, de la actividad numero 2, su compafero parece que ya tiene
la suma de 4 numeros positivos que le dan —1, si muchacho ¢0 no?”

Ao. “Si, los numeros son 0.025+0.025+0.025+0.025”

Mo. “0.025+0.025+0.025+0.025 (repite y anota en el pizarrén), denle enter

y... idara —1?”

As. “iNO!, da 0.1”
Mo. “4Y qué numero queriamos obtener?”
AS_ “_1!!

Pocos alumnos no identifican que al sumar numeros positivos, aun cuando

los numeros son muy chicos, no se obtendra un numero negativo.

Mo. “Entonces, no nos dio —1. El objetivo era buscar 4 numeros positivos que
al sumarlos diera —1... Ejercicio numero 4”

Ao. “Construye una suma con 3 sumandos cuyo resultado de —0.25”

Mo. “Ahora debe dar —0.25 (da la palabra a un equipo), ¢ya lo comproba-
ron?”

As. “jyal”

Mo. “¢ Quién me dicta entonces?”

Aa. “0.10+-0.10+-0.5"

Ao. “iNo!, no da -0.25”

Mo. “Vamos a checar el ejercicio de su comparera (anota en el pizarron lo
que le dicta la alumna), -0.10+-0.10+-0.5=-0.25"

As. “Si da (después de comprobar en la calculadora)”

Mo. “Otro ejercicio diferente”

Ao. “5+6+-11.25”

Mo. “5+6+-11.25 (repite y anota en el pisarron), a ver verifiquen, ¢da —0.25?”
As. “iSil”
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Mo. “Siguiente actividad, construye una suma con cuatro sumandos, dos po-
sitivos y dos negativos, de manera que el resultado sea —0.763. A ver...le da
la palabra a un alumno que levanta la mano)”

Ao. “-6+-4+5.382+5.381”

Mo. “-6+-4+5.382+5.381 (repite y lo anota en el pizarrén)... eso debe ser
igual a —0.763”

Ao. “Esta mal, eso da un numero positivo (dice otro)”

Mo. “Verifiquen bien, si da —0.763”

Ao. “No esta bien”

Mo. “Bueno, alguien tiene dos numeros positivos y dos numeros negativos
que de —0.763”

Ao. “1+1+-2+-0.763”

Mo. “1+1+-2+-0.763 (repite y anota en el pizarrén), ;es correcto?”
As. “iSil”

Mo. “¢ Alguna otra suma?”

Aa. “5+4+-9+-0.763”

Mo. “5+4+-9+-0.763 (repite y anota en el pizarron), verifiquen el ejercicio y
chequen si esta bien”

As. jEsta bien!”

Se observa una estrategia comun en algunos nifios, primero suman dos posi-
tivos, al resultado le suman su simétrico, por lo tanto da cero, y por ultimo,
suman el numero negativo que falta el cual, es el resultado que se esta bus-

cando.
Mo. “Vamos a pasar al ejercicio numero ocho, dale lectura (le dice a un

alumno)”

Ao. “Encuentra el numero que falta, verifica tu respuesta con la calculadora”
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Se trabajan ecuaciones de primer grado de la forma: a+b+x=c, donde a, b, ¢
son constantes y x, una incognita. Observe que es claro que se induce al
alumno a reconocer que una incognita tiene un valor tnico, mientras que la
variable no puede tener ese valor unico para hacer verdadera una expresion

algebraica.

Mo. “De pie, dictame la suma del inciso a”

Ao. ““15+13+m=0"

Mo. “-15+13+m=0 (repite y anota en el pizarrén), ¢ cuanto vale m segun tu?”
Ao. “27”

As. “iNo!”

Mo. “m vale 27, ;27 positivo o 27 negativo?”

Ao. “Positivo”

Mo. “Verificamos, si m=27, entonces el resultado seria 25 segun su compa-
Aero. Si m vale 27, entonces tendriamos 25 como resultado. Pero no quere-
mos 25 como resultado, queremos cero muchacho (se dirige a un alumno

que desea participar”

Ao. “Es dos”
Mo. “Su compafnero dice que m, vale dos”
As. “iSil”

Mo. “y si sale cero... vamos al inciso b, dictame la suma nifia.
Aa. “17+-20+n=-75 n, vale -72”
Mo. “17+-20+n=-75 n, vale —72 (repite y anota en el pizarrén). ¢ Es correc-

to?”

As. iSil”
Mo. “¢si vale nigual a -72”
As. “iSil”

Mo. ¢ Quién me dicta el c, ... nifio (se dirige a otro alumno)”
Ao. “p+18+-35=-7"
Mo. “p+18+-35=-7 (repite y anota en el pizarron). ¢ Cuanto vale p?”
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Ao. “-83”

Mo. “-83 (repite y anota en el pizarron). ¢ Si vale p —387”

As. “iSil”

CONTINUACION

Mo. Hace referencia a algunas generalidades vistas la clase anterior y conti-
nua con el ejercicio.

Ao. “El inciso d, (escribe en el pizarron) -2.5+q+-12=7, q=6.7"

Mo. “A ver nifos, si suman -2.5+q+-12 sale 7.8”

As. “iNo! (después de verificar con la calculadora)”

Mo. “No sale 7.8. 4 Qué valor le diste tu?”

Aa. “22.3”

Mo. “¢22.37?”

As. “iSil”

Mo. “;Y asi si sale?”

As. “iSil”

Mo. “Esa es una fraccion (le dice a una alumna que esta resolviendo el inciso
e), vamos a ver si la pueden trabajar con la calculadora y espero no tengan
ningun problema”

Ao. “No..., si va a A ver problema, porque yo no se fracciones”

Mo. “1/3+r+-1/9, debe dar -2, ustedes ya tienen el resultado (se dirige a un
grupo de alumnos los cuales dicen que no con la cabeza). jNo!... segun su
compainiera (la que esta trabajando en el pizarrén) r vale 14/9, a ver, ponga-
moslo en la calculadora...”

Ao. “Maestro, yo tengo otra (dice otro alumno)”

Mo. “¢ Otro resultado?”

Ao. “Es esa (esta de acuerdo con r=14/9), pero obtengo otro resultado”

Mo. “Primero verifica con tu calculadora si da 2 cuando r vale 14/9”

Ao. “;cdmo se pone fracciones?”

Mo. “Igual 14+9, ;si o no?”

As. “iNo!”
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Mo. “1/3 mas el valor de r, ¢ la calculadora lo pone como 6.4 6 6.4+1/9...7”
Ao. “No, es que sale 6.4444

Mo. “jah! Sale infinitamente 6.4444... ; Qué fraccidn corresponde a 6.4444...
Porque si vamos a trabajar con fracciones, vamos a convertir ese numero
(6.4444); o al reveés, en decimal, ¢ cuanto es 1/3 nifios?”

Ao. “0.3333”

Mo. “A ver, dividan uno entre 3 (con objeto de que lo hagan todos)’

Ao. “Sale 3"

Mo. “iSdélo 3 nada mas! (sorprendido, convencido de que algo esta mal)’

Se detectan grandes dificultades al trabajar con las fracciones, los alumnos
no tienen esa abstraccion de uso y significado de las fracciones; asimismo,
no es tan dificil trabajar con los nimeros decimales, aunque pasar de un nu-
mero representado en fraccion a un numero decimal, también se les dificulta

a los alumnos.

5.3 Descripcion de la sesion 3

En esta hoja de trabajo se aborda la leccion ;Cdémo restamos numeros con
signo?, asimismo se tocan algunos temas implicitos como: Introduccion al
uso de signos concatenados (+-,--); resoluciéon de ecuaciones que contienen
numeros negativos; resolucion de ecuaciones que involucran signos conca-
tenados (--); introduccién de -1 como coeficiente implicito; resolucion de
problemas que involucran operaciones con numeros con signo asi como la

relacion inversa entre la suma y la resta.
Se inicia la hoja de trabajo realizando la resta 9 - -8, una vez realizada en la

calculadora, el resultado es 17 positivo, a lo que el maestro cuestiona a sus

alumnos diciéndoles ¢ qué hace la calculadora?

145



Ao. “No se explicar bien, pero es como si se sumara, porque ya hice 9+8 y es
igual a 17, y da lo mismo que 9 - -8”

Mo. “No sabes bien por qué en realidad”

Ao. “No...”

Mo. “A ver Victoria”

Aa. “Se le quitan los dos signos y se suma”

Mo. “Bien, ¢ pueden verificar con otro ejercicio?... muchacho”

Ao. “Sale 17 porque uno es negativo y otro positivo, si fueran los dos positi-

Vos si se hace la resta normal, pero uno es negativo y el otro positivo”

Aunque no existe una explicacion convincente, los alumnos se dan cuenta
que es similar a la suma, es decir ya empiezan a hacer ciertas conjeturas que
tienden a generalizar. Lo sefala perfectamente un alumno, si ambos nume-
ros fueran positivos, se realizaria una resta normal, al minuendo le quitamos

lo del sustraendo.

Mo. “Bien, fijense en la observacion que hace su compariero, uno es positivo

y el otro negativo, en este ejemplo, ¢ cual es el positivo?”

As. “iEI 9V”
Mo. “¢Y el negativo?”
As. “iMenos 8!”

Mo. “Menos 8 verdad; el otro signo es de la operacion (se refiere al primer
signo negativo) de acuerdo, ¢quién dijo que ya lo habia comprobado con
otros ejercicios?... Actividad numero 3, realiza las siguientes operaciones
usando la calculadora (lo interrumpen)”

Aa. “Maestro ya le entendi, se supone que el primer numero si es positivo o
negativo es el que agarra para dar el resultado (continua su compafiero de
trabajo explicando)”

Ao. “Por ejemplo, si el primer numero es positivo el resultado va a ser positi-

Vo y si es negativo el resultado va a ser negativo”
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Mo. “¢ Siempre?, ¢ creen que siempre?”

Comienzan a hacer sus generalidades, pero todavia no se han percatado

que esto no se aplica en todos los casos.

As. “iSi! (pero no convencidos)

Mo. “Vamos a ver si el ejercicio 3 cumple con lo que estan manejando uste-
des, por ejemplo inciso a es 9—10, el primer numero, (el minuendo) ¢ .es po-
sitivo o negativo?”

As. “Positivo”

Mo. “4Y el resultado es positivo o negativo™

As. “Negativo”

Mo. “El resultado entonces, ¢ cual va a ser?”

As “19”

Mo. “Se cumple con lo que habiamos checado en la pregunta 1y 2 (se refie-

re da la hoja de trabajo)”

As. “iSil”
Mo. “Entonces en el inciso b, ¢ cuanto va a dar?”
As. “28”

Mo. “positivo o negativo”

As. “positivo”

Mo. “Comprueben con la calculadora... el inciso c, la vez pasada tuvimos
problemas con las fracciones, vamos a ver si ahora en la resta es mas senci-
llo o mas complicado trabajar con una fraccién, ¢qué creen que de cédmo re-
sultado?”

Aa. “; Los dos son negativos?

Mo. “No es 2 - -%”

Ao. “El primero es positivo (repite el maestro)”

Ao. “El segundo es negativo (repite el segundo”

Ao. “Sale 2"
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Mo. “jSale 2!, 72 - -V2!, a ver, ¢en la calculadora sale eso?”

Ao. “Uno”

Mo. “A ver donde esta la calculadora (le dice a un alumno), tu companera
dice que sale 2 (le pregunta)’

As. “j{Sale uno!”

Mo. “Oigan, pero su compafiera puso en la calculadora: uno al cuadrado me-
nos, menos uno elevado al cuadrado (172- -172) y le dio 2 como resultado,
entonces no esta aplicando la operacién de la resta... jcuanto les da como
resultado?”

As. “jUno!”

Mo. “Uno, ahora si. /2 - - %2 da como resultado...”

As. “jUno!

Mo. “Resuelvan el inciso d, ey f’

Aa. “Porque en lugar que sea una resta, se hace una suma, no es una resta,
por ejemplo Y2+72 da un entero (después de comprobar con su calculadora)’
Mo. “Bien, Y2+'%, si da un entero”

As. “iSil”

Mo. “Ahora dimelo con los numeros que estas utilizando, los numeros que
estan utilizando es V2 - -2 qué pasa con eso, ve tu hoja, qué te dio (le dice a
una alumna)”

Aa. “Uno”

Mo. “iDio uno!, entonces qué pasa con el inciso b, 14 - -14, ; qué pasa nifia?”
Aa. “iTambién se suma!”

Mo. “Entonces, cual seria tu conclusion, todavia no terminamos y tu ya estas
llegando a una conclusién, ¢ cual es tu conclusién hasta este momento?”

Aa. “Que el primer numero tendria que ser positivo y el segundo negativo

para que se pueda hacer la suma, como si fueran sélo numeros positivos”

Excelente conclusion, si el minuendo es positivo y el sustraendo negativo, el

minuendo y el sustraendo se suman.
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Mo. “Muy bien, vamos a ver qué pasa cuando el minuendo, o sea, el primer
numero es negativo, por mientras continuamos con el inciso d, dime el ejerci-
cio (le dice a un alumno)”

Ao. “1/3 - -1/3” es igual a 2/3”

Mo. “¢ Positivo o negativo?”

Ao. “Positivo”

Mo. “¢ A los demas les salié positivo?”

As. “iSil”

Mo. “Inciso e... (es interrumpido por una alumna)”

Aa. “Maestro pero si le aprietas el diamante verde y enter el resultado es 0.6
(otro interrumpe)”

Ao. “iSale 5 seises y luego un 7!”

Mo. “Bueno ese numero es aproximado, el numero exacto es 2/3, de acuer-
do...”

As. “iSil”
Mo. “; Cual es mayor 2/3 6 0.666666"
As. [2/3V"

Aqui algunos alumnos parecen tener mayor seguridad al utilizar un niamero
decimal en lugar de fraccion, y al hacer la conversion de 2/3, observan que
una calculadora lo expresa como 0.6 y otra como 0.666667 (desde luego es-
tos dos numeros, son sélo aproximaciones de la fraccion 2/3), esta situacion
se aprovecha para aclarar que no todas las fracciones al convertirlas a deci-
males son equivalentes como el caso de 2/5=0.4. Tal vez esto no se aclara

lo suficiente en la primatria.
Mo. “El 0.666666 es aproximado, se acerca mucho a 2/3, pero bastante a

2/3, ¢ queda claro?”
As. “iSil”
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Mo. “Inciso e, nifa...”

Aa. “-18 - -14 y da como resultado -32”

Mo. j-32! ¢ Alguien tiene otro resultado diferente? (varios levantan la mano)”
Aa. “-4”

Mo. “-4”

As. “iSil”

Mo. “Bien, tenemos dos resultados y no podemos tener dos resultados dife-
rentes, tenemos varias opciones: o las dos estan mal, o uno de las 2 esta
mal. Nifa, ¢tu que opinas?...”

Aa. “Es que ahi no se ve una rayita pero es —18 - -14”

Mo. “A la mejor el problema esta en que no sali6é en la copia”
As. “iSi falta un signo!”

Mo. “Pero el problema dice —18 - -14, sale...”

Ao. “-4”
Mo. “-4 dice su companero”
As. “iSil”

Mo. “Siguiente: -100 - - 48, a ver muchacho...”

Ao. “La respuesta es -148”

Mo. “-148, ;alguien tiene una respuesta diferente?... nifia”

Aa. “-52”

Mo. “; Si es correcto?”

As. “iSil”

Mo. “Todos tienen —52”

As. “iSil”

Mo. “Pregunta: ¢ explica lo que crees que hace la calculadora para restar un
numero negativo?, de pie muchacho...”

Ao. “Como se dijo, en realidad no es restar, es sumar”

Todavia no identifican claramente en qué casos se suma en forma normal

(como ellos lo sefialan).
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Mo. “El inciso e, es —18 - -14, ;ahi sumamos?”

As. “iNo!”

Ao. “Es que si es un numero positivo y otro negativo, se suman; pero si es un
negativo con otro negativo, es decir, un negativo con un negativo se resta en
forma normal:

Si los 2 numeros son positivos el resultado es positivo,

Si los 2 numeros son negativos el resultado es negativo”

Aqui ya dan indicios de una generalizacion, de cuando se suma y cuando se

resta, sin embargo solo sucede para algunos casos ya que:

2-5=-3; el 2 y el 5 son positivos, y el resultado es negativo. Sin embargo es

una buena conjetura.

Por otro lado, (-2)-(-5)=3; el =2 y el =5 son negativos, y el resultado es positi-

Vo.

Mo. “A ver, inciso f, tienes —100- -48=, jrealizas una suma?”

As. “iNo!”

Mo. “¢ Ahi que hace?”

Ao. “Lo resta normal”

Aa. “Le resta el -48 a —100”

Mo. “O sea que el —48 qué seria en realidad... positivo practicamente y el 100
negativo, y el resultado qué meda”

As. “-52”

Mo. “Muchacho, tu dices que viste algo, ¢ qué viste?”

Ao. “Con lo que explicd Rafael, primero hice una suma con el signo positivo y
luego con el signo menos, es decir, si anoto 54+65 da 119, pero si cambio

los dos signos por negativo quedaria 54- -65 da lo mismo”
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La operacion suma la cambioé por la resta primero, y después el segundo
sumando que es positivo, le cambia el signo en la resta quedando ahora co-
mo sustraendo. Es decir es lo mismo sumar dos positivos que restar un ne-

gativo a un positivo.

Mo. “Bien, pero en este caso es diferente el inciso e y el f. Victoria...”
Aa. “Si ponemos el signo negativo al 54, se hace una resta normal”
Mo. “A ver, dictale a tu compafiero”

Aa. “-54 - -65”

Mo. “Eso es igual a..., ahi qué pasa Victoria”

Aa. “Ahi como los numeros son negativos se hace una resta normal’

Identifican que cuando el minuendo y el sustraendo son negativos, se hace
una resta comun; sin importar cual es el minuendo y cual el sustraendo, solo
quitan al mayor el menor. Al parecer, no tiene problema cuando ambos nu-

meros son negativos.

Mo. “En este caso, ¢,cual seria el resultado?, ¢ positivo seria el resultado?”
As. “jOnce positivo!”
Aa. “Yo me he dado cuenta que por ejemplo, si cambiamos los numeros,

primero el —65 y luego el =54, el resultado seria negativo”

Pero si invierten el minuendo y el sustraendo, el resultado sera su simétrico

del resultado sin invertir los numeros. Esta es una excelente observacion.

Mo. “A ver dictale Karen”

Aa. “-65 - -54”

Mo. “Igual a... ¢ cuanto me da la calculadora?”
As. “jOnce negativo!”

Mo. “¢ Qué mas Karen?”
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Aa. “jHay, es que ya se me olvido lo que le iba a decir”

Mo. “No te preocupes... muchacho (se dirige a otro alumno)”

Ao. Si son dos numeros negativos y el primero es mas chico que el segundo
(se refiere al valor absoluto), el resultado sale positivo, pero si el primer nu-
mero es mayor que el segundo (se refiere al valor absoluto), el resultado sale

negativo”

Algunos alumnos presentan dificultad para saber el signo del resultado cuan-
do se restan numeros negativos, sin embargo la participacion de este alum-
no, permite generalizar lo anterior y por lo tanto quedaria asi:

a— b = positivo

b — a = negativo

Siendo a y b numeros con signo, si y solo si /a/</b/

Mo. “Todos estan de acuerdo”

As. “iSil”

Mo. “A ver, estamos en una fase de conclusién general, espero que con esto
pueden resolver el punto numero 5 de la hoja de trabajo; resuélvanla (des-
pués de un tiempo de exploracion), ¢ qué inciso estan trabajando?”

Ao. “El b, ya hicimos los otros, pero las fracciones otra vez se nos estan difi-
cultando”

Mo. “¢ Estan trabajando -1/2 -b =3/47”

As. “Si”

Nuevamente se manifiesta dificultad para trabajar con las fracciones ya que

no les son significativas.
Un alumno dice que el valor del inciso d) —18 — d =20 es -2.

Mo. “Como sabes que es —2. A ver anota la expresion en el pizarron. —18- d

=20, ¢ cuanto vale d segun tu?”
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Ao. “Menos 2 (escribe en el pizarron el valor de d)”

Mo. “Pon abajo: -18 - -2, hazlo en tu calculadora, ¢da 20 positivo ninos?”

As. “No, da -16”

Mo. “Pasale muchacho (desea participar un alumno), su compafiero puso

que d vale, ¢ cuanto nifio?”

Ao. “38’
Mo. “; 38 6 —38?”
As. “-38”

Mo. “Entonces queda —18 - -38 igual a 20. Bien, siguiente (pasa a una alum-
na y escribe en el pizarrén —40-e =50), ¢ cuanto vale e?”

Aa. “e vale -60”

Mo. “; Eso pusiste en la calculadora?”

As. “Da 20, es incorrecto”

Mo. “A ver, pasale nifia (una alumna desea participar)”

Aa. “e vale —90 (escribe -40- -90 = 50)”

Mo. “¢90 negativo, -90?”

As. “iSil”

Mo. “-90, eso es lo que resulta segun su compafiera. Nifio pasale a hacer el
siguiente”

Ao. “16-f =40 (lo escribe al mismo tiempo en el pizarrén), f vale -24”

Mo. “El problema es ver si f es positivo o negativo; fijense lo que escribe su
companero 16 - -24 =40"

As. “iSi sale!”

Mo. “; Seguros que sale eso?”

As. iSil”
Mo. “¢ No hay un error en el procedimiento?”
As. “iNo!”

Se trabaja otro problema, en este caso el inciso g.
Mo. “Bien, qué valor le diste a g,... tu nifo”
Ao. “1.9”
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Mo. “¢La letra g vale 1.97”

As. “iSil”

Mo. “Penultimo ejercicio: 38.7 — h = 62.4, ; cuanto vale h?
Ao. “h vale =23.7”

Mo. “4 Sera correcto?

As. “iSi”

En este seccion de la hoja de trabajo, las diferentes posibilidades de hacer
una resta con numeros con signo son: cuando el minuendo y el sustraendo
son positivos; cuando el minuendo es negativo y el sustraendo es positivo;
cuando el minuendo es positivo y el sustraendo negativo y cuando ambos
numeros son negativos. Lo que se observo en los resultados de las hojas de
trabajo fue que es facil resolver restas cuando el minuendo es positivo y el
sustraendo negativo; relativamente facil cuando el minuendo es negativo y
el sustraendo es positivo; dificil, cuando ambos nimeros son negativos (co-
mo fue el caso del inciso i) —17.9 — k = 100; no hubo actividades cuando el
minuendo y el sustraendo son positivos, sin embargo, parece que son faciles

ya que son los numeros con los que se inicia el algoritmo en primaria.

Lo anterior, sugiere poner atencion y ser cuidadosos como docentes al ense-
Aar la sustraccion de numeros con signo, en especial cuando ambos nume-

ros son negativos.

Mo. “Ultimo: -17.9 — k = 100, ¢ cuéanto vale k?”
Ao. “Es 117.9 no maestro”

Mo. “; Eso crees que valga?”

Ao. “Si porque es —17.9”

Mo. “A ver hazlo en la calculadora”

Ao. “Lo hice sin calculadora”
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Este alumno lo resuelve mentalmente, omite el signo negativo de la opera-
cion y sabe que a —17.9 basta sumarle 117.9 para que le de 100 (El alumno
hace lo siguiente:-17.9 + 117.9 = 100. Aqui ya no es una resta, sino una adi-
cion); pero lo mas interesante es que él sabe que +117.9 es la misma expre-

sion que - - 117.9, solo que él la omite en su explicacion.

Mo. “4 Sin la calculadora?... dictale el numero (su compafiero esta trabajando
en la calculadora y se le pide que ingrese los datos)”

Ao. “117.9”

Mo. “A ver, ponle 117.9... (los alumnos se dan cuenta que si se le pone 117.9
como positivo directamente, el resultado no va a dar, sin embargo, si com-
prende el numero como tal debe ser positivo, es decir, el primer nimero es —
17.9 y el otro debe ser positivo, en este caso 117.9). ¢ Es correcto lo que pu-
SO su compafiero (mientras otro alumno esta trabajando en el pizarrén y ano-
ta).

-17.9- -117.9 =100?7"

As. “iSil”

5.4 Descripcion de la sesion 4

En esta hoja de trabajo 4, se aborda la leccion: ¢ Como multiplico niumeros
con signo?, se analiza y compara el producto con numeros positivos y con
numeros negativos; asimismo se trabaja la propiedad conmutativa del pro-

ducto.
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Después de saludar a los alumnos, se les indica que van a trabajar otra hoja
en la que el tema es multiplicacion, el profesor le pide a un alumno que de
lectura a la hoja y asi iniciar.

Ao. “El trabajo que realices en esta hoja, te ayudara a comprender como rea-
lizar multiplicaciones con numeros negativos. Efectua las siguientes opera-
ciones con la calculadora”

Mo. “Ahora lo van a trabajar en la hoja , no voy a estar dirigiendo, les voy a

dar 36 5 minuto, trabajen el punto niumero uno”

Al observar el trabajo en equipo, una alumna dice lo siguiente.

Aa. “jYal... jya!, explica lo que crees que hace la calculadora para multiplicar
un numero positivo por un numero negativo (lee la hoja y contesta explican-
dole a su companiera la multiplicacion es —8X6); si le quitamos el signo me-
nos, podemos ver que 8X6 da 48 y como el primer niumero es negativo, el
resultado es negativo y como es mayor (se refiere al valor absoluto), también

le hace caso (se refiere a la calculadora)”

Se inician las primeras observaciones, se da cuenta de ciertas regularidades,
sin embargo las conclusiones primeras, no son correctas, pero es un buen

inicio.

Después de un tiempo, el profesor se acerca a otro equipo y le pregunta.

Mo. “; Ustedes en qué ejercicio van?”

Aa. “En el 3"

Mo. “¢Qué dice el 3”

Aa. “Un alumno dice que -7X13 da el mismo resultado que 13X(-7), ¢lo que
dice ese alumno es correcto?. Si.

Mo. “s Por qué crees que es correcto?”
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Ao. “Maestro, ¢qué significa el paréntesis, qué tiene que ver?, aqui lo que
entendemos es que los numeros cambian de lugar, pero no sabemos qué
significa el paréntesis”

Mo. “; La pregunta les pide algo en particular del paréntesis?”

As. “No”

Mo. “;Qué pueden deducir si ocupas el paréntesis, de algo nos servira el
paréntesis?”

Aa. “No porque da el mismo resultado”

Respecto al paréntesis que les hace ruido al inicio a los alumnos, es grato
que deduzcan que en este caso particular no les sirve de nada, no influye en
el resultado.

Mo. “Tal vez, nada mas se puso para que ustedes identifiquen que hay de-
ntro del paréntesis un numero y que es negativo”

As. “Bueno”

El profesor va a otro equipo, el cual esta trabajando la actividad 8

Ao. “Un alumno de otra escuela dice que —4 X —12 da el mismo resultado que
—-12 X —4, (contestan) si pues nada mas cambié los numeros (lo comprueba
en la calculadora y le muestra a su companero lo que obtuvo en la pantalla)”
Mo. “¢ Podrian comprobar con otros numeros?”

As “iSil”

Mo. “Pongan un ejemplo, pero anétenlo en la hoja, ¢ qué numeros pondrias?”
Ao. “-9X-8 (esta operacion la realiza en la calculadora)”

Mo. “Les da 72, luego qué hicieron”

Ao. “-8X-9 igual a 72. Si es multiplicaciéon, cambian los numeros pero no

cambia el resultado (los alumnos lo comprobaron con otros numeros, por
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ejemplo: con —2X-4 y —4X -2 y observaron que en cada caso el resultado era

el mismo, o sea 8).

Aqui se muestra el caso de multiplicar dos numero negativos y los alumnos
concluyen que al cambiar los numeros, el orden, el resultado es el mismo,

esto es la propiedad conmutativa de la multiplicacion deducida por ellos.

Al pasar a otro equipo, que trabaja la pregunta 4 de la hoja de trabajo, la cual
dice lo siguiente: efectua las siguientes operaciones sin usar la calculadora.
Mo. “¢ En qué coincidieron las multiplicaciones?”

Aa. “En que todos los resultados son negativos”

Mo. “Para que los resultados fueran positivos, qué tendriamos que poner o
agregar”

Aa. “Todavia no se maestro... (dice una integrante del equipo, pero otra con-
testa de inmediato)”

Aa. “2 negativos”

Mo. “¢ Ya lo comprobaste?”

Aa. “Sil”

Mo. “¢ En la hoja o en la calculadora?”

Aa. “En la hoja y en la calculadora”

Mo. “4En los 2?”

Aa. “SiV”

Mo. “A ver ponme un ejercicio a mi en la calculadora”

As. “-6X-6 (lo realiza en la calculadora y lo muestra al profesor)”

Mo. “A ver ponlo, qué te da con esos numeros”

Ao. “36”

Mo. Bien, muy bien”

En esta actividad los alumnos trabajan la multiplicacion de un numero negati-

vo por un positivo, ellos observan que en todos los casos el resultado es ne-
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gativo, y para que el resultado de estas operaciones sea positivo, es necesa-

rio que ambos numeros sean negativos.

Posteriormente se procede a revisar la hoja de trabajo.

Aa. “Efectua las siguientes operaciones usando la calculadora (da las res-
puestas de todos los incisos)”

Mo. “Bien, ¢alguien tuvo una respuesta diferente a las que dio su comparnie-
ra?”

As. “iNo!”

Ao. “Acabamos de ver, como hacer si no tuvieramos calculadora, al fin de
cuentas se hace una multiplicacion normal, sélo se le agrega el signo (otro
alumno sefala)”

Ao. “Si multiplico un numero positivo por otro negativo, nada mas se le agre-
ga el signo al resultado (se refiere al signo negativo)”

Mo. “Bien, vamos a ver el numero dos de la hoja... nifio”

Ao. “Explica lo que hace la calculadora al multiplicar un numero positivo y
otro negativo. La calculadora multiplica y el resultado siempre da negativo”
Mo. “Bien, a ver muchacho (le da la palabra a un alumno que esta levantan-
do la mano)”

Ao. Primero multiplicas y luego arreglas los signos”

Mo. “Bien, a ver (se dirige a otro alumno el profesor)”

Ao. “Es como si estuvieramos haciendo multiplicaciones normales, solo se le

agrega el signo negativo”
Generalizan la multiplicacion de un numero negativo por un positivo, saben
que siempre el resultado va a ser negativo, incluso llegan a decir que hasta

sin calculadora pueden obtener el resultado.

Mo. “Bien, entonces, vamos a ver el punto numero 3”
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Ao. “Un alumno dice que —7X13 da el mismo resultado que 13X-7, jsi!, es la

misma operacion nada mas que invertida’

Se observa que los alumnos redescubren la propiedad conmutativa de la

multiplicacion.

Mo. “El orden sdlo cambia, pero es el mismo resultado. Bien, punto numero
4, quien me dice el numero 4”

Aa. “Efectua las siguientes operaciones sin usar la calculadora (da las res-
puestas de los incisos a y b, interviene el profesor)”

Mo. “Si alguien tiene una respuesta diferente, me avisa... siguiente”

Aa. “c) 7X-4=-28 d) —10X5=-5 e) 6X-7=-42

Mo. “Bien, faltan incisos (continuan contestando diferentes alumnos y no hay

ningun problema). Continuamos, quién le da lectura”

En esta actividad los alumnos no tuvieron ningun problema, en realidad lo

hicieron bien sin cometer errores, esto hace suponer que lo comprenden.

Ao. “Ahora usa la calculadora para verificar las respuestas del ejercicio ante-
rior...”

Mo. “Alguien cometié algun error”

As. “iNo!”

Mo. “Punto numero 6... nina”

Aa. “Exploremos ahora como multiplicar 2 numeros negativos, para hacer
esto realiza las siguientes multiplicaciones usando la calculadora. Inciso a, -
8X-5=40"

Mo. “ Alguien tiene resultados diferentes?”

As. “iNo!”

Mo. “Como nadie tuvo resultados diferentes, pasemos a la siguiente activi-
dad”
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Los alumnos no manifiestan ningun problema al realizar estas multiplicacio-

nes, saben que todas estas multiplicaciones el resultado va ser positivo.

Ao. “Explica qué es lo que hace la calculadora para multiplicar un numero
negativo por otro numero negativo. Se multiplica normal”

Aa. “Nada mas hace la multiplicacion”

Mo. “s Toma en cuenta los signos?”

As. “iNo!”

Mo. “No los toma en cuenta ¢ verdad?, nada mas los quita, bueno, eso fue lo
que a todos les dio en la calculadora. Bien, siguiente”

Ao. “Un alumno de otra escuela dice que —4X-12 da el mismo resultado que
—12X-4, (el alumno contesta) si porque el orden no afecta”

Mo. “El orden no afecta qué...”

Ao. “El orden no afecta el resultado”

Reconocen la propiedad conmutativa de la multiplicacion.

Mo. “Bien, seguimos”

Ao. “Otra alumna dice que la expresion —(-7) es equivalente a la operacién —
1X-7, ¢estas de acuerdo con ella?, por qué?. No porque no hay numero
uno (inmediatamente interrumpen sus compaferos y dicen que esta mal)”
Mo. “Vamos a ver, qué dice tu compafiera, algunos no estan de acuerdo con-
tigo”

Ao. “Si, porque al efectuar la resta —(-7) nos da 7, igual al multiplicar —1X-7
nos da el mismo resultado 7”

Mo. “¢ Les dio lo mismo?”

As. “iSil”

Mo. “Nina...”
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Aa. “Si, el paréntesis que esta no afecta al numero, las operaciones que
hemos hecho no afectan al numero (este equipo ya comprobd con varios

ejemplos)’

Los alumnos concluyen que la expresion —(-a) es lo mismo que la multiplica-
cion —1X(-a), es decir:
(-a)=-1X(-a)

CONTINUACION

Aa. “Algo mas sobre multiplicacion de numeros con signo (hoja de trabajo 5).
1 Veamos ahora cémo hacer multiplicaciones con mas de 2 numeros con

signo, para esto realiza las siguientes operaciones usando la calculadora.

Vuelven a trabajar en equipos de 4 solos, sin la guia del profesor. Se observa
el trabajo en equipo, se ve que andan explorando.

Mo. “Vamos a revisar la primera parte, si alguien tiene un resultado diferente
lo comenta. Inciso a, quién quiere decir el resultado... nifia de pie”

Aa. “2X4X(-5)= -40”

Mo. “¢ correcto?”

As. “iSil”

Mo. “Bien, inciso b, muchacho”

Ao. “-2X4X-5=40"

As. “iSil”
Mo. “Esta bien o esta mal”
As. “iBien!”

Mo. “Bueno, muchacho...”
Ao. “2X-3X-3=-18
As. “iNo!”

Mo. “Estamos en el inciso...”
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As. “c”

Ao. “-2X(-4)X(-5)= -40”

Mo. “¢-407?”

As. “iSil”

Mo. “Siguiente, nifa...”

Aa. “2X4X5=40"

Mo. “Ese si es 40, inciso e...”
Ao. “3X-2X-4= 24"

Mo. “24 ; positivo o negativo?
Ao. “jpositivo!”

Mo. “Ahora si alla atras (participa un alumno de los de atras)...”
Aa. “3X-2X4= -24”

Mo. “4 Es correcto?”

As. “iSil”.

En esta primera parte de la hoja de trabajo, los alumnos no tienen ningun

problema, tal vez porque sélo ingresan los datos a la calculadora.

Mo. “Correcto, punto numero 2, ;de qué depende el signo del resultado
cuando multiplicas 3 numeros?... nifa”

Aa. “Que el tercer numero ayuda los dos primeros para que saga el resulta-
do”

Mo. “Alguien tiene otra respuesta... a ver muchacho”

Ao. “Depende cuando hay menos numeros negativos, en el inciso c es =2 X
(—4) X (-5) = si hay mas numeros negativos, el resultado es positivo y vice-

versa”’

Al inicio no encuentran una razon precisa sobre de qué depende el signo del

resultado.
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Mo. “Por ejemplo, cuanto es mas numeros, cuantos multiplicandos hay en
total”

Ao. “3”

Mo. “3, si nosotros tenemos 3, si los 3 son negativos, el resultado como va a
ser”

Ao. “negativo”

Mo. “Negativo, si nada mas tenemos un solo signo negativo en los tres facto-
res, el resultado como va a ser”

Ao. “Negativo”

Mo. “¢ Qué se necesita para que el resultado sea positivo?

Ao. “Que los tres sean positivos”

Mo. “jho!”

Ao. “Que nada mas sea uno positivo”

Mo. “En lugar de decir un solo numero positivo (factor), entonces los otros 2
factores como deben ser”

Ao. “Negativos”

Este alumno empieza a darse cuenta que algo tiene que ver el numero de
signos negativos que hay en la operacion.

Empiezan a concluir que cuando se tienen tres factores, el resultado sera
negativo si los tres factores son negativos, o bien, si sélo uno es negativo. EI
resultado sera positivo si los tres factores son positivos, o bien, si sélo uno es
positivo.

Mo. “Abusados he, porque la siguiente actividad es sin calculadora. Punto

numero 3, realiza las siguientes operaciones sin usar calculadora, nifia...”
Al revisar las operaciones, en general todos estuvieron bien casi no hubo

errores, sin embargo me da la impresion que si bien las realizaban al inicio

sin calculadora, inmediatamente las comprobaban y por ende corregian.
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Mo. “Bien, No. 4. Ahora usa la calculadora para revisar las respuestas que
diste en el inciso anterior, ¢ todas las respuestas fueron correctas?

As. “iSil”

Mo. “Quienes tuvieron un resultado incorrecto (un alumno levanta la mano)...
nifio, ¢en qué te equivocaste?”

Ao. “En el g (la operacion es -6X-2X-4)”

Mo. “¢; Qué pusiste en el g?”

Ao. “Habia puesto —40”

Mo. “4Y qué resultado debe ser?”

Ao. “-48”

Mo. “Ahi fue un error de atencién a la hora de oprimir las teclas tal vez, pero,
¢en qué consistieron tus errores?”

Ao. No se, a la mejor oprimi una tecla mal”

Mo. “Tal vez...niha”

Tal vez un problema que presente el trabajo con calculadora, es que el
alumno podria creer mas en la calculadora que en él, o mejor dicho el alum-

no no llega a razonar los resultados.

Aa. “Yo encontré una forma mas facil de multiplicar, sin usar la calculadora,
este... por ejemplo 3X-2X-4, yo se que cuando hay 3 cifras (quiere decir fac-
tores) y tengo un negativo, entonces el resultado va a ser positivo, y por
ejemplo en 3 cifras (factores) tengo dos negativos, el resultado va a ser posi-
tivo”

Mo. “Ya comprobaste con los ejercicios”

Aa. “iSil”

El ejemplo que puso, no lo utilizb, pero se empieza a dar una generalizacion

aunque la alumna se equivoca en la primera parte, el resultado no es positivo
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cuando se tiene un numero negativo en una multiplicacién con tres factores,

a lo que un alumno corrige y de manera segura

Mo. “; Alguien esta de acuerdo con su companera, o en desacuerdo?”

Ao. “iYo estoy en desacuerdo!”

Mo. “¢ Por qué?”

Ao. “Porque en el primer ejercicio el inciso a es 2X4X(-5), ahi s6lo hay un
solo numero negativo, sin embargo el resultado sale negativo”

Mo. “Y eso no dijo tu comparfera?, a ver (le da la palabra a la alumna ante-
rior)”

Aa. “Lo que yo trataba de explicar es que cuando nada mas hay un negativo
el resultado es negativo, y cuando hay 2 negativos sale el resultado positivo”

Excelente conclusion, pero todavia esta incompleta, ya que faltan el caso

cuando son los 3 numeros negativos, ¢el resultado como es?

Mo. “Nifio (se dirige al alumno que habia dicho que estaba en desacuerdo,
aunque en realidad, la nifia se habia equivocado en la primera parte de su
explicacion)”

Ao. “Entonces entendi mal su explicacion”

Mo. “ Alguien esta de acuerdo en lo que dijo Karen?”

As. “iSil”

Mo. “Alguien esta en desacuerdo con lo que dijo Karen?”

As. “iNo!”

Mo. “Nina...”

Aa. “Yo estoy de acuerdo con Karen, porque en las operaciones con tres
numeros (se refiere a la multiplicacion con 3 factores), cuando hay un nume-
ro positivo, el resultado es positivo; y cuando hay un numero negativo, el re-
sultado es negativo, esto fue lo que yo entendi a lo que explicé Karen”

Mo. “O sea que estas de acuerdo con Karen”
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Posteriormente se realiza el punto numero 5 de la hoja de trabajo (5), que
consiste en poner el signo del resultado de cada multiplicacion. Se trabajan
multiplicaciones con 3 factores y con 4 factores.

Mo. “Del inciso a al d, ¢quién me da los resultados?, si alguien tiene resulta-
dos diferentes, lo dice de inmediato”

Ao. “El a es positivo, el b negativo, el ¢ es negativo y el d negativo”

Mo. “Bien, ¢ es correcto?”

As. “Si”

Mo. “Del inciso e al h, ¢ quién da los resultados?”

Aa. “El inciso e da menos, el f es positivo, el g es positivo y el h también es
positivo”

Mo. “¢ Quién obtuvo resultados diferentes?”

Ao. “No, todos estan bien”

Mo. “Inciso del i al |, ... nifa (aqui estas multiplicaciones son con 4 factores)’
Aa. “El inciso i es positivo, el j es positivo, el k también es positivo y el | tam-
bién es positivo”

As. “iSi! (ante esta expresion el maestro ya no pregunta)”

Mo. “Ultimos cuatro, ... nifio”

Ao. “El inciso m es positivo, el n el resultado da positivo, el o también positivo
y el p es positivo”

Mo. “Bien, ahora si se fijan, en los ultimos ejercicios hay cuatro multiplican-
dos, 4 factores, alguien ya podra darme una conclusion cuando usamos 4
numeros para multiplicar, cuando siempre el resultado va a ser positivo, y
cuando siempre el resultado va a salir negativo, o no lo pudieron observar...
a ver muchacho”

Ao. “Va a salir positivo cuando los numeros de la multiplicacion sean negati-

VoS
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Mo. “Va a salir positivo cuando los numeros de la multiplicacion sean negati-
vos, a ver hay un ejercicio donde los 4 factores sean negativos”

As. “elincisoiyelj”

Mo. “El inciso i tiene los cuatro factores negativos, ;cémo es el resultado?”
As. “Positivo”

Mo. “El inciso j, también tiene 4 factores negativos, ¢como salio el resulta-
do?”

Ao. “Positivo”

Mo. “Positivo, ojo... tu estabas en desacuerdo con lo que habia dicho tu
companero”

Ao. “Si”

Mo. “; Por qué?”

Ao. “En el inciso k salié un numero positivo y no todos son negativos”

Mo. “Ha lo que pasa que tu companero esta tratando un caso. El primer caso
que su compafiero esta diciendo es cuando los 4 numeros son negativos, el
resultado es positivo, ¢habra otro caso en el que el resultado me de positi-
vo?”

Ao. “Cuando son 2 positivos y 2 negativos”

Mo. “Cuando son 2 positivos y 2 negativos dice su compariero. A ver, revisen
en qué inciso se cumple esto”

As. “Enelo,enelpyenelm”

Ao. “El inciso o no, tiene 3 negativos”

Mo. “Bien, en qué otros incisos se cumple esto y el resultado es positivo”

As. “Nada mas”

Mo. “Nifas, a ustedes como les salid el resultado, positivo o negativo en el
incisopy m”

As. “Tenemos un error”

Mo. “Bueno”

Los alumnos llegan a concluir que:

169



Con cuatro numeros negativos, el resultado sera positivo.
Con dos signos negativos, el resultado sera positivo.
Con un signo negativo, al igual que con tres factores, el resultado sera nega-

tivo.

Desafortunadamente, con tres numeros negativos, no se llegé a concluir qué
signo dara como resultado. Esto implica poner atencion en la ensefianza de

la multiplicacién con tres factores negativos.

5.5 Descripcion de la sesion en el aula 5

En esta sesion se abordo la leccion: ¢ Como divido numeros con signo?; en
forma implicita se analiza la comparacion entre el cociente con numeros posi-
tivos y el cociente con numeros negativos, ademas la no-conmutatividad del

cociente.

La sesion inicia cuando una alumna le da lectura a la hoja de trabajo.

Aa. “¢ Como divido numeros con signo? Efectua las siguientes operaciones
usando la calculadora.

Mo. “Resuelvan la primera actividad (después de un tiempo se procede a
revisar)... nino”

Ao. “Inciso b, -12+4=-3"

Mo. “-12+4=-3, ; a todos les sale eso?”

As. “iSil”

Mo. “Nifa...”

Aa. “18+(-6)=108"

Mo. “; A todos les sale eso?”

As. “iNo!, es -3”

Mo. “-3, siguiente inciso...”
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Se continua revisando y no hay problemas para hacer la division en la calcu-

ladora.

Mo. “Bien, vamos a la pregunta 2. Nifa...”

Aa. “Explica mediante un ejemplo, ¢qué crees que hace la calculadora para
hacer divisiones con numeros con signo?”

Mo. “¢ Quién tiene la respuesta?”

Aa. “Lo divide normal pero en negativo”

Mo. “Bien, nifio”

Ao. “Cuando un numero negativo se divide por un afirmativo (quiere decir un

numero positivo), el resultado es negativo”

En la division de un numero negativo con un positivo, sin importar quién sea
el dividendo y el divisor, los alumnos identifican con claridad que el resultado

va a ser un numero negativo.

Mo. “¢ Alguien tiene una respuesta diferente?... Bien, siguiente. Nifia”

Aa. “Un alumno de otra escuela dice que -8+20, da el mismo resultado que
20+(-8). ¢ Lo que dice ese alumno es correcto?”

Mo. “¢ Qué pusieron ustedes como respuesta? (se dirige a un equipo)”

As. “iSil”

Mo. “¢ Por qué?

As. jNo, esta mal! (contestan otros alumnos de otro equipo)”

Mo. “¢ No es lo mismo?

Ao. “No, porque en la primera operacion una sale —0.4 y en la otra -2.5”

Mo. “Nifas, estan de acuerdo con la persona de la otra escuela, ¢es lo mis-
mo dividir de una manera que de otra? (se dirige al equipo que dijo que si era
lo mismo)”

As. “iNo!”
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Mo. “A ver, pongan otro ejemplo similar al de la hoja (se dirige al mismo
equipo nuevamente)”

As. (se quedan pensando)

Mo. “Ninos, ¢ es lo mismo dividir —10+5, que 5+ -107?”

As. “iNo!”

Mo. “Ahora, por qué no... muchacho”

Ao. “Porque...”

Mo. “; Cuanto te sale —10+5y 5+ -10?”

Ao. “-10+5 sale -2, y 5+ -10 sale -0.5"

Mo. " Es lo mismo, o no es lo mismo?”

Ao. “iNo!”

Mo. “No es lo mismo... nifia, vas a decir algo”

Aa. “Cualquier division que se invierte, no sale el mismo resultado, no es lo
mismo;, cuando dividimos 5+-10, sale como resultado una fraccién (un nume-
ro decimal), y cuando dividimos —10+5 sale un resultado normal (se refiere a

un entero)”

Identifican bien la operacion e indagan como debe ser el signo del resultado,
en este caso, saben que el resultado siempre sera negativo, pero con dife-
rente valor.

Si a<0 y b>0, entonces a+b= negativo.

b+a= negativo. Esto es, a/b es diferente de b/a, no existe la propiedad
conmutativa.

Mo. “; Cémo es normal?, ¢ quieres decir entero?”

Aa. “Si, entero”

Para la alumna hablar de normal se refiere a numero natural o bien a un en-

tero.

Mo. “Muy bien, nifio siguiente actividad”
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Ao. “Efectua las siguientes operaciones sin usar la calculadora”

Aun con la indicacion de no usar la calculadora, la mayoria de los equipos no
lo hizo de esta manera desafortunadamente, ya que esto no me permitio
darme cuenta si podrian hacer divisiones de numeros con signo sin calcula-

dora.

Mo. “Ahora van a efectuar las operaciones sin usar la calculadora, jya termi-
naron! (se dirige a un equipo que levanto la mano)... A ver dictame el prime-
ro”

Ao. “El 1° es -91+7= 30.333 (periodico la parte decimal), -80 + -5 =-16, 70+-
4=-17.5 yelultimo -10 +5=-2"

Mo. “; Eso lo resolvieron sin calculadora? (lo pregunta, porque el primero es-

ta mal, el resultado es -13)”

As. “Si”
Mo. “¢ Ya las comprobaron?”
As. “jyal”

Mo. “Bien, ... (pasa a otros equipos a observar el trabajo, y desafortunada-
mente la mayoria las estaba haciendo con calculadora, situacion que corres-
pondia a la actividad 5, usarla para revisar las respuestas)’

Mo. “Pasemos al numero 6... nifa”
La actividad numero 6, no se grabd, pero consistié en dividir un numero ne-
gativo entre otro numero negativo, a través del uso de la calculadora. Se hizo

la actividad 7 y el profesor le pidié a una alumna le diera lectura.

Aa. “Explica mediante un ejemplo qué crees que hace la calculadora para

dividir un numero negativo entre otro numero negativo”
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Mo. “Explica mediante un ejemplo qué crees que hace la calculadora para
dividir un numero negativo entre otro numero negativo. Alla en el fondo (se
dirige a un equipo)’

Ao. “Quita los signos y hace la operacion normal”

Es una explicacion sencilla, en términos coloquiales, en forma verbal genera-

liza.

Mo. “Bien, esa es una respuesta que ellos tienen. Tu tienes otra respuesta
(se dirige a otra alumna de otro equipo que levanta la mano)
Aa. “Este... por ejemplo en la a, b, d, e, fy h (del punto niumero 6 de la hoja

de trabajo), no da numeros negativos, dan positivos”

La alumna no se percata de que en los incisos c y g, también los resultados

son positivos.

Mo. “¢ En cual inciso?”

Aa. “En todos, es que me equivoqué. Tengo 2 numeros iguales (se refiere a
gue ambos son negativos), por ejemplo -6 + -6 me da un numero positivo, o
sea no me da un numero decimal; y si tengo -10 + -4 me sale un numero

positivo pero con punto decimal”

Se da cuenta que hay divisiones cuyo resultado es entero y en otros es de-

cimal, pero lo sobresaliente es que, en ambos los resultados son positivos.

Mo. “Esa es una diferencia, pero ¢los resultados son positivos o los resulta-
dos son negativos?”
Aa. “Los resultados son positivos”

Mo. “Bien, ...nino”"

174



Ao. “Yo decia que al dividir dos numeros negativos, se hace igual que como
los positivos, solo que al final se le agrega el signo menos”

Mo. “Por ejemplo...”

Ao. “El inciso c, seria -6 + -6, si nada mas seria -6 + 6 jha no j mentira, es
que se hace igual como si fueran positivos”

Mo. “¢ Entonces?”

Ao. “Es lo mismo que si se dividen 2 negativos como con 2 positivos”

Mo. “Nifo... (se dirige a un compafero que levanta la mano y que es del
mismo equipo)”

Ao. La division se realiza normalmente porque los dos numeros son de un

mismo tipo (del mismo signo), entonces la division se realiza normal”

Enuncian verbalmente parte de la ley de signos cuando ambos son del mis-
mo signo:

1. Menos entre menos da mas, esto es a + b = positivo, si a<0 y b<0

2. Mas entre mas de mas, esto es a + b = positivo si a>0 y b>0 (conocimiento

previo de los alumnos con los naturales).

Mo. “Por ejemplo, a ver jcuanto es -10+ -27"

Aa. “5”

Mo. “¢ Positivo o negativo?”

Ao. “Positivo”

Mo. “Si tuvieran por ejemplo... -24+ -8, ; qué me daria?”

Ao. “3”

Mo. 43 6 -3?”

Ao. “3, porque los dos numeros son negativos, entonces el resultado debe
ser positivo; la calculadora quita la resta (se refiere a los signos negativos) y

hace la divisién normal”
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De alguna manera, los alumnos saben por qué el resultado es positivo o ne-
gativo de acuerdo a lo observado en las divisiones hechas anteriormente,
esta justificacion es mejor que si el profesor da la ley de los signos para que

los alumnos la memoricen.

Mo. “Bien,... nifio”

Ao. “Lo hace normal, los numeros negativos los borra, bueno no los borra, no
los toma en cuenta, al dividir, los quita”

Mo. “Muy bien, siguiente...”

Ao. “8. Un alumno de otra escuela dice que -4 + (-12), da el mismo resultado
que -12 + (-4), ¢lo que dice ese alumno es correcto? No, porque se divide un
numero mas grande”

Mo. “¢ Alguien esta en desacuerdo con su companero?”

As. “iNo! (la mayoria lo comprobo con la calculadora y observo que el resul-

tado es diferente)”

Saben que no se aplica la propiedad conmutativa y la calculadora les permite

saberlo de inmediato

Mo. “Bien, siguiente”

Ao. “¢ Qué semejanza encuentras entre la multiplicacion y la division con nu-
meros positivos y numeros negativos? (él mismo contesta), que se multipli-
can normal también en la division, pero sélo aumenta el signo positivo o el
signo negativo”

Mo. “A ver nifios, qué semejanza hay... nifio”

Ao. Que ambas operaciones se realizan normalmente, pero no hay ningun
cambio al realizarlas”

Mo. “Si los dos numeros son negativos y si multiplico -2X-3, ¢ qué te da? (se
siente ausencia de respuesta, tal vez porque ya tocaron y se sienten impa-

cientes por salir e irse a otra clase)”
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Ao. “6”

Mo. “Ahora si divides -4+ -2, ;qué te da?”

Ao. “2”

Mo. “En los dos casos te da positivo el resultado, esa seria una semejanza,
¢y si uno de los dos numeros fuera negativo, qué pasaria si fuera -2X3, qué
te daria?”

En el video no se ve que puedan detectar una semejanza entre ambas ope-
raciones, para concluir la ley de signos, pero desafortunadamente fue por

tiempo y ya no lo retome.

5.6 Descripcion de la sesion 6

En esta hoja de trabajo, la leccién trata el subtema “Potencias de numeros
con signo” y como temas implicitos se abordan los casos de —a" y (-a)"; de-
terminacion del signo de la potencia a partir del signo de la base y de la pari-
dad del exponente; la propiedad asociativa del producto y estrategias para

efectuar multiplicaciones iteradas sin usar la calculadora.

La forma de trabajo en esta sesion, también fue por equipos de cuatro, a ca-
da equipo se le dio 4 hojas de trabajo y dos calculadoras. El profesor le pide
a un alumno inicie la sesién de trabajo dando lectura a la hoja, da un tiempo

para que la aborden y se procede a revisarla.

Ao. “Potencias de niimeros negativos. Un alumno dice que 5%= 5X2=10, ;es
correcto lo que dice el alumno? No”
Mo. “Nifo, dice tu compafiero que no es correcto”

Ao. “No, porque 5% es 5X5 y el resultado es igual a 25”
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Mo. “No, porque 5% es 5X5 y el resultado es igual a 25, s estan de acuerdo o
en desacuerdo?, ¢ alguien piensa como el alumno de la otra escuela, que 52
es 10?77

As. “iNo! (algunos se quedan callados)”

Mo. “Bien, punto numero 2”

Aa. “Haz las siguientes operaciones con la calculadora. Inciso a)-6% y b)
(-6)2”

Mo. “Bien, haganlo en la calculadora y observen los resultados que les da”
Ao. ;Cémo pongo la potencia?”

Mo. “Buena pregunta, busquen en su calculadora la tecla que tiene el si-
guiente simbolo (lo anota en el pizarrén) »*

As. “iYa abajo de enter!”

Mo. “Pdénganle 2, luego *, luego elévenlo a la 3a. potencia, o sea 3, después
enter, ¢qué sale en la pantalla?”

As. 48V

Mo. “Bien, vamos a hacer un ultimo ejemplo para que todos estemos en el
mismo tono. Pénganle numero 5 luego la tecla #, luego ponganle a la tercera
potencia (oprimir la tecla 3) y por ultimo enter”

As. “jda 125"

Mo. “; Qué es lo que hace la calculadora al elevar 5 a la 3a. potencia?... nifa”
Aa. “Multiplica”

Mo. “¢ Qué multiplica?”

Aa. “Multiplica el 5, bueno, no lo multiplica como debe ser 5X3 que da 15,

pero no, tienes que multiplicar 3 veces el 5
Muestran sus conocimientos previos algunos alumnos y otros observan que
si se multiplica 5X3 es 15, sin embargo el resultado que da en la calculadora

es de 125 por lo que deducen que no puede ser 15.

Mo. “O sea”
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Ao. “56X5X5”

Mo. “6X5X5, a ver haganlo en la calculadora”

As. “jYa! (algunos contestan)”

Mo. “; Siles da?”

Aa. “Si (muestra su calculadora y en la pantalla aparece 5°=125 vy
5X5X5=125)"

Mo. “Muy bien, preguntas”

As. “iNo!”
Mo. “Ahora si podemos resolver el numero 2”
As. “Si”

Mo. “Chequen el punto numero 2,... jrespetan los signos que aparecen ahi?”
Al observar el trabajo de una pareja se reqistro lo siguiente.

Aa. “-6% sale -36, ahora la otra (-6)* da 36. ; Qué resultado tuviste en el inciso
a, -36; y en el inciso b, 36, como interpreta la calculadora la expresion (-6)%?
Este..., poniendo,... poner el signo de menos potencia 2, o elevado al cua-
drado... si no maestro, primero ponemos el signo de menos”

Mo. “Fijate en la pregunta, qué es lo que te pide, uno es positivo y el otro ne-
gativo”

Ao. “Si”

Mo. “;Cémo interpreta la calculadora la expresion (-6)??, ¢qué te da como
resultado?”

Aa. “La primera -36 y la segunda 36... “
No les queda claro como la calculadora lo interpreta.

Al pasar con otra pareja de alumnos, se observo su trabajo asi y surgieron
las siguientes dudas.
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Ao. Maestro, ¢,al cubo es 37"
Mo. “jSi!, da un ejemplo”
Ao. “-7 a la tercera potencia”

Mo. “Exactamente”

Se vislumbra de alguna manera el lenguaje algebraico, se observo que a al-

gunos alumnos les cuesta trabajo comprenderlo.

Aa. “4y aqui que dice?... ;qué debes escribir en la calculadora si quieres res-
tar seis al cubo de 100?”
Ao. “ijha ya se!”

Mo. “Qué entiendes, chécalo y coméntalo con tu compainiera...”

Una pareja le pide al profesor que pase a su lugar ya que desean explicarle

lo que han observado.

Mo. “¢ Qué paso?”

Ao. “Se le puso entre paréntesis -6 y luego al cuadrado y le sali6 36; pero sin
el menos, le digo (se refiere a su compafiero) que ahi es como si el parénte-
sis le quitara el signo este (el signo negativo del seis), jel paréntesis lo qui-
tal, y silo pone normal (se refiere al -6°) sale -36. Sin el paréntesis sale -36

y con el paréntesis sale 36”

No identifica claramente qué es lo que hace la calculadora, sin embargo, se
da cuenta que el uso del paréntesis en estos casos determina el signo (posi-

tivo o negativo) del resultado.
Mo. “; Qué es lo que hace la calculadora entonces?”

Ao. “Quita el signo (se regresa a la expresion (-6)%)”

Mo. “En el del paréntesis”
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As. “Si”

Mo. “,Y en el otro?”

Ao. “Lo hace normal y deja el signo”

Mo. “4Y los dos resultados son los mismos?”

Ao. “Si, nada mas que uno tiene menos y el otro positivo”

Consideran que los numeros son lo mismo, aun cuando uno es positivo y
otro negativo, es decir:
+a=-a

Ambos, solo tienen el mismo valor absoluto.

Mo. “ Pero es lo mismo?”

Ao. “iSil”
Mo. “¢ Es el mismo valor?”
Ao. “Si”

Mo. “Si los ubicamos en la recta numérica, ¢,se va a colocar el 36 y el - 36 en

el mismo punto?”

As. “jAh no!”
Mo. “s Entonces es lo mismo 36 que -367”
Ao. “jAh no!”

Mo. “Entonces, ¢el resultado es el mismo en -62 que (-6)%?”
As. “iNo!”
Mo. “Bueno...”

Se procede a revisar el punto numero 3.

Mo. “;,Cémo interpreta la calculadora la expresion (-6)%2... muchacho”
Ao. “Multiplica -6X6, va a salir el resultado negativo”
Mo. “4 En qué inciso, en el a, o en el b?”

Ao. Enela”
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Mo. “En el a multiplica -6X6, a ver pasa a ponerlo en el pizarrén muchacha...
Pon -62 eso es igual a, como lo interpreta? (repite la pregunta)... fijense lo

que va a poner su compainiera:
El alumno escribe en el pizarron lo siguiente
-6°= (-6)X(6)

A ver coloquen en la calculadora lo que puso su compafero (-6)X(6),
luego enter, ¢ si sale -367"
As. “j-36!"

Esta puede ser una forma de interpretacion y es valida pues genera la si-
guiente regla:  -a’= (-a)(a).

Se observa que al primer numero le estan asignando el signo negativo y no a
toda la operacion —(6x6), expresion que quiza es la correcta, matematica-

mente hablando.

Mo. “; Si sale -367?, ¢seguros que sale eso en la calculadora?”

Ao. “Pero maestro, aqui nosotros obtuvimos 36 positivo”

Mo. jAh!, jsali6 positivo!, éste es el inciso a”

Ao. “No, éste es el b”

Mo. “Nifos, ¢ este es el inciso a, o el b?”

As. “jal”

Mo. “NiAa, de pie...”

Ao. “El inciso a, es -6° y da negativo como resultado, porque el cuadrado
como no esta entre paréntesis (quiere decir la base no esta entre parénte-
Sis), es negativo, entonces se va a multiplicar (-6)X(6)”

Mo. “Asi como esta en el pizarrdn (se refiere a lo que escribidé el alumno ante-

rior)”
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Ao. “Sil, y en el inciso b, como encierra al -6 entre paréntesis y deja al cua-
drado (el exponente) fuera, entonces el resultado va a ser positivo, entonces
se multiplicaria (-6)X(-6)"

Distinguen la diferencia entre las bases, es decir del —6 y del (-6), por lo tan-
to, concluyen que el primero siempre sera negativo y el sequndo siempre va
a ser positivo, pero no solo eso, sino también como la calculadora interpreta

esas dos expresiones

Mo. “Pasa a anotarlo en el pizarrdn... jcomo interpreta la calculadora?, ahi
esta el primer ejemplo inciso a, eso es lo que expres6 su companero.
En el pizarrén esta:
a) -6°= -36
b) (-6)*=

Nifio, pasa a anotar en el pizarron como quedaria”
Ao. “; El resultado?”

Mo. “No, como lo interpreta, tu comparfero puso en el inciso a: (-6)x(6);

Sefala el pizarrén para que observen todos lo siguiente:
a) -6°= (-6)X(6)=-36
b) (-6)*=

... en el caso del inciso b, ;cémo lo interpretaria?”

Ao. “Es 36 (anota sodlo el resultado)”
Se anota en el pizarrdn:

a) -6°= (-6)X(6)= -36
b) (-6)°= 36
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Mo. “Pero antes del 36, squé pondria la calculadora?, pon lo que piensas
que hace la calculadora”
Ao. “6X6 = 36”

Asi se muestra en el pizarrén
a) -6%= (-6)X(6)= -36
b) (-6)>=6 X 6= 36

Aqui el alumno expresa el procedimiento que la calculadora realiza, pero el
instrumento de computo no puede mostrar. Esto es muy valioso debido a
que el alumno lo ha descubierto, por lo tanto le sera mas significativo.

Ante la potencia (-6)2, el alumno llega a expresar lo que la calculadora no
muestra (el procedimiento) ante una expresion matematica, en este caso la

potencia. Es decir: (-m)?> = m x m.

Mo. “Bien, eso es lo que cree su compafero que hace la calculadora. ¢ Tie-
nes otra respuesta tu muchacho? (mueve la cabeza el nifio diciendo que si),

a ver ponlo abajo del signo igual’

Esto aparece en el pizarrén y se le pide que lo escriba adelante del ultimo
signo igual.

a) -6%= (-6)X(6)= -36

b) (-6)°=6 X 6= 36

Ao. “El resultado de (-6)? es igual a 36 y como lo interpreta la calculadora es
(-6)X-6= 36"
Lo agrega en el pizarron como se indica
a) -6°= (-6)X(6)= -36
b) (-6)*= 6 X 6= 36
= (-6)X-6= 36
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Concluyen otro posible procedimiento que la calculadora hace para la misma
expresion (-6)°.

Es decir: (-m)? = (-m) x -m

Con esto, también:

(-m)?=mxm=(-m) x -m

Mo. “Ahora pongan en la calculadora lo que puso su compariero (-6)X-6 y
denle enter y vean si da esto (senala el 36)"
Aa. “iTambién puede salir sin el paréntesis!”
Mo. “Ponlo en el pizarrén, dice su companera que también sale de otra ma-
nera”
Aa. “-6X-6= 36 (lo anota en el pizarron)”
a) -6%= (-6)X(6)= -36
b) (-6)*= 6 X 6= 36
= (-6)X-6= 36
= -6X-6=36

Mo. “Ahora utilicen esas 2 expresiones, la de arriba y la de abajo (se refiere a
las expresiones: (-6)X-6 'y -6X-6)... en los dos les da 36 positivo mucha-

”

cho

Encuentran otra forma de proceder, que al realizarla en la calculadora, tam-
bién da el mismo resultado.

Es decir:

(-m)?=-m x -m

Con esto también se muestra que:

(-m?=mxm=(-m) x—-m=-mx-m
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Ao. “En las dos da, pero el correcto es el primero porque en el inciso b esta
encerrado entre paréntesis el —6, entonces, toda la multiplicacion se tiene
que encerrar al —6 igual, y luego pasar al cuadrado que ya es normal”
Aa. “Pero también sale la otra (se refiere a -6X-6)"
Mo. “En los dos casos sale, entonces fijense, podemos mostrar un tercer ca-
so...”
Ao. “Sil también sale cuando los dos numeros estan encerrados entre pa-
réntesis (pasa y escribe en el pizarron (-6)X(-6)= 36)”.
También se anota en el pizarrén
a) -6%= (-6)X(6)= -36
c) (-6)°=6X 6=36
= (-6)X-6= 36
= -6X-6=36
= (-6)X(-6) = 36

As. “iSi! (después de comprobarlo con la calculadora)’

Mo. “Su compaiero dice que también sale si encerramos los dos numeros
entre paréntesis, ¢ sera cierto eso?, nifa...”

Aa. “Y también sale cuando por ejemplo tenemos -6X(-6) = 36...”

Mo. “A ver pasale al pizarrén, éste seria un quinto caso”

La alumna pasa al pizarron y anota en el ultimo renglon
a) -6%= (-6)X(6)= -36
d) (-6)°= 6 X 6= 36
= (-6)X-6= 36
= -6X-6=36
= (-6)X(-6) =36
= -6X(-6) = 36
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-6x(-6) también da 36, es decir, los 5 casos que estan manifestando, en los 5
casos da el mismo resultado (se refiere a lo expresado en negritas)
a) -6°= (-6)X(6)= -36
b) (-6)>= 6X6 =36

= (-6)X-6 =36
= -6X-6 =36
= (-6) X (-6) =36
= -6X(-6) =36
,¢,0bservan la diferencia entre el inciso a y el inciso b?”

As. iSil”

Muestran un jcuarto! y jun quinto procedimiento! que posiblemente realiza la

calculadora y son los siguientes:

En general, los alumnos han descubierto cinco procedimientos para una

misma expresion:

(-m)y>=mxm=(-m) Xx—m=-mx-m=(-m) x (-m) =-m x (-m)

Mo. “Nifio”

Ao. “Si hay diferencia, porque en el inciso a soélo sale —36 y en el b no”

Mo. “; Podriamos expresar de otra forma diferente para que me dé —36 o se-
ra el unico y de A ver, cual seria?”

Ao. “jSi maestro!”

Mo. “Dictale a tu companero...”

Ao. “-6°=-6 X6=-36 (el alumno le dicta a su compafiero para que lo anote
en el pizarron)”

Mo. “Fijense, ahi no ocupa ningun signo de paréntesis y también sale —36”

Ao. “Pero es porque ocupo el —6"
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Mo. “Lo que estoy mostrando es que puede llevar el paréntesis o puede no
llevarlo, ¢ habra otro caso?... muchachas”

As. “6X(-6)= -36 (muestra una de ellas la pantalla de la calculadora al maes-
tro)”

Mo. “Dicen sus compafieras que el segundo numero debe llevar paréntesis”
As. Si, si sale!”

Aa. “No importa el orden, el paréntesis puede ir en el primer numero o en el

segundo’”

Observan que la expresion —6°, también tiene diferentes procedimientos; €s-
tos son:

-n®=(-n)x(n)=-nxn=nx(-n) = (n)x(-n)

Esto es, muestran cuatro procedimientos diferentes para una misma expre-

sion.
CONTINUACION

2 y (-4)% ;sale lo mismo?, ;en cual

Mo. “Anoten en su hoja de trabajo: -4
sale positivo, y en cual sale negativo, o bien, en los dos sale positivo , 0 en
los dos sale negativo?, nifia...”

Aa. “En —4?% sale —16 y en (-4)? sale positivo”

Mo. “¢ A alguien le sali6 algo diferente?”

As. “No”
jSorprendente!, sin usar la calculadora contestaron correctamente.
Mo. “Su compafiera colocé -6y (-6)*, ;qué salié en la calculadora?

Ao. “En el primero negativo y en el segundo positivo”

Mo. “¢ Sera cierto?”
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Ao. “Si, yo creo que sale asi porque cuando esta entre paréntesis no pone el
signo negativo, y cuando no tiene el paréntesis toma en cuenta el signo ne-

gativo”

Excelente conclusion pero a medias, porque cuando esta entre paréntesis,
Solo es positivo cuando el exponente es par; cuando no hay paréntesis, efec-
tivamente siempre es negativo.

Desde luego ya se tuvo el tiempo para explorar la primera parte cuando el

numero tiene paréntesis.

Mo. “Muy bien, pasemos al ejercicio 4, nifia...”
Aa. “;Qué debes escribir en la calculadora si quieres elevar menos siete al
cubo?”
Mo. “¢ Qué pusieron?, nifa...”
Aa. “Yo puse -7 la tecla * yluego 3”
Mo. “Bien, su compafiera puso —7 " luego 3, ¢ qué les dio como resultado en
la hoja?”
As. “iNegativo!”
Mo. “Bien, punto numero 5”
Ao. “;Qué debes escribir en la calculadora si quieres restar 6 al cubo de
1007?”
Mo. “¢ Qué hiciste tu?”
Ao. “Puse en la calculadora 216-100 y me dio como resultado 116”
Mo. “jY te dio ese numero? (se refiere al —116)”
Ao. “No”
Mo. “Nifa, ¢tu que pusiste?”
Aa. “Puse 100-6 la tecla * y luego 3"
Mo. “A ver ponlo en el pizarron
Coloca en el pizarrén lo siguiente
100-6 * 3
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. Eso pusieron?, en ese ejercicio 100-6° al darle enter da -116”

As. “jSi, no! (la opinién esta dividida, pero se ve en el video que no lo habian
hecho en la calculadora)’

Mo. “A ver haganlo para ver si es cierto”

Ao. “Yo vi que cuando ponemos 6°-100 el resultado sale 116, y cuando po-
nemos primero el 100-6° el resultado sale —116, jnegativo!”

Mo. “4Y en la hoja qué me pide +116 6 -1167"

As. “jPiden —116!"

Mo. “Entonces, ¢ es correcto lo que puso tu compafiera en el pizarron?”

As. “iSil”

Se dan cuenta que en la resta no existe la propiedad conmutativa, el resulta-

do es diferente.

Mo. “Muy bien, siguiente, nifio...”
Ao. “Numero 6. Haz las siguientes operaciones sin usar la calculadora”

Mo. “Sin usar la calculadora, ¢ quién me dice el inciso a?”

Ao. “-5%= -25
Mo. “ Correcto?”
As. “iSil”

Aa. “Yo tengo una observacion, en el inciso d y en el e (las expresiones son:
-4® y -2° respectivamente), son el mismo resultado. Si cambio los nimeros,
el 4 por el 2y el 3 por el 6, nos da el mismo resultado”

Mo. “; Tu crees que haya otro par de numeros que tenga el mismo resultado
como el caso de esos incisos?”

Aa. “Si, por ejemplo —6° y -3%

Mo. “; Crees que te da el mismo resultado?”

Aa. “SiV”

Mo. “Haganlo en la calculadora y dictenle a su compariera el resultado”
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Aa. “para —6° = -46656 y para -3°= -27”

Mo. “Bien, ¢ saldra para cualquier numero, o ahi cambid, o qué pas6?”

Aa. “Lo que pasa es que me equivoqué”

Ao. “Maestro, no le salidé porque el inciso a es -4 a la 32 potencia, si fuera a
la 22 potencia si le saldria con un numero par, pero como es impar por eso
no le sale”

Mo. “Tu crees que con los pares saldria, con qué ejemplo saldria”

Ao. “Si puede salir pero las potencias van al revés”

Mo. “A ver cambialas, cdmo seria (le dice a una alumna que esta escribiendo
en el pizarrén y escribe —6° y -3°)... calculen esas potencias en la calculado-
ra”

As. “iNo da! (se refieren a que no da el mismo resultado)’

Mo. “A ver, ¢ cuales son los resultados?”

Aa. “Para -6°=-216 y para -3°=-729"

Mo. “Ahora estan bien colocados los exponentes, ¢los resultados dieron lo
mismo, o no?, nifa”

Aa. “Lo que pasa es que tienen que ser numeros pares”

Mo. “¢ Qué ejemplos darias?”

Aa. “—4 ala 22 potencia y -8 a la 42 potencia”

Ao. “iNo!, asi saldria mas (se refiere al —8 elevado a la 42 potencia)”

Mo. “Seria ocupar los mismos numeros ¢,no?, el que esta como base (sefala
al -4 y al —8) ponerlo como exponente, y el que esta como exponente cam-
biarlo como base.

Anota en el pizarrdn lo siguiente:

4%y 2f

Bien, ahora cuanto es -4% y -2%

Ao.“4*=-16 y -2*=-16 también”

Mo. “Esos numeros no eran el incisod y €”

As. “iNo!”

Mo. “Veamos otro ejemplo, ¢ cual pondrias tu?”
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Ao. “-10 elevado a la quinta y, luego -5 elevado a la 10

Mo. “Bien, , obtengan esos datos en la calculadora, nifio -10°”

Ao. “10° = -100, 000"

Mo. “¢ En la otra nos da -100, 0007?, nifa -5ala 10

Aa. “-5 a la 102 potencia es -9, 765, 625"

Mo. “Es decir, ¢nos dio el mismo resultado?”

As. “No (como sacados de onda)”

Mo. “; Sera que esto sucede s6lo en numeros pares?”

As. “iSil”

Ao. “No, lo intenté con numero pares y no me dio”

Mo. “Intentaste con numeros pares y no te dio, ¢ qué numeros pusiste?”

Ao. “-12 ala 8 potenciay, luego -6 ...”

Mo. “iNo!, seria -8 ¢no?, en este caso a la 122 potencia. Vamos a ver si sale
lo mismo, ¢cuanto es -12 a la 82 potencia?”

Aa. “—429, 981, 696"

Mo. “4 Es los mismo, o no es o mismo?”

Ao. “En ese caso el 8 no es par del 12 (ha de querer expresar que el 12 no
es mdltiplo de 8)”

Ao. “No sale de cualquier modo... (sefiala otro alumno)”

Mo. “¢ Tu crees que no sale con otros numeros (le dice a la alumna)’

Ao. “Es en algunos casos”

Mo. “Entonces, ¢ habra sido coincidencia en el inciso d y €?”

Ao. “Podra ser en algunos casos”

Mo. “Tal vez en algunos casos”

Ao. “Como por ejemplo en lugar de —4? y —2* si se cambia —4'° y —2%° sal-

dria el mismo resultado”

Hay una parte que no se grabd, pero se continua con otro ejemplo.
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Mo. “A ver ponlo abajo (le dice a una nifia para que lo anote en el pizarron y

van a calcular -4* y -2%)

As. “;Si maestro!”

Mo. “¢Da lo mismo?”
As. “iSil”
Mo. “Nifa...”

Aa. “-256 sale en los dos”

Mo. “En los dos casos da —256”

Ao. “O sea es en algunos casos y se tiene que llevar por el doble o la mitad”

Mo. “Se tiene que llevar por el doble la potencia (mejor dicho el exponen-

te)...”

Al revisar las 6 potencias, los alumnos no muestran ningun problema.

Observan que dos potencias con diferentes bases y diferentes exponentes

tienen el mismo resultado. Intentan hallar alguna relacion entre base y expo-

nentes; las primeras conjeturas que hacen son:

>
>
>

Cambiar las bases y exponentes.

Base negativa y exponente positivo con igual valor absoluto.
Invirtiendo el exponente del primero como base pero negativo y la ba-
se del primero como exponente pero positivo.

Tanto la base como el exponente, deben ser numeros pares.

El profesor, orienta, ocupa los mismos numeros, tanto la base como el
exponente pero que sean pares.

Experimentan los alumnos usando los mismos numeros, pero utilizan
numeros pares e impares.

Seralan que la base del primero, debe ser multiplo o bien, divisor de

la base del segundo, pero usando sélo numeros pares.

Falto poco para llegar a una generalizacion de 2 potencias diferentes que

tengan el mismo resultado, sélo un caso patrticular.

193



Es decir, 2 potencias diferentes tendran el mismo resultado, si la base de uno
es -2 y la base del otro es —4, pero ademas, si el producto de la base con su

exponente respectivo, son iguales.

Esto es: - 4"= -2%"72 = _p2n

CONTINUACION

Mo. “La vez pasada les dejé de tarea que revisaran los numeros que eleva-
dos a una determinada potencia dieran el mismo resultado... nifia pasale, su
companera va a dictar unos numeros que encontrd, de tal manera que ele-
vados a una determinada potencia les da el mismo resultado, adelante...”

Aa. “4 elevado a la 42 potencia ( una alumna esta anotando en el pizarrén)”
Mo. “Igual”

Aa. “A 256"

Mo. “Chequen si da ese resultado”

Aa. “2 elevado a la 82 potencia igual a 256"

Mo. “Muy bien, esto era lo que estabamos revisando la clase pasada... nifia,
¢tienes otro ejemplo?, dictalo”

Aa. “2 ala 4a potencia da 16 y 4 a la 22 potencia también da 16”

Mo. “Muy bien, ¢ alguien tiene otro ejemplo?”

Aa. “3 a la 42 potencia da 81 y 9 a la 22 potencia, igual da 81”

Mo. “A ver por ejemplo, el ultimo, ;es como los que estabamos buscando?,
ahi no se invierte el exponente con la base, como en el primer ejemplo. A ver
quién tiene otro ejemplo... nifia”

Aa. “2 a la 62 potencia da igual a 24 y, 4 a la 32 potencia también da igual a
24 (aqui hubo un error, el resultado es 64, y no 24)”

Mo. “Bueno ahi ustedes estaban buscando numeros que dieran igual (se re-
fiere al resultado de las potencias), pero no estan invirtiendo el exponente y

la base”
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Ao. “iNo sale eso!, jsale 64!”
Ao. “Si esta bien pero sale 64”

El ejemplo que muestra la alumna, cumple la generada intuitivamente por
ellos, ya que las bases son 4y 2, y los exponentes son 4 y 8 respectivamen-
te; asi al multiplicar la base con su exponente, en ambos da el mismo resul-
tado, que es 16, y por lo tanto, el resultado de las potencias, son iguales,
256. Ejemplo de esto, es lo mostrado por los alumnos: 2* y 4%; 2° y 4°.

No sucede lo mismo con las primeras potencias 3* y 9°, asi como con 4° y &,
de entrada las bases son diferentes de 2 y de 4. Aqui faltaria obtener la regla
general de cada caso.

Ao. Maestro, ya encontré otro numero: 4 elevado a la 6% potencia da como
resultado 4096, y 8 elevado a la 42 potencia, también me da 4096”

Mo. “Muy bien da el mismo resultado. Vamos al siguiente punto, actividad
numero 7...”

Aa. “Usa la calculadora para revisar las respuestas que diste en el inciso 3.
¢cuantos aciertos obtuviste?”

As. “Ninguno (segun ellos ninguno)”

Mo. “Bien, numero 8..."

Aa. “La siguiente actividad es un juego. Las operaciones ya estan hechas
so6lo le falta el signo. El juego consiste en que encuentres el signo del resul-
tado sin hacer ninguna operacion con los numeros. Escribe el signo del resul-
tado en el espacio correspondiente”

Mo. “Nifa...”

Aa. “-5% = a menos 1125

Mo. “¢ Es negativo?”

As. “iSil”

Mo. “Inciso b, nifo...”
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Ao. “(-3)° = 729 jpositivo!”

Mo. “Inciso ¢, nifa...”

Aa. “(-9)° = da negativo”

Mo. “Correcto nifios”

As. “iSil”

Mo. “Inciso d...”

Aa. “-78 salié negativo (da la impresidn que lo hizo primero con calculadora)”
Mo. “; Negativo?”

As. “iSil”

Mo. “Bien nifa”

Aa. “(-8)* sale positivo”

As. “iSil”

Mo. “¢ Hay inciso f?... nifia”

Aa. “(-5)* es igual a negativo”

Mo. “; Da resultado negativo?. Bien, siguiente punto nifo”

Ao. “Usa la calculadora para revisar las respuestas que diste en el inciso 8.
¢ Cuantos aciertos obtuviste?, ;cometiste algunos errores?. Si, sen qué te

equivocaste? Pensé que cuando habia paréntesis siempre salia positivo.

En esta actividad, de poner solo el signo, los alumnos muestran cierto domi-
nio, a excepcion del ultimo inciso, el signo negativo que precede al parénte-
sis cambia lo que los alumnos ya habian comprendido, por eso un alumno

dice: pensé que cuando habia paréntesis siempre salia positivo.

Mo. “Tu pusiste que cuando hay paréntesis siempre sale positivo, y ya te dis-
te cuenta que no siempre sale positivo”

Ao. “Puede salir positivo o negativo”

Mo. “; De qué depende que salga positivo 0 negativo... nifa”

Aa. “; Puedo pasar al pizarrén?”
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Mo. “iSil, fijense lo que va a decir su compafiera, posiblemente sea algo que
nos pueda ayudar a deducir cuando el resultado va a salir positivo o negati-
vo. Su compafiera pone (-3)° y (-9)° (anota estas potencias la alumna en el

pizarron). Solo que un resultado le da positivo y otro negativo...
EN EL PIZARRON PUSO:
(-3)°=729 (-9)°= -59049

... ¢por qué crees nifa?”
Aa. “Aqui para que me pueda salir positivo este (sefala al =3 6 a la base)
tiene que tener su numero duplicado que es el 6; y aqui no me puede dar

positivo porque el numero 9 no tiene su duplicado que seria 18”

Al intentar saber si el resultado es positivo o negativo en una potencia cuya
base esta entre paréntesis (donde el numero puede ser negativo), una alum-
na hace sus primeras conjeturas relacionando la base con su exponente, en
el primer ejemplo (-3)6, dice que es positivo porque el exponente es el doble
de la base; y en el segundo ejemplo (-9)°, es negativo el resultado porque

esta relacion no se da.

Mo. “Tu crees eso, bien... j estan de acuerdo con su compafnera?”

As. “iSi! (pero no convencidos)”

Mo. “Bueno, anoten todos: (-4) lo van a elevar a la 42 potencia, segun lo que
dijo su companera, ¢ el resultado va a ser positivo o negativo?”

As. “jPositivo!”

Mo. “¢ Qué numero les da?”

As. “256”

Mo. “Bien, ahora (-4) elevado a la 5% potencia, ¢el numero sera positivo o

negativo?”
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As. iNegativo!”

Mo. “¢ Cual es el resultado?”

As. “-1024”

Mo. “Pon el siguiente... (le dice a la alumna que esta escribiendo en el piza-
rron) si yo quiero que me dé como resultado —64, y si la base es (-2), ¢a qué
potencia debe estar elevada?”

Ao. “Debe ser a la 6%

Mo. “Debe ser a la 62, ahora haganlo en la calculadora (-2)° les dio”

Ao. “64 positivo”

Mo. “Ya tienen el procedimiento para saber cuando un numero negativo que
esté dentro de un paréntesis lo eleve a una determinada potencia, saber
cuando siempre va a ser positivo y cuando siempre va a ser negativo... nifio”
Ao. “Por ejemplo, si el numero -2 lo elevamos a un numero equivalente: 2, 4,

6, 8... (quiere decir multiplo de 2, o bien par), va a salir positivo”

Se muestra la generalizacion en forma verbal del signo del resultado de un

numero negativo elevado a una potencia determinada (exponente natural).

Mo. “Uno del equipo pasa y anota esos numeros, otro dicta...”

Ao. “(-2)*=a 16”

Mo. “Bien, ahora quiero que me digas cuando va a salir negativo”

Ao. “Con un numero que no va a ser equivalente (quiere decir que no es mul-
tiplo de 2), por ejemplo (-2) elevado a la 32 potencia”

Ao. “El resultado es menos 8 (dice otro alumno)’

Mo. “Bien, lo quiero mas general, su comparero ha puesto sélo algunos ejer-
cicios, quiero que me digan para qué numeros o cuando siempre va salir po-
sitivo o negativo... nifia”

Aa. “Para que el resultado salga negativo, ... este... el numero de la potencia
(el exponente) debe ser impar; y para que salga positivo, debe ser numero

par’
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Es grato observar las conclusiones de los alumnos; una de las alumnas lo
dice muy claro y concreto: Para que el resultado salga negativo, la potencia
(el exponente) debe ser impar; y para que salga positivo, debe ser numero
par.

En términos matematicos quedaria de la siguiente manera:

(-x)*" = positivo

(-x)?"" = negativo

Mo. “¢ Ya lo comprobaste con algunas potencias?”
As. “iSi! (dice al unisono un equipo)”
Mo. “Podrian pasar al pizarron,... y los demas van a comprobar para verificar

lo que dijeron sus comparieras”

Pasa una alumna al pizarrén a escribir algunos ejemplos que tiene en su cal-

culadora, pero antes le muestra la pantalla al maestro

Mo. “Su compafiera va a anotar (-2)° (lo dice en voz alta)’

Ao. “Va a salir positivo (dice de inmediato)”

Mo. “¢ Por qué va a salir positivo?”

Ao. “Porque es numero par, y par con par sale positivo (se refiere a la base y

al exponente)”

No le ha quedado clara la generalizacion que dio su compafriera en la activi-
dad anterior, ya que su justificacion de que el resultado es positivo porque
tanto la base como el exponente son pares, si bien es correcta, también es
limitada.

Mo. “Pero a ver pon (-3)° en tu calculadora, qué va a salir?”

As. “ijPositivo!, jsale igual!”

Mo. “Nina”
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Aa. “Tiene razon, si es numero par va a salir positivo; y si es numero impar,
es negativo”

Mo. “Los exponentes”

Aa. “iSil”

Mo. “Su comparfiera va a poner unos ejemplos (la alumna anota en el piza-
rrén (-9) elevado a la 92 potencia)... (-9)° ¢qué debe salir, positivo o negati-
vo?”

As. “jPositivo!, jnegativo!, jnegativo porque no es par! (se oye simultanea-
mente)”

Mo. “¢Habra un numero negativo que elevado a un exponente impar me dé
como resultado un numero positivo?, o stodos me van a dar positivos?, o

¢todos me van a dar negativos?”

Una alumna muestra al profesor su calculadora y en la pantalla se observa lo

siguiente:
(-4° = -1024
(-2)° = -8
(-2)* = 16
(-7)° = -16807
(-4)? = 16

Mo. “iBien nifia! (otra alumna levanta la mano para explicarle lo que observé
en su calculadora después de hacer algunas potencias en su calculadora y le
da la palabra)”

Aa. “Como el numero al que se va a elevar la potencia es positivo (quiere
decir par, y sefiala el exponente 6 de la expresion (-2)°) el resultado es posi-
tivo (le muestra su calculadora). Y aqui como el numero que se esta elevado
la potencia es negativo (quiere decir impar y sefiala el exponente 9 de la ex-
presion (-9)°), el resultado es negativo. Y aqui tengo mas ejemplos... (le

muestra al profesor su calculadora y en la pantalla se observa lo siguiente)”
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(-2)"% = 4096
(-2)° = -512
(-9)° = - 387420489
(-3)"2 = 531441
(-3)° = 729

La pantalla de la calculadora muestra una de sus ventajas, esto es permite
ver claramente varios resultados al mismo tiempo, en este caso cuando los
exponentes son impares, el resultado es negativo; y cuando los exponentes

son pares, el resultado es positivo.

Mo. “Se observa bien que los exponentes pares da como resultado un nume-
ro positivo y los exponentes impares los resultados son negativos. Muy bien”

Vuelven a reafirmar la generalizacion a través de otros ejemplos que los

alumnos comprueban con la calculadora.

5.7 Descripcion de la sesion 7

En esta ultima sesion, se abordé la leccion “Relacién de orden de numeros
con signo”. Para el desarrollo de esta hoja de trabajo, se organizé al grupo
en equipos de cuatro alumnos y a cada uno de los alumnos se les repartio
una hoja de trabajo y dos calculadoras TI-92. Se inicié dandole lectura a la

hoja.

Ao. “Relacion de orden de numeros con signo. De cada pareja de numeros,

encierra el numero que consideres mayor”
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Mo. “Si quieren usar la calculadora usenla si creen que les va a servir de al-

go

Después de un tiempo se procede a revisar y el profesor le pide al alumno de

respuesta a un inciso.

... TU muchacho, inciso d”

Después de un tiempo, se procede a revisar esta primera parte y se observa
que en algunos incisos no presentan problema, sin embargo llaman la aten-

cion otros.

Ao. “Es -1/2y 0"

Mo. “¢ Cual de los dos es mas grande?”

Ao. “El cero”

Mo. “s Por qué? (se dirige a una alumna)”

Aa. “... (se queda pensando)’

Mo. “Victoria, tu dijiste que el cero es mas grande, ¢ por que?”
Aa. “Porque si le sumamos %2 a -2 da cero”

Realiza sus primeras conjeturas para explicar por qué es mayor el cero que

un negativo.

Mo. “Y... si sumamos 2 a cero me da "... (se quedan pensando los alum-
nos), nifo...
Ao. “-1/2 es un numero negativo y el cero es positivo, y siempre que haya

numero negativo, el positivo es mayor”

Considera al cero como positivo, aun cuando es un error, le queda claro que

un positivo es mayor que un negativo.
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Mo. “Su companiero dice que el cero es positivo, ¢ el cero es positivo?”

Ante la polémica de si el cero es positivo o negativo, se consensa de que el
cero es un numero que no tiene signo, ni positivo, ni negativo sino neutro,

como lo sefial6é un alumno mas adelante.

As. “iNo!, {No es ni negativo ni positivo!, jes negativo! (contestan simulta-
neamente varios alumnos)”

Mo. “Entonces, qué es, ¢ es negativo?”

Ao. “Es neutro”

Aa. “Un procedimiento para saber cual es mayor, seria sumar dos veces ca-

da uno de los numeros (se refiere a cada pareja, en este caso —1/2 y 0)”

Otra conjetura para saber qué numero es mayor, es sumar por si mismo am-

bos numeros por comparar, sin embargo, no es consistente, no hay claridad.

Mo. “En el caso de —-1/2, ;cdémo seria?”

Aa. “Sumar en la calculadora —1/2+-1/2 y me da cero (hay un error, no da
cero sino —-1)”

Mo. “4Y el cero?”

Mo. “¢ Cual es mayor? (la alumna se queda pensando, sabe que su explica-
cion no es consistente). Nifo...”

Ao. “Yo digo que el cero es mayor, si por ejemplo si tengo el 1000, el —1/2

esta mas lejos del 1000 que del cero, por eso el cero es mas grande”
Otra conjetura. Dado un numero mayor (1000) a los que se comparan, en

este caso el —1/2 y 0, el que esta mas lejos (si nos apoyamos en la recta nu-

meérica) es mas chico, por ende el que esta mas cerca de dicho numero, es
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mayor. Curiosamente esta situacion se cumple si comparamos dos numeros
positivos.
As. “iYa acabamos! (dice un equipo)’

Mo. “¢ El cero no tiene valor?”

As. “iNo!”
Mo. “4Y el —1/2 no tiene valor?”
Ao. iSiV”

Mo. “¢ Qué valor tiene —1/2, mas o menos que el cero?”

Aa. “-1/2 vale menos”

Identifican que un numero negativo tiene menor valor que el cero.

Mo. “4 Creen que —1/2 tiene mas valor que cero? Si te digo, sabes muchacho
sacaste —1/2 de calificacién, en lugar de cero, van a decir: jah! saqué mas
valor con —1/2 que con cero... niio”

Ao. “Como decia Emilio hace rato, el cero es mayor, porque es el que se
acerca a un numero positivo, y un positivo siempre va a ser mayor que un

negativo”

Justifican, por qué el cero es mayor que un negativo, y la razon es que esta

mas cerca de los positivos.

Mo. “Fijense, el cero se acerca mas a los positivos, ¢y el —1/2?, ;Quién de
los dos numeros esta mas cerca de los positivos, -1/2 o el cero?”

As. “iEl cero!”

Mo. “Bien, buenos razonamientos. Siguiente inciso”

Aa.“-3.9y-1"

Mo. “-3.9 y -1, ¢ quién es mas grande segun ustedes?”
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En el sentido estricto seria un error hablar de numeros grandes y pequefios,
sin embargo ya establecimos un cédigo, nos referimos a mayor o menor va-

lor.

Aa. “-1, porque el —1 se acerca mas a los positivos que el —3.9”

Bajo la justificacion anterior, la respuesta que dan ante la comparacion de
dos negativos, su razonamiento es correcto al decir cual es mayor con segu-
ridad.

Mo. “La respuesta es similar al —1/2 y al cero. El inciso que sigue... nifio”

Ao. ““11/12 y —7/8, y yo puse que es mayor el -11/12”

Ao. “iNo es cierto es —7/8 (le dice su compafnero de equipo al que dijo —
11/12)

Mo. “; Por qué es mayor —7/8”

Ao. “Porque esta mas cerca de los positivos”

Falté preguntar como sabia que estaba mas cerca del cero.

Mo. “Bien, siguiente inciso”

Ao. -3y -2, el -2 es mayor...”

Mo. “¢ Por qué?”

Ao. “Porque es como si tuviéramos un entero y si le quito —2, quito menos; si

quito —3 quito mas, por lo tanto, es mas grande —2”

Otra manera de explicar cual es mayor, pero creo que es bajo la primera jus-

tificacion (porque esta mas cerca del cero, y el cero de los positivos)

Mo. “Bien, siguiente inciso... muchacha”

Aa. “-1y-3/4, el mayor es...”
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Mo. "¢ Quién es mas grande?”

Ao. “-3/4 es mas grande”

Mo. “s Por qué —-3/4 es mas grande?”

Ao. “Porque entre mas chico es el numero negativo, es mas grande, pero

Solo aplica a numeros negativos”

Excelente justificacion, pero ademas la limita sélo a numeros negativos, ya
que sabe muy bien que esto no aplica en los positivos. Es decir, comienzan a
darse cuenta que cuando se comparan dos numeros, la estructura de los

numeros positivos, se invierte cuando se habla de numeros negativos.

Mo. “Eso, soélo se aplica entre niumeros negativos; es una nota importante lo
que acaba de decir su companero. Si yo combino (si comparo) un numero
positivo y un numero negativo, ¢ coincide (aplica) con lo que acaba de decir
su compafero?”

As. “iNo!”

Mo. “No verdad, bueno pues abusados porque nada mas aplica en los nume-
ros negativos. Bien, siguiente inciso... chavo”

Ao. “3.6 y 6.3, el mayor es 6.3 porque son numeros positivos, entonces, el 6

es mayor que el 3"

Aqui es e un ejemplo de lo sefialado arriba, pero sélo comparando positivos.
Mo. “¢ Como son con respecto al cero?, ¢ Quién es mas grande el 3 o el 67"
As. “iEl 6)”

Mo. Abusados, siguiente inciso, nifa...”

Aa. “-3.6y -6.3, el mayor es —-3.6”

Ao. “Porque ahi se aplica lo que dijo Alexander, en 2 numeros negativos
mientras menor sea el numero, es mas grande o mayor’

Mo. “Vamonos al punto numero 2. Ya lo resolvieron la mayoria... $no?, lo van

a resolver con ayuda de la calculadora...
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No grabé la respuesta, sin embargo, en la hoja de trabajo hubo dos alumnos

que respondieron en forma excelente.

Ante la pregunta ;de qué manera podrias usar la calculadora para verificar
tus respuestas de la primera actividad?, encontramos lo siguiente:

Poniendo un numero entero mayor que la pareja de numeros e ir restando
uno y luego el otro numero (los numeros que se estan comparando) y cuan-
do quede mas grande el entero (o bien, ha de ser tan general el resultado),
ese es el numero mas grande (el alumno puso el mas grande, pero debe ser,
el mas chico). Por ejemplo, si tomamos los numeros del inciso “f’ quedaria
asi:

10 es un numero mayor a ambos numeros a comparar, entonces se ingresan
a la calculadora los siguientes datos:

10— (-11/12) = 10.91

10— (-7/8) = 10.87

Podemos ver que 10.87 es mas chico que 10.91, por lo tanto, -7/8 es mayor
que —11/12.
Esta respuesta es excelente.

Esta es otra justificacion mas consistente y de alguna manera general, que-
dando de la siguiente manera:
Si a es positivo y

m, n negativos, entonces:

a-(-m)= +p

a=(n)=+gq

Sip<q— -m>-n,
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Pero

Sip>q— -m<-n

Lo que me llam¢ la atencion es que esto jlo concluyeron con la ayuda de su

calculadoral.

Mo. Punto numero 3, dime el punto numero 3 nifo...”

Ao. De las parejas del ejercicio 1, al numero que consideraste como mayor,
réstale el otro. Realiza las operaciones con tu calculadora y compara las res-
puestas con otros compafneros.

Del inciso a, lo resté y me da 2 (el inciso a los numeros son 8 y 6)”

Mo. “El inciso b (dice como pidiendo la respuesta a éste inciso)”

Ao. “iDa 2 también!”

As. “iNo! ;Si! (se dividen las opiniones)”

Mo. “Nifo, el inciso b (vuelve a repetir el mismo inciso, se da cuenta que algo
anda mal)’

Ao. “Dos (un poco seguro)”

As. “iDa dos maestro!”

Mo. “Nifas, ¢ustedes qué pusieron? (se dirige a otro equipo que no se ven

convencidos con el 2 positivo)”

Aa. “-2”
Mo. “-2, ¢ eso les dio en la calculadora?”
As. “iSil”

Mo. “A ver, ¢ qué pusieron en la calculadora?”
Aa. “-9--7 da-2"

Algunos alumnos todavia muestran dificultad para identificar entre dos nume-

ros negativos, cual de ellos es mayor.
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Mo. “A ver, ellas pusieron -9 - -7, ;qué paso con ellas?, ellas tomaron el pri-
mer numero (o sea el —9) ;como mayor o como menor?”

Aa. “Como menor (dice una alumna de otro equipo)”

Mo. “Ustedes tomaron a -9 como mayor, y =9 no es mayor que —7, de acuer-
do...”

As. “Si (s6lo con la cabeza)”

Mo. “Nifios de aquel lado, inciso ¢”

Ao. “2.05 menos 2.10, el resultado es —0.05”

Mo. “¢ Positivo o negativo?”

Ao. “Positivo”

Ao. jEs negativo! (contesta otro alumno de otro equipo)”

Mo. “A ver nifos, hay un alumno que dice que es positivo y otro, que dice
que el resultado es negativo”

Ao. “Todos son positivos (dice otro alumno de otro equipo)”

Este alumno identifica claramente el numero que es mayor, de entre cada

pareja de numeros propuesto.

Mo. “A ver nifios, su companiero dice que todos son positivos, ¢ sera cierto?”
As. “iSi! iNo! (se dividen las opiniones)”

Mo. “ Cual sale negativo?”

Ao. “El inciso €”

Mo. “Fijense en el inciso e, ¢ qué numeros son muchacho?”

Ao. “-3.9y-1"

Mo. “¢ Cual de los dos tomaste como mayor?”

Ao. “El -1, y puse en la calculadora —1-3.9”

Mo. “¢ El resultado es positivo o negativo?”

Ao. “Negativo”
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Aqui muestran estos alumnos del equipo, un error al ingresar los datos en la
calculadora, y de alguna manera confian en ella, ya que no se dan cuenta

que de esta manera estarian haciendo una suma y no una resta.

Mo. “¢ Qué te sale?”
Ao. “-4.9”

Aqui se observa claramente que hicieron una suma. Es decir omitieron el

signo menos de la operacion.

Mo. “A ver, opriman en la calculadora -1- -3.9, a ver, aquel equipo, ¢cuanto
sale?”
As. “Sale 2.9”

En efecto, entonces el mayor de los numeros —1 y —3.9, es el numero —1.

Mo. “¢ Positivo o negativo?”

As. “Positivo”

Mo. “¢Qué pasd? (revisan y se dan cuenta que el mayor es en realidad -1,
pero les faltaba el signo menos de la operacién)”

Aa. “El inciso d, también sale negativo, ;no maestro? (los numeros a compa-
rar son 0 y —1/2)”

Mo. “A ver el inciso d, nifias alla atras, usando la calculadora realicen la resta
del inciso d. ¢ Cual consideraste como mayor nifio?”

Ao. “El cero”

Mo. “El cero..., ponganle en la calculadora 0 - -1/2, ; qué les sale?”

As. “jPositivo!”

Mo. “Su compariero dice que todo sales positivos, ¢ es cierto?”

El mismo alumno insiste que todos los resultados son positivos.
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As. “iSi! |No! (se dividen opiniones)”

Aunque algunos tienen problemas en identificar al nimero mayor ya que di-

cen que no todos son positivos.

As. “iSi! iNo! (se dividen opiniones)’

Aunque algunos tienen problemas en identificar al nimero mayor ya que di-

cen que no todos son positivos.

Ao. “A ver en el inciso f, tenemos los numeros —-11/12 y —7/8, ;cual de los
dos es mayor?”

As. “i-7/8V”

Mo. “Coloquen en la calculadora -7/8 - -11/12, ;qué te dio en la calculado-
ra?”

Ao. “1/24 y es positivo”

Mo. “Pero te dio positivo. Dice un equipo, que en todas son positivos”

Este equipo, de alguna manera aplica la definicion de la relacion de orden de
numeros racionales, la cual dice lo siguiente:
Sim y n son dos numeros racionales cualesquiera, decimos que m > n, si y

solo si, (m-n) es un numero racional positivo.

As. “{Sil”

CONTINUACION
Ao. “Un alumno comenta que si resta 8-6, el resultado es un numero positivo,
quiere decir que el 8, es mayor que el 6. Pero si realiza la resta al revés, es

decir 6-8, el resultado es un numero negativo, entonces 6 es menor que 8”
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Mo. “¢ Es cierto o falso?”

Ao. “Falso (pero me da la impresion que no entiende y solo contesta por con-
testar)”

Mo. “ Falso?... nina”

Aa. “iEs cierto!”

Mo. “Tu compafiera dice que es cierto, tu dices que es falso, ¢es cierto, es
falso?, los demas ¢ qué opinan?”

As. “jEs cierto!”

Falto pedirles su justificacion

Mo. “Siguiente punto”

Aa. “Anota el simbolo mas, menos o igual entre cada pareja de numeros se-
gun sea el caso”

Mo. “;Quién conoce esos simbolos?, no se lee mas, o menos, ;como se
lee?”

Ao. “{Mas que!, jMayor que!, ijMenos que!, jMenor que!, jlgual que! (dicen

simultaneamente)”

No saben leer los simbolos de las desigualdades <, >, =.

Mo. “Pongan los simbolos entre cada pareja de numeros, pongan el simbolo

que consideren correcto y luego revisamos”

Se observa el trabajo de los equipos y en uno se muestra las respuestas si-

guientes:

a) -17>-20  b)-3/4>-4/5  ¢c)%>4/5 d)-3/4<0.8

e)-0.75>-0.708 f)-4.5<0 g)%L_| -100 h)—11/12<-1/10
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Posteriormente se procedid a revisar esta parte de la hoja. Al parecer no pre-
sentaban problemas, sin embargo, se procedi6 a revisar detenidamente el

inciso e...

Se observan dos errores. En el ¢ no visualizan que los dos son positivos y
por tanto, el mayor es 4/5. En el inciso e no consideraron que ambos son ne-
gativos, y que por tanto, el menor es el mas grande. En el g, tardaron para
decidir, iban a poner al —100 como mayor, pero despues pusieron que 2 es

mayor que —100.

Aa. “-0.75y -0.708, yo puse que es mayor —0.75...”

Mo. “Nifo, si los dos numeros fueran positivos, ¢ quién seria mayor?. Anota
los mismos numeros pero positivos”

Aa. “Maestro, lo que pasa es que en los decimales va a ser igual que con los
numeros negativos, entre mas numeros sean después del punto, menor es la

cantidad”

En este caso, la alumna va haciendo ciertas conjeturas y se observa que

procede solo para algunos casos, por lo tanto no podemos generalizar.

Ao. “iNo es cierto!”

Mo. “A ver chequen, si pongo el numero como positivo, pondria 0.75 y 0.708,
le agrego un cero al 0.75 para que visualicen que ambos numeros tienen 3
cifras decimales, entonces quedarian 0.708 y 0.750, ;qué es mayor 0.708 y
0.7507?”

As. “j0.750""

Mo. “Si yo ubicara al 0.750 en la recta numérica, ;ddénde lo pondria, a la de-
recha o a la izquierda de 0.7087?”

As. jA la derechal! jA la izquierda!”
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Mo. “En dénde pondrias los puntos en la recta numérica. A ver pon una recta
numeérica, ¢ddénde pondrias el 0.7, donde estaria el 0.75?, chequen la recta
numeérica (se observa la siguiente recta en el pizarron, en ella ya esta locali-

zado previamente el punto 0.708)...

A
v

0.7 0.708 0.750

... Bien, ¢ estan bien localizados los puntos?”

As. “iSil”

Mo. “Nifa...”

Aa. “En la calculadora me sale que el mayor es 0.750 y el menor 0.708 si son
positivos; pero anteriormente aqui en la hoja, en el inciso e, como los nume-
ros son negativos, la calculadora al numero que toma como mayor es —
0.708”

La alumna le restd al mayor el menor, y es correcto porque el resultado fue
positivo. Es decir:

a-b= positivo si y sélo si a>b

Mo. “Bien, entonces ponme aqui quién es el mayor y quién el menor. Fijense
lo que esta diciendo su compafera, no s€ qué hizo en la calculadora, pero
con signos positivos dice que es mayor el 0.75; pero en la hoja tenemos ne-
gativos y no positivos, entonces ponlo como debe ser, como dice la hoja...

La alumna escribe en el pizarron: -0.75<-0.708

... de acuerdo nifios...”
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Ao. “Cuando son numeros positivos, mientras mas alejado esté el numero del
cero, mas grande es el numero; pero en los negativos, mientras mas cerca

esté del cero, sera mas grande el numero”

Las reglas de los numeros positivos cambian en los negativos, en este caso

se invierten

Con el otro inciso que manifestaron cierta dificultad fue el g. Veamos.

Aa. “1/2 y el =100 (le da lectura)”
Mo. ¢1/2 es mayor o 2z es menor?, ; Quién es mas grande 2 6 —1007?”
Aa. “-100”

Mo. “; Estan de acuerdo?”

As. “iNo!”
Mo. “Nifa, tu que opinas, ¢quién es mas grande?”
Aa. “1/2”

Mo. “; Por qué %2 es mas grande que -1007?, jSi un medio es la mitad de un
entero!”

Aa. “Es mayor ¥z porque es positivo, y —100 es negativo”

Al comparar dos numeros, uno positivo y ofro negativo, la mayoria de los
alumnos comprenden sin dificultad, que el mayor es el positivo.

Mo. “Simplemente por esa razén. Oye y quién seria mas grande si comparo
0.0001 con —1000007?”

As. “0.0001”

Mo. “¢ Por qué?”

As. “Porque es positivo”

Mo. “Ultimo, -11/12 y -1/10, ¢ quién es mayor?”

215



Ao. “Yo puse —1/10, porque si los pasamos a numeros decimales, el -1/10
sale -0.1 y esta mas cerca del cero; y -11/12 sale menos 0.916667. Enton-

ces el —-0.1 esta mas cerca del cero”

No visualizan con las fracciones, les es mas facil trabajar con decimales.
Nuevamente al comparar dos negativos, identifican que el mayor es el que
esta mas cerca del cero; para saberlo, el cero se ha convertido en un refe-

rente importante.

Mo. “¢ Qué opinan los demas?”

Aa. “Yo tengo una observacion sobre los incisos by ¢’
Mo. “; Qué observas?...”

Aa. “Que en el inciso b son numeros negativos, y que en el ¢, son los mismos
numeros pero positivos”

Mo. “Bien, qué mas, siguele nifa...”

Aa. “Entonces cuando son negativos, el mayor es el que es el menor en los

positivos”

Mientras en los numeros positivos, el mayor es el que tiene mayor valor ab-

soluto; en los negativos, el mayor es el que tiene menor valor absoluto.

Mo. “Muy bien, también esta correcto lo que puso tu compafiera, repitelo...”
Aa. “Mientras en los numeros positivos uno es el mayor, cuando los conver-
timos a negativos, el mayor ya no es mayor, sino menor’

De alguna manera aunque los alumnos no utilizan términos y/o conceptos
matematicos, el lenguaje que utilizan es claro, entendible y sobre todo razo-

nado adecuadamente.

Mo. “Bien. Ultimo punto, nifia...”

Aa. “Ordena de mayor a menor las siguientes ternas de numeros”
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Se da un tiempo y posteriormente se procede a revisar.

Mo. “Bien, me dictan los numeros, luego cual es el mayor hasta mencionar el
menor, ¢ de acuerdo?”

No hubo gran problema al revisarlos a excepcién del inciso c.

Ao. “Los numeros son -3, -1/3 y 0. Yo puse —-1/3, -3 y luego 0”

Para este alumno no le queda claro cual numero es menor de los dos negati-

VOS.

Mo. “ Sera cierto eso, que primero va —1/37?”

As. “iSil”

Mo. “¢; Quién estd mas cerca del cero, -1/3 6 -37”

As. “-3”

Mo. “¢ -3 esta mas cerca del cero?”

As. “iNo!”

Mo. “En la recta numérica, ¢ quién estd mas cerca del cero?”
Ao. “-1/3 esta mas cerca del cero”

Mo. “Entonces, ¢quién es el menor de esos tres numeros?”
As. “-3”

Mo. “Luego a quién pondrian”

As. “-1/3”
Mo. “Por ultimo”
As. “iCero!”

Mo. “Ultimo nifa.
Aa. “-2/5, 1/3 y —5/8. El mas pequefio es —-5/8, luego el —2/5 y el mas grande

es 1/3, sblo por ser un numero positivo”

Identifican de entre tres numero, si dos de ellos son negativos y el tercero

positivo, el mayor sera el positivo, simplemente por eso.
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Mo. “Simplemente por ser positivo. Eso es lo que deben concluir, de 3 nume-
ros, si 2 son negativos y el otro positivo, el mayor es el positivo”

Ao. “Aunque sea 0.1”

Mo. “Sies 0.0000001”

Aa. “Va a ser mayor por ser positivo”

Mo. “Exacto”
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CAPITULO 6
ANALISIS DE RESULTADOS

En este apartado se describiran los resultados que se obtuvieron al aplicar
las hojas de trabajo al grupo 1° “C” (formado por 39 alumnos) de la Escuela
Secundaria Diurna N° 90 del turno matutino ubicada en la Col. Moctezuma,
en la Delegacion Venustiano Carranza. Los temas abordados fueron: suma,
resta, multiplicacion, division, potenciacion y relacion de orden de numeros
con signo; aqui se mostrara el analisis de las respuestas que dieron los
alumnos ante las actividades, se describiran las dificultades que presentaron

ante un contenido dado y las respuestas correctas que emitieron al respecto.

Hoja de Trabajo 1 “Suma de niumeros con signo”

Al inicio de la hoja, se le pide al alumno que mencione algunas situaciones
en las cuales pueden usarse los numeros con signo; los alumnos contestaron
lo siguiente: en la calculadora (13 alumnos), en el uso de coordenadas (7
alumnos), no contestaron la pregunta (6 alumnos), para representar deudas
o pérdidas (5 alumnos), en la operacion de la resta (5 alumnos), en la escue-
la los maestros la usan para bajar puntos dicen "menos uno” 6 -1y anotan
en la lista (2 alumnos) y sélo un alumno dio un ejemplo sobre el uso de los

numeros con signo en la temperatura.

Noétese que este resultado da informacidn empirica sobre los efectos de usar
la calculadora respecto a la familiarizacién de los estudiantes con los nume-

ros con signo.

Después se pide sumar 2 numeros con signo usando la calculadora y se ob-
serva que 30 alumnos de 39 no tienen ningun problema al manipular la cal-
culadora, es decir, al ingresar los datos en ella; 7 alumnos tuvieron error al

no colocar el signo negativo, o sea, cuando se suman dos numeros negati-
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vos Yy no colocar el signo negativo. Dos alumnos tuvieron mas errores al po-
ner como resultado la diferencia entre un numero negativo y otro, por ejem-
plo:

-30 +-50 = -20 o] S5+ 7= -2

Estos ejemplos hacen suponer que no usaron la calculadora.

Este resultado sugiere enfaticamente que el uso de la calculadora no intro-
duce dificultades para los estudiantes, es decir, que no es necesario consu-

mir una gran cantidad de tiempo para instruirles como usar la maquina.

En el punto numero dos se le pregunta al alumno qué hace la calculadora
para sumar un numero negativo con un numero positivo, la mayoria (25
alumnos) si identifica lo que hace la calculadora, sabe que realiza una resta;

los demas alumnos (14 alumnos) no llegan a percibir esta situacion.

Este resultado sugiere que el uso de la calculadora proporciona los estudian-
tes un ambito en el que puede experimentar con conceptos y dominios nu-
mericos que los estudiantes desconocen. Esto indica que la calculadora les
permite, en el caso del estudio de los numeros con signo, abordar la mate-
matica como una ciencia experimental, lo cual favorece que realicen “experi-
mentos” disefiados por el profesor en los que ellos tiene claridad de qué es lo
que se busca, una evidencia de esto es que pueden proponer y validar conje-

turas que ellos mismos formulan.
Ante la pregunta qué hace la calculadora para sumar un numero negativo
con ofro numero negativo, la mayoria (27 alumnos) sabe que la calculadora

realiza una suma, y el resto de los alumnos (12) no lo sabe.

Para responder la pregunta qué hace la calculadora para saber qué signo le

pone al resultado, en general los alumnos no pueden expresar correctamente
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lo que la calculadora hace, sin embargo, uno de ellos expresa lo siguiente:
“‘pone el signo del numero que esta mas alejado del cero”, esto hace suponer
que sélo es aplicable en la suma de un numero negativo con otro numero

positivo.

Misma conclusion que en el parrafo anterior, pero ahora es aun de mayor
relevancia porque la suma de numeros con signo es la parte mas compleja
para lograr un dominio aceptable sobre sus operaciones. Ademas la suma de
numeros con signo es una accion que realizan los estudiantes de la que
pueden obtener significados propios, y correctos, sobre ese sistema numéri-

co.

En el punto numero 5 de la hoja de trabajo, se le pide a los alumnos encon-
trar los dos sumandos dado el resultado (los resultados son en todos los ca-
sos negativos) usando la calculadora, ante este problema la mayoria de los
alumnos contestan adecuadamente; lo sobresaliente son los procedimientos
que utilizan. Por ejemplo:

1. Si el numero tiene mitad entera, colocan dos sumandos negativos iguales,
por ejemplo si el resultado que se debe obtener es -78, entonces los su-

mandos son ambos -39.

2. Consideran el resultado como positivo, luego buscan dos numeros enteros
positivos que sumados den el resultado, posteriormente agregan los signos

negativos a los numeros buscados. Por ejemplo si el resultado es -78, en-

tonces:
78 = 46 + 32 entonces, -78= -46 + -32
78 =29 + 49 entonces, -78 = -29 + -49

Estos resultados indican claramente que los estudiantes han observado a

partir de la experimentacion con la calculadora que la operatividad con nume-
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ros con signo tiene fuertes similitudes con la operatividad con numeros posi-
tivos que ellos ya conocen. Es decir, la experimentacion con la calculadora
les permite aprovechar sus conocimientos previos sobre numeros positivos
con el nuevo conocimiento que estan construyendo acerca de numeros ne-

gativos.

3. Colocan el primer sumando menor que el resultado, posteriormente el se-
gundo sumando como numero positivo y a través de ensayo y error. Por
ejemplo si el resultado es -32, los alumnos hacen lo siguiente:

-48 + 8 = -40

48 + 12 = -36
48 + 14 = -34
48 + 16 = -32

Misma conclusion que en parrafo anterior: la calculadora es usada como un
medio de exploracion para experimentar mediante estrategias de “ensa-
yo/refinacion” y de esta manera obtener las respuestas. Notese que no es
simplemente “ensayo y error”, porque el trabajo de los estudiantes muestra
claramente, en sus aproximaciones sucesivas, que ellos saben perfectamen-
te qué es lo que deben obtener; en otras palabras es una exploracion orien-
tada por la consecucion de un fin claramente preestablecido.

4. Ningun alumno puso como primer sumando un numero positivo.
Esto parece ser un indicador de que aun hay un fuerte anclaje en la operati-
vidad aritmética con enteros positivos, en los que la resta no tiene solucion si

el minuendo es mayor que el sustraendo.

Hoja de Trabajo 2 “Algo mas sobre sumas”
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En la primera parte de esta hoja de trabajo, a diferencia de la anterior, se pi-
den mas de dos sumandos para obtener un resultado dado, y en una segun-
da parte se pide hallar tres sumandos para obtener un resultado ya determi-
nado. Aqui, ademas de los numeros enteros, se abordan los numeros deci-

males y fracciones con signo.

En el punto numero uno de la hoja de trabajo se pide obtener cero usando
tres sumandos, los alumnos manifiestan dos procedimientos:
1. Los alumnos primero suman dos numeros negativos y el tercer sumando

debe ser el simétrico del resultado de la primera suma y viceversa. Ejemplo:

-3 + -2= -5 elsimétricode -5 es 5,porlotanto:-3+-2 + 5 =0

2. Otros suman un numero positivo y un numero negativo, el resultado que
se obtiene servira para obtener el simétrico como tercer sumando. Por ejem-

plo:

3+-6= -3 el simétrico de -3 es 3, por lo tanto quedaria
3+-6+3=0

Quizas lo que estan pensando los alumnos aqui es “sumar y restar lo mismo”

Los ejercicios que mas se les complicaron a los alumnos fueron cuando los
resultados son numeros decimales negativos, es decir, los puntos 5,6 y 7 de

la hoja de trabajo.

En la segunda parte, que consiste en dados dos sumandos, buscar un terce-
ro para obtener el resultado ya determinado, de los nueve problemas que
conforman esta actividad, el grupo obtuvo un promedio de 5.6, las causas

son las siguientes:
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1. El principal error que cometieron fue la omision del signo negativo.

2. De los nueve problemas, tres son con fracciones, se puede ver que existe
dificultad para sumar numeros negativos; por otro lado no tienen la nocién o
idea de fraccion, se nota que no se aproximan de manera facil a los resulta-
dos. Esto ratifica por qué se recomienda que la suma y resta con numeros
con signo se aborde usando s6lo numeros enteros debido a que los alumnos
aun a este nivel del programa escolar siguen teniendo dificultades con la
operatividad con numeros fraccionarios (con signo o sin él). Hay que obser-
var mas adelante sus respuestas, si los alumnos son capaces de superar
esta dificultad nos estaria diciendo que el trabajo con la calculadora puede
ayudar a que ellos asignen significados a los numeros fraccionarios, lo cual
debe manifestarse en el desarrollo de estrategias para operar con numeros
fraccionarios (decimales y fracciones comunes), ya sea que sean positivos o

negativos.

3. Con los numeros decimales sucede algo similar que las fracciones, pero la

dificultad es menor.

Hoja de Trabajo 3 “¢Cdmo restamos numeros con signo?”

Esta hoja inicia mostrandole al alumno que se puede también realizar restas
con numero con signo, en este caso se muestra la operacion 9 - - 8= (cabe
identificar que el minuendo es positivo y el sustraendo negativo) y se le pre-
gunta al alumno qué crees que hace la calculadora cuando tecleas un signo
negativo enseguida del otro, los dos signos para la expresion “menos”. Se
dan tres tipos de respuestas:

1. Dieciocho alumnos si identifican que en realidad se realiza una suma.

2. Catorce alumnos no contestan nada, creo que no identifican qué es lo que

hace la calculadora.
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3. 4 de 7 alumnos sefalan que el primer numero es el que determina el signo

y los otros tres sefalan que los eliminan.

En una segunda actividad se le pide a los alumnos que realicen operaciones
usando la calculadora, es decir, obtener la diferencia entre el minuendo vy el
sustraendo. De los 39 alumnos, 2 tuvieron problemas para resolverlos, el re-

sto contesto adecuadamente, sin problemas.

Esto es una clara evidencia del tipo de apoyo que brinda la calculadora, aqui
es importante saber si los alumnos, después de esta experiencia pueden tra-

bajar bien sin la calculadora.

En otra actividad, el sustraendo se desconoce por ejemplo: -2 - b =. De los
nueve problemas, 2 de ellos el valor del sustraendo es una fraccién y se tu-

vieron grandes problemas como los que a continuacion se sefialan:

1. Ningun alumno tuvo correctamente el valor del sustraendo.
2. Quince alumnos contestaron adecuadamente sélo uno de los 2 problemas.

3. Veinticuatro alumnos no contestaron ninguno de los dos problemas.

Puedo concluir que el trabajo con fracciones se les dificulta demasiado en la
suma y en la resta de numeros con signo. Es decir, esto se puede reportar
como una evidencia mas de la falta de dominio de los alumnos sobre la ope-

ratividad con fracciones, sean numeros positivos o no.

Al ultimo se le plantea un problema de temperaturas, de manera sorprenden-
te, s6lo un alumno contesta correctamente las dos preguntas planteadas y
otro alumno contesta bien la primera pregunta. Se observa que la resolucion

de problemas es un punto débil en los alumnos.
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Una posible conclusion a este respecto es que las respuestas de los alumnos
muestran que es necesario incluir sistematicamente este tipo de problemas,
su falta de competencia ratifica que hay una distancia considerable entre el
conocimiento y dominio de la operatividad y el uso de los numeros con signo
como herramienta en la resolucion de problemas. De hecho se incluye el
problema con la finalidad de ir mas alla de la operatividad y empezar a con-
frontar al estudiante con problemas cuya resolucién involucra el conocimiento

de los numeros con signo.

Hoja de Trabajo 4 “¢;Cdmo multiplico nUmeros con signo?”

En esta hoja se pretende que el alumno identifique el signo que debe tener el
resultado cuando se multiplica un niumero negativo por un numero positivo,
asi como el signo que debe tener el resultado cuando se multiplica un nume-

ro negativo por otro numero negativo.

Al iniciar la hoja se le pide al alumno que realice las operaciones de multipli-
cacion usando la calculadora donde los factores son uno positivo y el otro
negativo; se observa que todos tienen correctamente los resultados. A la
pregunta qué crees que hace la calculadora para multiplicar estos numeros,
se obtienen varias respuestas, a saber:

1. Se multiplica y queda el signo de menos.

2. Hace la multiplicacion normalmente pero el resultado es negativo.

3. Multiplica los numeros y luego pone el signo negativo cuando es (+) X (-)
6 (1) X(+)

4. La calculadora multiplica pero el resultado de un positivo y un negativo
siempre es negativo.

5. Algunas hojas quedaron en blanco (supongo que no llegan a comprender

qué es lo que hace la calculadora).
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Posteriormente se le pregunta al alumno si es lo mismo -7 X 13 que 13X
(-7), todos dijeron que si pero la justificacion varia, por ejemplo:

1. Porque lo comprobé
2. Los numeros nada mas cambian de lugar
3. Es la misma operacion solo se invierten los numeros

4. El orden de los factores no altera el producto.

Estas respuestas son bastante promisorias en términos del aprendizaje, via

la experimentacion, de las leyes de los signos.

Al realizar otras operaciones (negativo por positivo), pero sin usar la calcula-
dora, 37 alumnos no tuvieron ningun problema, solo 2 alumnos se equivoca-

ron en algunas operaciones.

Este resultado es magnifico, sugiere que el uso de la calculadora propicia
que los alumnos aprendan como se manejan los signos en la multiplicacion.
Esto ratifica el potencial de usar la calculadora como un medio para lograr
que los alumnos aprendan que el producto de un positivo con un negativo es

negativo.

En una segunda parte de la hoja de trabajo, se le pide al alumno realizar la
operacion de multiplicacion entre un factor negativo y otro factor negativo con
el uso de la calculadora, las respuestas muestran que no hay ningun proble-

ma, y al tratar de justificar, se encontré lo siguiente:

1. Multiplica normal y sale un numero positivo.
2. Quita los signos y luego multiplica.
3. Hace la multiplicacién comun y corriente.

4. Al multiplicar dos numeros negativos el resultado da un numero positivo.
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Estas respuestas muestran que ante un analisis de los resultados emitidos
por la calculadora, se propicia que los alumnos empiecen a deducir cual es el
signo que debe tener el resultado de una multiplicacion con dos factores,
donde uno es positivo y el otro negativo. El punto numero cuatro, muestra

una justificacion de tipo matematica propiamente dicha.

Ante la pregunta es lo mismo -4 X (-12) que -12 X (-4), todos verifican el
resultado a través de la calculadora y la mayoria justifica que el orden no
afecta, otros dicen que es lo mismo porque son las mismas cifras. Aqui los
alumnos deducen a través de la experimentacion con diversos ejemplos la
propiedad conmutativa; se observa claramente que es una forma de abordar
el contenido de otra manera, ya que anteriormente, la ensefianza se basaba
primero en conceptos (primero se daba la definicién de propiedad conmutati-

va), se daban ejemplos y luego se procedia a practicar con ejercicios.

Por ultimo, se le pide al alumno si es equivalente la expresion - (-7) y la
operacion -1 X -7; la mayoria de los alumnos sefialan que si porque en los
dos sale de resultado 7, y un alumno es mas claro y dice “se esta multipli-
cando el -1 X -7 yel -(-7) es igual porque el primer signo negativo es igual
a -17; otro alumno dice “el - (-7) es como una resta y el resultado es 7 y la
multiplicacion su resultado es 7”. S6lo dos alumnos dicen que las expresio-
nes no son equivalentes, uno dice que *“ (-7) no es una operacion”; el otro
alumno dice que en la expresién “(-7) no hay numero uno y que por lo tanto

la calculadora lo tomaria como error”.

Los significados ante la expresion -(-7) que los alumnos dan, son diferentes.
En la primera respuesta, se le da un significado de multiplicacion, donde el
signo negativo que antecede al paréntesis es igual a —1, siendo éste un fac-

tor; en la segunda respuesta, otros alumnos le dan un significado de resta,
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donde el minuendo tiene un valor de cero. Ambos significados son funciona-

les para la comprensién del tema “sustraccion de polinomios”.

Es importante sefialar que ningun alumno percibié el signo negativo que an-
tecede al paréntesis como inverso aditivo del numero que esta dentro del
paréntesis; éste es otro de los significados de la expresion en cuestion, y tal

vez el mas apropiado desde el punto de vista de las matematicas.

Hay dos alumnos que sefalan que las expresiones -(-7) y -1X-7, no son
equivalentes. Para éstos alumnos posiblemente la primera expresion no la
perciben como operaciéon (en particular como sustraccion) tal vez porque en
la primaria se les ensefid como una operacion binaria (pareja de numeros
ordenados) y por lo tanto, les falta un numero. Ademas se observa la ten-
dencia a ver las diferentes operaciones como algo que hacer, en vez de con-
siderarlo como una forma de expresar un numero; en este caso, la expresion

-(-7), también es una forma de expresar un numero, en este caso el 7.

Hoja de trabajo 5 “Algo mas sobre multiplicacion de nimeros con sig-
no”

Esta hoja aborda la multiplicacion con mas de dos factores usando sélo nu-
meros enteros y decimales.

En la primera parte se abordan multiplicaciones con tres factores de numeros
enteros, se le pide a los alumnos las realicen usando la calculadora; en las
hojas de trabajo se observa que no tienen problema al realizar las operacio-
nes, sin embargo, ante la pregunta ;de qué depende el signo del resultado

cuando multiplicas tres numeros?, existen varias respuestas:

1. Depende del signo que tengan los numeros (ésta es una respuesta incom-

pleta)

229



2. Si hay mas positivos el resultado es positivo y viceversa: Esto lo interpreto
de la siguiente manera: si dos factores son positivos y uno negativo; o bien,
si dos son negativos y el otro positivo, entonces el resultado es positivo en el
primer caso y negativo en el segundo. Sin duda, ésta es una de sus primeras
conjeturas, ya que la primera aseveracion es incorrecta y la segunda correc-
ta.

3. Veinte alumnos no contestaron, no pueden dar una respuesta.

No existe una respuesta que generalice qué signo debe tener el resultado
cuando se realizan multiplicaciones con tres factores. Siguiendo a Piaget, en
estas actividades se muestra un desequilibrio en los alumnos, ya que en la
hoja de trabajo anterior, se abordé la multiplicacién usando sélo dos factores,
por lo tanto, les llevara un tiempo poder deducir el signo del resultado des-

pués de un analisis de las mismas.

Luego se le pide resolver multiplicaciones con tres factores sin usar la calcu-
ladora. Los resultados fueron los siguientes: Treinta y cuatro alumnos no tu-
vieron errores, es decir, parece que se comprende la ley de signos en la mul-
tiplicacion con tres factores (aunque cabe la posibilidad de que las hayan re-
suelto con la calculadora); las cinco personas restantes tienen dificultad para
saber si el resultado es positivo o negativo (posiblemente estos alumnos si

siguieron la indicacién de la hoja de trabajo: sin usar la calculadora).

En la segunda parte se abordan multiplicaciones con 4 factores, donde solo
falta anotar el signo del resultado sin hacer la operacion. De las 16 operacio-
nes el que tuvo mas errores fue un alumno con sélo 6, una con 5, 4 personas
con 4 errores, 12 con 3, 4 con 2, 6 con 1 y 11 personas no tuvieron errores.
Las hojas de trabajo muestran que si bien existen mas errores que la multi-
plicacion con tres factores, los errores cometidos por los alumnos es minima,
por lo tanto, mas de la mitad “comprende” qué signo debe tener el resultado

de una multiplicacién con cuatro factores. Es importante sefalar que al revi-
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sar las hojas de trabajo en este punto, se observa que algunos alumnos que
se equivocaron fue porque se dejan influenciar por las reglas que ya habian
obtenido con tres factores, las cuales no son las mismas con cuatro factores

en algunos casos.

Hoja de trabajo 6 “¢Cdmo divido numeros con signo?”
En esta hoja se aborda la division solo de numeros enteros cuando el divi-

dendo o divisor es negativo y cuando ambos son negativos.

Al inicio se pide realizar las divisiones donde el dividendo o el divisor son ne-
gativos usando la calculadora y al igual que las operaciones anteriores no
existe problema alguno para resolverlas. Ante la pregunta qué crees que
hace la calculadora para hacer divisiones, las diferentes respuestas que dan

los alumnos son:

1. No sé (cinco alumnos).

2. Pone el signo del divisor (cuatro alumnos).

3. Los divide normal pero en negativo (veinte alumnos).

4. Cuando uno de los dos numeros es negativo, el resultado es negativo, pe-
ro la division se hace normal (cuatro alumnos).

5. Siempre cuando hay un numero positivo y un numero negativo da el resul-
tado negativo (un alumno).

6. Cuando un numero negativo es dividido por un afirmativo (quiere decir un
numero positivo), el resultado es negativo (un alumno).

7. Se divide igual, so6lo que al resultado se le aumenta el signo menos (cuatro

alumnos).

De alguna manera sélo ocho alumnos no conciben qué es lo que hace la cal-

culadora para dividir numeros con signo; sin embargo, el resto de los alum-
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nos (treinta y uno) responden con seguridad lo que la calculadora hace, los
datos reflejan que el uso de este recurso permite que los alumnos aprendan

a utilizar los signos en la division.

Ante le pregunta, es lo mismo dividir -8+20 y 20+(-8), sélo un alumno dice
que si es lo mismo pero no justifica, tal vez no resolvi6 la divisién con la cal-
culadora, porque los demas alumnos dicen que no es lo mismo ya que los
resultados salen diferentes. Implicitamente los alumnos se dan cuenta que
en la division no existe la propiedad conmutativa; en la division al cambiar los
numeros a dividir, las resultados no son iguales como es el caso de la multi-

plicacion.

Posteriormente se le pide al alumno realizar las operaciones de division sin
usar la calculadora, la mayoria no tuvo problema al colocar adecuadamente

el signo del resultado, algunos alumnos se equivocaron en la parte operativa.

Uno de los propdsitos del uso de la calculadora es precisamente el que sélo
sea un recurso para poder llegar a ciertas generalidades, en este caso usar
los signos en la division. Posteriormente, no depender de ella en la realiza-

cion de divisiones con numeros con signo, seria la meta inmediata.

La segunda parte del trabajo consistié en realizar divisiones donde tanto el
dividendo como el divisor son numeros negativos a través del uso de la cal-
culadora; nuevamente los alumnos no llegaron a tener ningun problema para
resolver las divisiones con el uso de la calculadora, sin embargo, ante la pre-
gunta qué crees que hace la calculadora para dividir un niumero negativo en-

tre otro numero negativo, los alumnos respondieron:

1. Lo divide normal pero respetando el signo (seis alumnos).

2. Lo mismo que con los numeros normales (quince alumnos).
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3. Los convierte en un numero o una fraccion positiva (cuatro alumno).

4. Quitan los signos y hacen la operacion normal (tres alumnos).

5. Se realiza normal porque los dos signos son del mismo tipo (un alumno).
6. Otros alumnos no identifican qué es lo que hace la calculadora (diez alum-

nos).

Considerando la respuesta 1 como ambigua y los diez alumnos que no iden-
tifican qué es lo que hace la calculadora para dividir un numero negativo en-
tre otro numero negativo, cerca de las dos terceras partes (veintitrés alum-
nos) del total de los alumnos, identifican cémo realizar estas divisiones. Las
respuestas de los alumnos (2, 3, 4 y 5) dan mucho de qué hablar acerca de
como interpretan el procedimiento para realizar divisiones con numeros con

signo, esto favorecera la comprension, en la realizacion de divisiones con

lapiz y papel.

Ante la pregunta de analisis si se obtiene el mismo resultado cuando se divi-
de -4+(-12) y -12+ (-4), 34 alumnos identificaron perfectamente que los
resultados que se obtienen son diferentes, por ende no es lo mismo dividir
atb que b+a, es decir, no existe la propiedad conmutativa en la division;
cuatro alumnos no contestaron la pregunta, esto hace suponer que no saben,
y uno, sélo un alumno manifesté que si es lo mismo ya que son los mismo

numeros pero al revés, al parecer no llega a comprobar con la calculadora.

A la pregunta ;qué semejanza encuentra entre la multiplicacion y la division

con numeros positivos y negativos?, las repuestas que se dieron fueron:

1. Ninguna (por lo tanto, algunos alumnos no llegan a percibir cierta similitud
entre ambas operaciones).
2. La multiplicacién cuando es inversa sale lo mismo y en la divisiéon no (esto

no es semejanza, mas bien es una diferencia).
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3. Que se multiplican o se dividen normal y nada mas se le pone el signo ne-
gativo o positivo (no es claro).

4.15 alumnos no escriben nada en la hoja de trabajo, esto hace suponer que
no identifican la semejanza que hay en las operaciones de multiplicacion y

division.

La respuesta que se pretendia que dieran los alumnos era que en ambos
casos cuando se divide un numero negativo entre otro numero negativo, al
igual que cuando se multiplica un numero negativo por otro numero negativo,
el resultado es un numero positivo. Y cuando se divide un numero negativo
entre otro un numero positivo, al igual que cuando se multiplica un numero
negativo por otro numero positivo, el resultado es un numero negativo. Sin
embargo, no la dan, porque siguen anclados en el resultado, sin tomar en
cuenta el signo del resultado. O sea solamente les importa el numero normal,

mas que el signo.

Hoja de trabajo 7 “Potencias de numeros con sigho”
En esta hoja de trabajo se aborda el tema de potencias de numeros con sig-
no, donde la base puede ser cualquier numero entero, y el exponente un

numero natural.

La hoja inicia con una reflexion hacia el alumno, se le pregunta si es correcta
la expresion 52 =5X 2 =10, alo que 37 alumnos de 39 contestaron que no,
justificando que debe ser 5 X 5 = 25, los otros dos alumnos dicen que si es

correcto, pero no justifican.

Posteriormente se le hace otra pregunta sobre si es lo mismo las expresiones
6% y (-6)? y se le pide que use la calculadora; aqui 38 alumnos obtienen el
resultado correcto y un alumno invierte los resultados, esto hace suponer que

no lo hizo con la calculadora, o bien, que cometio un error al pasar el resulta-
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do de la calculadora a la hoja de trabajo. Ante la pregunta como lo interpreta

la calculadora, los alumnos escribieron que...

1. (-6)2 el resultado es positivo por el paréntesis (esta respuesta hace pensar
que si se tuviera otra expresion que lleve paréntesis como (—6)3, el resultado
seria positivo, y no es asi).

2. -6° multiplica el 6 X 6, sélo que en un numero le pone el signo negativo, o
sea -6 X 6, por lo tanto, el resultado es -36 (correcto).

3. (-6)? se entenderia como -6 X -6 = 36 (excelente).

4. Solo dos alumnos no justifican, no saben cdmo lo interpreta.

Menos de la tercera parte (10) del total de los alumnos (39), no saben cémo
la calculadora interpreta las operaciones -62 y (-6)?; sin embargo, los alumnos
que explican cémo interpreta la calculadora las operaciones, son de gran va-
lor, de soporte bien consolidado, ya que muestran el uso correcto de los nu-
meros con signo. Cabe sefialar que otra de las interpretaciones no fue re-

conocida por los alumnos en el caso de la expresidén -6% como -(62).

Posteriormente se le pide a los alumnos resolver las potencias pero sin usar
la calculadora. De los 39 alumnos, s6lo uno no coloco el signo negativo en
dos operaciones, el resto lo hizo adecuadamente. Podria dar la impresion

que esta actividad la realizan por medio de la calculadora.

En la ultima actividad se le pide al alumno s6lo colocar el signo al resultado
de cada potencia sin hacer ninguna operacién con los numeros, los resulta-
dos fueron:

[{ PRl

1. Sdlo 2 de los 39 alumnos se equivocaron en el inciso “c”, sefialan que se

confiaron, ya que los incisos “b” y “e” daban un resultado positivo y el “c”, da

un resultado negativo.
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2. Los 37 alumnos restantes no tuvieron ningun problema, esto hace suponer

que:

-a", el resultado siempre sera negativo.
(-a) > el resultado siempre sera positivo.
(-a) *"* el resultado siempre sera negativo.
Y que por lo tanto, las expresiones:

-(-a) ?" el resultado siempre sera negativo.

-(-a) " ! el resultado siempre sera positivo.

Después de un previo analisis por parte de los alumnos al trabajar la poten-
cia, se muestra que la calculadora propicia la exploracion de ciertas generali-
zaciones acerca del signo de los resultados de las potencias, las hojas de
trabajo de los alumnos son la evidencia de dichas situaciones.

Hoja de trabajo 8 “Relacion de orden”
Esta hoja trata de que el alumno identifique qué numero con signo es mayor
con respecto a otro; el tipo de numeros que se abordan son enteros, decima-

les y fracciones.

En la primera actividad se le pide al alumno que encierre el numero que con-
sidere mayor de cada pareja de numeros que se muestran. La mayoria iden-
tifica en forma clara, qué numero es mayor con respecto a otro, sélo 8 alum-
nos de los 39 presentan algunos problemas en ciertas parejas de numeros,
por ejemplo en los incisos c) 205 y 2.10, d) -1/2y 0 f) -
1112 y -7/8 h) -1 y -3/4, pero el inciso en el que mayor dificultad tu-
vieron los alumnos fue el f). Es claro que la comparacion de numeros frac-
cionarios se les complica, a veces no entienden cual numero es mayor al

comparar, por ejemplo, Y2 y %, siendo ambos numeros positivos.
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Ante la pregunta ;de qué manera podrias usar la calculadora para verificar
tus respuestas de la primera actividad?, encontramos lo siguiente:

1. La mayoria no da una explicacion clara y sefalan a veces situaciones in-
completas o incongruentes como: haciendo unas restas, al sumar negativos
se resta, sumando y en algunos casos restando, no usé la calculadora,
haciendo operaciones, al que pienso que es mayor le resto el otro.

2. Cinco alumnos no contestaron la pregunta, tal vez porque no saben cémo
lo harian con la calculadora.

3. No es necesario usar la calculadora, porque ya sabemos un procedimien-
to, este es que cuando sea numero negativo, el numero chico es el mayor.

4. Cuando son positivos, es mayor el mas grande, y cuando ambos numeros
sean negativos va a ser mayor el numero mas chico.

5. Poniendo un numero entero mayor que la pareja de numeros e ir restando
uno y luego el otro numero (los numeros que se estan comparando) y cuan-
do quede mas grande el entero (o bien ha de ser tan general el resultado),
ese es el numero mas grande (el alumno puso el mas grande, pero debe ser
el mas chico). Por ejemplo, si tomamos los numeros del inciso “f” quedaria
asi:

10 es un numero mayor que ambos numeros a comparar, entonces se ingre-
san a la calculadora los siguientes datos:

10 - (-11/12) = 10.91

10 - (-7/8) = 10.87

Podemos ver que 10.87 es mas chico que 10.91, por lo tanto, -7/8 es mayor
que —11/12.

Esta ultima respuesta es excelente. La estrategia utilizada por un alumno a
través de la calculadora tiene un sustento fuerte, porque funciona para com-

parar cualquier pareja de numeros.
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En la siguiente actividad de la hoja de trabajo, se le pide al alumno que reste
al que consideré mayor el numero menor, y se le pregunta ;como son los

resultados positivos, negativos o algunos positivos y otros negativos?

1. Doce alumnos contestaron que los resultados son positivos y pocos son
negativos. No identificaron con claridad qué numero es mayor con respecto a
otro.

2. Cinco alumnos no contestaron.

3. Veintidés alumnos contestaron que todos son positivos, esto significa que
identificaron perfectamente qué numero es mayor o menor con respecto a

otro.

Ante la afirmacion de que al restar 8-6, si el resultado es positivo, entonces 8
es mayor que 6; pero si la resta es 6-8 y el resultado es negativo, entonces
el numero 6 es menor que 8; la mayoria de los alumnos estan de acuerdo
con estas afirmaciones ya que lo comprobaron con varios ejemplos y no en-
contraron algun contraejemplo que negara dichas afirmaciones. Sélo 4 alum-
nos no contestaron si estaban de acuerdo o en desacuerdo ante tales afir-

maciones.

Posteriormente se les pide a los alumnos que anoten el simbolo <, > ¢ =
entre las parejas de numeros. Sélo un alumno tuvo 6 errores de 8 problemas,
otro tuvo 4 de 8, 13 alumnos tuvieron 1 6 2 errores, los mas comunes fueron
los incisos f) —4.5 y 0, no han identificado que el cero es mayor que cual-
quier numero negativo; e) y h). Creo que estos alumnos estan en un pro-
ceso de transicion, o bien, de extension de los numeros naturales a los nu-
meros racionales ya que no conciben como un numero negativo pueda ser
menor que el cero, si éste en realidad no vale, representa la ausencia de de-

terminado ndmero de elementos.
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Por ultimo, se le pide al alumno que ordene de mayor a menor cuatro ternas

de numeros y las respuestas fueron en general las siguientes:

1. Cuatro alumnos ordenaron correctamente 2 de las 4 ternas.
2. Siete alumnos ordenaron correctamente 3 de las cuatro ternas.

3. Veintiocho alumnos ordenaron correctamente las 4 ternas.
Esto muestra que todavia a algunos alumnos (alrededor de una cuarta parte

del total de los alumnos) les cuesta trabajo identificar qué numero es mayor o

menor con respecto a otro y por ende ordenar los numeros con signo.
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CAPITULO 7
CONCLUSIONES

El desarrollo de este trabajo de investigacién permite dar, a manera de con-
clusiones o comentarios finales, las siguientes respuestas a las preguntas
planteadas originalmente y a otras que durante el transcurso de la investiga-

cion surgieron.

Pregunta de investigacion 1
¢, Qué estrategias desarrollan los alumnos en un ambiente de ensefhanza ba-

sado en el uso de la calculadora?

A través de una ensefianza basada en el uso de calculadora y con el apoyo
de sus conocimientos previos, los alumnos son capaces de desarrollar dife-
rentes estrategias correctas, esto se muestra en un caso muy especifico, en
la operacion de la suma con relacion a diferentes casos (sélo se mencionan

algunos).

a) Encontrar dos sumandos dado un resultado negativo, se tienen los si-
guientes:
1. se divide entre dos el resultado y se obtienen dos sumandos iguales
2. se toma el resultado como positivo, buscan dos numeros que suma-
dos de el resultado, y por ultimo le cambian los signos
3. ensayo /refinacion
b) Encontrar cinco sumandos dado un resultado negativo, se tiene el siguien-
te:
1. Es similar al uno del inciso a, sélo que ahora divide entre 5, lo sor-
prendente es que esta trabajando la divisibn con numeros con signo.
c) Obtener el cero usando tres sumandos.

1. suman dos negativos y a éste, su simétrico.
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2. suman un numero positivo y un numero negativo, el resultado que se

obtiene servira para obtener el simétrico como tercer sumando.

Estas estrategias muestran que los estudiantes han observado a partir de la
experimentacién con la calculadora que la operatividad con numeros con
signo tiene fuertes similitudes con la operatividad con numeros positivos que
ellos ya conocen, es decir, la experimentacion con la calculadora les permite
aprovechar sus conocimientos previos sobre numeros positivos con el nuevo

conocimiento que estan construyendo acerca de numeros negativos.

Ademas, la calculadora es usada como un medio de exploraciéon para expe-
rimentar mediante estrategias de “ensayo/refinacion” y asi obtener las res-
puestas. Es decir, los alumnos realizan una exploracion orientada por la con-
secucion de un fin claramente preestablecido. (Para ver los procedimientos,
se sugiere revisar las descripciones por sesion en el aula 1y 2, del capitulo
5).

Con lo expuesto arriba, puedo mostrar la contraparte a lo identificado por
Glaeser (1981) como uno de los obstaculos en su investigacion: deseo de un
modelo unificador. Aspiracion de hacer funcionar un modelo aditivo igual-
mente valido para ilustrar el dominio multiplicativo en donde ese modelo es
inoperante; desarrollar las habilidades matematicas, en este caso la flexibili-
dad del pensamiento, es uno de los propdsitos de la educacidon basica en la
matematica. Unificar modelos, es restringir el potencial cognitivo de todos y

cada uno de los alumnos.

Pregunta de investigacion 2
¢En qué medida las estrategias no convencionales para resolver ecuaciones
que se usan en este estudio, ayudan a los estudiantes a desarrollar nociones

plausibles de lo que es una ecuacion?
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Al respecto Kieran (1992) identifico uno de los obstaculos que ha observado
en los nifios, sefialando que éstos no entienden la diferencia de “x” como va-
riable y como incognita. Al mismo tiempo Gallardo (1994) sefiala que los nu-
meros negativos constituyen uno de los obstaculos perdurables con que se
encuentra la ensefianza del algebra. Considerando lo que dicen los autores y
contestando la pregunta, las transcripciones de los temas adicion y sustrac-
cidon, muestran evidencias de que el alumno identifica intuitivamente las va-
riables y la incégnita sin tener en claro todavia que es cada una, es mas a
través de la calculadora las manipula en forma dinamica.

En la actividad 5 de la hoja de trabajo 1 se pide al alumno encontrar tres pa-
rejas de numeros que al sumarlos den un determinado resultado; ante la
pregunta del maestro

Mo. “¢ Cuantas parejas creen que haya diferentes para que me de —-327"

As. “jhuuu!, jhay muchas parejas que me dan -32!

Aqui se manifiesta en forma intuitiva, lo que es una variable, y al mismo
tiempo que un numero tiene diferentes formas de expresarse. En general, en
el punto 5 de la hoja de trabajo 1, se esta abordando una ecuacién de primer
grado deltipo: x +y = a

Donde x, y pueden tomar cualquier numero (variables), y a, es una cons-

tante.

En la actividad 8 de la hoja de trabajo 2, Se trabajan ecuaciones de primer
grado de la forma: a + b + x = ¢, donde a, b, c son constantes y X, es una in-
cognita. Aqui los alumnos saben que no puede ser cualquier numero el valor
de la incégnita, que el valor que tiene es unico. En la resta, también sucede

esta situacion, en especifico en el punto 5 de la hoja de trabajo 3.

Considero que actividades como las disefiadas en las hojas 1, 2 y 3, ayuda-

rian al estudiante a tener menos problemas en la solucién de ecuaciones de
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primer grado de la forma que en este estudio se abordaron. La estrategia de

solucién que manifestaron los alumnos fue la de ensayo/refinacion.

Pregunta de investigacion 3
¢ El uso de la calculadora permitira al alumno descubrir leyes y/o patrones en

la operatividad con numeros con signo?

Si, el alumno con el apoyo de la calculadora deja de lado la parte operativa y
se ocupa mas por descubrir leyes o regularidades (en algunos casos casi
llegan a generalizar, sin embargo son excelentes acercamientos), pero lo
mas satisfactorio es que ellos mismo las descubren. Por mencionar algunas,

citaré lo encontrado en este trabajo de investigacion.

1. Coincidiendo con una de las conclusiones de Gallardo (1994), lo que llama
predominio del negativo, los alumnos que participaron en la investigacion que
aqui se reporta, también interpretan a la suma como una resta cuando un
sumando es negativo y el otro positivo (esto lo entienden perfectamente),
pero se les dificulta determinar el signo que debe tener el resultado. Gallardo,
no reporta si a sus alumnos se les dificulté o no determinar el signo del resul-

tado.

Asimismo, otro hecho del predominio del signo es que, los alumnos en la in-
vestigacion de Gallardo, no pueden visualizar a la resta como suma, ademas
no se especifican los diferentes casos; algunos alumnos en este trabajo lle-
gan a ser mas puntuales y sefalan que el primer numero tendria que ser
positivo y el sequndo negativo para que se pueda hacer la suma, como si
fueran sélo numeros positivos, en este caso si se visualiza como una suma a
la resta. Ademas, Identifican que cuando el minuendo y el sustraendo son

negativos, se hace una resta comun sélo que de negativos, pero no sélo eso,
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sino van mas alla si invierten los numeros, el minuendo y el sustraendo, el

resultado sera su simétrico del resultado sin invertir los numeros.

En este estudio, se manifiestan dos extremos con respecto al signo que debe
tener el resultado cuando ambos numeros son negativos en la resta: algunos
alumnos no saben si el resultado sera negativo o positivo, mientras otro dice
"si son dos numeros negativos y el primero es mas chico que el segundo el
resultado sale positivo, pero si el primer numero es mayor que el segundo, el
resultado sale negativo”. Esto es, algebraicamente:

-a- -b=+ y -b--a=- siysolosi -a>-b

De aqui se obtendria que:

-a- -b=- 'y -b--a=+ siysolosi -b>-a

Durante el trabajo, en la operacion de la resta se dejan ver las diferentes
posibilidades de hacerla: cuando el minuendo y el sustraendo son positivos;
cuando el minuendo es negativo y el sustraendo es positivo; cuando el mi-
nuendo es positivo y el sustraendo negativo y cuando ambos numeros son
negativos. Lo que se observo en los resultados de las hojas de trabajo fue:

» Es facil resolver restas cuando el minuendo es positivo y el sustraen-
do negativo

» Relativamente facil cuando el minuendo es negativo y el sustraendo
es positivo

» Dificil, cuando ambos numeros son negativos.

» No hubo actividades cuando el minuendo y el sustraendo son positi-
vos, sin embargo, parece que son faciles ya que son los niumeros con
los que se inicia el algoritmo en primaria.

2. Mientras Alarcon (1990) sefiala que la suma de dos numeros negativos al
alumno le resulta excesivamente dificil, que cuando en cursos posteriores
tienen que realizarla, no sélo duda al realizarla, sino que se equivoca al reali-

zarla. La mayoria de los estudiantes que participaron en este estudio, gene-
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ralizan y sefialan que para sumar dos numeros negativos, se suma normal,
pero solo se pone el signo negativo. Esta conclusion a la que llegan los
alumnos podria parecer muy facil o sencilla, sin embargo, por ser los prime-
ros acercamientos es tan significativa como cuando aprendimos a sumar los

naturales en nuestros primeros afos escolares.

3. En el caso de la multiplicacién, concluyen los alumnos con el apoyo de la
calculadora, la propiedad conmutativa. Asimismo la no existencia de esta

propiedad en la division.

4. Los alumnos llegan a deducir la ley de signos en la multiplicacion, pero
algo sobresaliente, no sélo cuando tienen 2 factores, sino también cuando
hay tres factores, dice uno de ellos: “yo encontré una forma mas facil de mul-
tiplicar, sin usar la calculadora, este... por ejemplo 3X-2X-4, yo sé que
cuando hay 3 cifras (quiere decir factores) y tengo un negativo, entonces el
resultado va a ser negativo, y por ejemplo en 3 cifras (factores) tengo dos
negativos, el resultado va a ser positivo”. Con tres factores negativos, la ma-
yoria de los alumnos no llegé a concluir qué signo dara como resultado, sélo

algunos se dieron cuenta que el resultado es negativo.

Cuando se abordd la multiplicacién con cuatro factores, algunos alumnos
tuvieron ciertos problemas ya que se dejaron llevar por lo que sucedia con la
multiplicacion con tres factores. Otros alumnos si dedujeron que:
» Con cuatro numeros negativos, el resultado sera positivo.
» Con dos numeros negativos (y dos positivos), el resultado sera positi-
VO.
» Con un numero negativo (y tres positivos), al igual que con tres facto-
res, el resultado sera negativo.

No se llegé a concluir:
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» Qué signo dara como resultado con tres numeros negativos (y uno po-
sitivo).

» Con cuatro numeros positivos, el resultado sera positivo.

5. Respecto a la ley de signos en la divisién, también es descubierta por los
alumnos. Identifican la operacion e indagan como debe ser el signo del resul-
tado, saben que el resultado siempre sera negativo cuando un numero es
positivo y el otro negativo, pero distinto. Esto es, si:

a <0 vy b>0,entonces, a+b =negativo, vy b + a = negativo.

Asimismo, identifican que al dividir un numero negativo entre otro numero

negativo, el resultado siempre sera positivo.

6. En el tema potencias, surge también algo interesante, pues se le pide al
alumno cémo interpreta la calculadora las expresiones -6 y (-6)% La inter-
pretacion que hacen los alumnos es valida pues genera la siguiente regla:
-a’= (-a)(a), se observa que al primer nimero le estan asignando el signo
negativo y no a toda la operacion —(6x6), expresion que quiza es la correcta,
matematicamente, hablando.

Algunos alumnos fueron capaces de obtener 4 posibles procedimientos para
la misma expresion:

-n®= (-n)x(n) = -nxn =nx(-n) = (n)x(-n)

Ante la potencia (-6)2, el alumno llega a expresar lo que la calculadora no
muestra (el procedimiento) ante una expresion matematica, en este caso la
potencia. Es decir:

(-m)®= mxm

Algunos alumnos concluyen 5 posibles procedimiento que la calculadora
hace para la misma expresion:

(m¥?=mxm= (-m)x-m= -mx-m= (-m)x(-m) = -mx (-m)
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7. Como lo sefiala Kieran (1992), la VERBALIZACION permite al alumno
entender la transicion de la aritmética al algebra que es mas evidente la im-
portancia general del lenguaje en el significado de la construccién de signifi-
cados, no es la excepcion a lo largo de todo el trabajo de investigacion, sin
embargo quiero enfatizar la generalizacién mostrada por algunos alumnos al
intentar saber si el resultado es positivo o negativo en una potencia cuya ba-
se esta entre paréntesis (donde el numero es negativo), una alumna dice:
“Como el numero al que se va a elevar la potencia es positivo (quiere decir
par, y sefiala el exponente 6 de la expresion (-2)°) el resultado es positivo (le
muestra su calculadora). Y aqui como el numero que se esta elevado la po-
tencia es negativo (quiere decir impar y sefiala el exponente 9 de la expre-
sién (-9)°), el resultado es negativo. Y aqui tengo mas ejemplos...”

Es grato observar sus conclusiones de los alumnos; otra de las alumnas lo
dice muy claro y concreto: Para que el resultado salga negativo, la potencia
(el exponente) debe ser impar; y para que salga positivo el resultado, la po-
tencia (el exponente) debe ser numero par.

En términos matematicos quedaria de la siguiente manera:

(-x)*" = positivo

(_X)Zn-1

= negativo
8. Por ultimo, respecto a la relacion de orden, se llega a las siguientes con-
clusiones:

» ldentifican que un numero negativo tiene menor valor que el cero, su

justificacién: porque el cero esta mas cerca de los positivos.

» Al comparar dos numeros negativos, al igual que Romero (1999), el
cero es el punto de referencia, un alumno lo concluye de la siguiente
manera: “Cuando son numeros positivos, mientras mas alejado esté
el numero del cero, mas grande es el numero; pero en los negativos,
mientras mas cerca esté del cero, sera mas grande el numero”. Po-

demos observar que la estructura se invierte cuando se habla de los
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numeros negativos. Sin embargo los alumnos expresan de diferentes
formas la relacion de orden de dos numeros negativos:

a) Es mas grande el que se acerca a los numeros positivos.

b) En 2 numeros negativos mientras menor sea el numero, es mas
grande o mayor.

c) El mayor es, el que es menor en los positivos. Esto es, mientras
en los numeros positivos, el mayor es el que tiene mayor valor
absoluto; en los negativos, el mayor es el que tiene menor valor
absoluto.

d) Cuando son fracciones, proceden a transformar los numeros a
decimales ya que les es mas facil trabajar con éstos; de esta
manera identifican que el mayor es el que estd mas cerca del
cero. Como se sefialé anteriormente, el cero se ha convertido
en un referente importante para comparar dos numeros con
signo.

e) Una justificacion mas consistente la desarrollaron dos alumnos
al trabajar en equipo: Si a es positivo y m, n negativos, enton-
ces:

a-(-m)=+p

a-(-n)= +q

Sip<gq— -m>-n

Pero Sip>q— -m<-n

Lo sobresaliente es que esto lo concluyeron con la ayuda de su

calculadora.

» Otra pareja de alumnos aplica la definicion de la relacion de orden de
los numeros racionales, la cual dice lo siguiente:
Si m y n son dos numeros racionales cualesquiera, decimos que m >
n, si y solo si, (m-n) es un numero racional positivo. Este es un claro

ejemplo (asi como las otras conclusiones) de que el uso del lenguaje
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determina su significado (Bruner 1980,1982, 1983, 1985), donde su
principio esencial en este enfoque es que la lengua materna se apren-
de a través del uso, no parte de reglas y definiciones (sino se pretende
llegar a ellas), es mediante la interlocucion con los adultos que el nifio
va asignando significados al lenguaje aun antes de poder emitir su
primera expresion verbal y gradualmente va afinando sus estrategias
de comunicacién linguistica. Para lograr llegar a esta generalizacion
fue fundamental la actividad de ensefianza asi como la intervencion
didactica por parte del profesor.

» Peled (1991) sefala que los alumnos amplian esa relacion de orden,
asi al comparar dos numeros con signo, el que se encuentra mas a la
derecha, es el mayor. Esta ha sido una forma tradicional de ensefiar
la relacidn de orden, sin embargo, no existe un analisis por parte de
los alumnos por lo que se puede considerar que no es tan significati-

va.

e ;Pueden los alumnos obtener conclusiones matematicamente correc-
tas cuando abordan las operaciones de numeros con signo experi-

mentalmente?

Definitivamente, si hay evidencias suficientes en las que los alumnos mues-
tran las reglas, patrones y/o generalidades al abordar las operaciones de
numeros con signo a través del uso de la calculadora, basta recordar lo que
Alonso (1993) sefiala: la generalizacion es uno de los procesos esenciales
de la actividad matematica y mas particular del algebra, ademas, incluso con
el lenguaje natural se puede hacer uso de esta habilidad (asi lo mostraron los

alumnos durante la aplicacién de las hojas de trabajo).

e ;Pueden los estudiantes realizar operaciones con numeros con signo

correctamente sin usar la calculadora?
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Algunos alumnos si pudieron resolver algunas actividades sin utilizar la cal-
culadora, asi se proponia en algunas actividades. Sin embargo, falté una se-
gunda etapa en la que realmente se realizaran situaciones problematicas

especificamente sin usar la calculadora.

e ;Podran los alumnos salvar obstaculos reportados por investigaciones

previas, y dar nuevos significados a las operaciones?

1. De acuerdo con la investigacion de Torres Galicia (2001) los nifios “Ante el
doble signo - (-10) por lo general consideran el signo de operacion y omi-
ten el signo del numero”. Sin embargo, yo pude observar a los alumnos, ante
la pregunta si la expresion - (-7) es equivalente a la operacion -1 X -7; la ma-
yoria de ellos que si porque en los dos sale de resultado 7, y un alumno es
mas claro y dice “se esta multiplicando el -1 X -7 y el - (-7) es igual porque
el primer signo negativo es igual a -1”; otro alumno dice “el - (-7) es como
una resta y el resultado es 7 y la multiplicaciéon su resultado es 7”. S6lo dos
alumnos dicen que las expresiones no son equivalentes, uno dice que “ (-7)

“

no es una operacion”; el otro alumno dice que en la expresion “(-7) no hay

numero uno y que por lo tanto la calculadora lo tomaria como error”.

Los significados ante la expresion —(-7) que los alumnos dan, son diferentes.
En la primera respuesta, se le da un significado de multiplicacion, donde el
signo negativo que antecede al paréntesis es igual a —1, siendo éste un fac-
tor; en la segunda respuesta, otros alumnos le dan un significado de resta,
donde el minuendo tiene un valor de cero. Ambos significados son funciona-

les para la comprensién del tema “sustraccion de polinomios”.

Es importante sefialar que ningun alumno percibio el signo negativo que an-

tecede al paréntesis como inverso aditivo del numero que esta dentro del
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paréntesis; éste es otro de los significados de la expresion en cuestion, y tal
vez el mas apropiado desde el punto de vista de las matematicas.

Hay dos alumnos que sefialan que las expresiones —(-7) y —1X-7, no son
equivalentes. Para éstos alumnos posiblemente la primera expresion no la
perciben como operacion (en particular como sustraccion) tal vez porque en
la primaria se les ensefid como una operacion binaria (pareja de numeros
ordenados) y por lo tanto, les falta un numero. Ademas se observa la ten-
dencia a ver las diferentes operaciones como algo que hacer, en vez de con-
siderarlo como una forma de expresar un numero; en este caso, la expresion

-(-7), también es una forma de expresar un numero, en este caso el 7.

2. Gallardo (1994) sefiala que en el proceso de ensefianza aprendizaje de
los numeros negativos, es necesario recurrir a los modelos; la explicacion
abstracta no es suficiente para los estudiantes, ya que ellos desearian vincu-
lar cosas de la realidad al nuevo concepto de numero y modelar las nuevas
operaciones de alguna forma. A diferencia de lo que dice la Doctora (1994)
por un lado y lo hallado por Romero (1999) en su trabajo “El modelo de la
recta...” donde las operaciones: la adicion y la sustraccion de enteros siguen
manifestando dificultades debido a que los estudiantes no dan sentido a las
operaciones efectuadas en /a recta, en mi trabajo de investigacion se obtu-
vieron evidencias empiricas y solidas, de que la operatividad de numeros con
signo y los numeros con signo, tuvieron para los alumnos un uso y un signifi-
cado a través del recurso didactico electrénico: la calculadora. Es decir, no
necesariamente se requiere de un modelo para la ensefianza y el aprendiza-
je de los numeros con signo; y el modelo de la recta numérica, no permite a
los alumnos dar sentido a las operaciones, como dice Bruno (1994), el error

que cometen los alumnos es representar los numeros de forma aislada.
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3. Uno de los resultados en la que los alumnos tuvieron cierta competentes
con el Modelo Chino utilizado por Gallardo (1994) fue la clara vision de que la
suma de opuestos es cero, pero esto sélo con numeros enteros; en mi inves-
tigacion, los alumnos fueron mas alla, ya que no sélo con numeros enteros
obtenian el cero, sino que con numeros decimales y en algunos casos con

fracciones.

4. Por ultimo, Gallardo (1994) sefala categéricamente que no resultd rele-
vante ensefar a multiplicar y a dividir con el Modelo Chino, pues las reglas
de operacion se complican. En este trabajo de investigacion, pude observar
que a través del uso de la calculadora se ensefié no sdlo la suma, la resta, la

multiplicacion y la divisién, sino también la potencia.

Uno de los aspectos que coincide con los hallados por Gallardo (1994) fue la
aceptacion de un numero negativo como resultado de operaciones, esto, en

general no sucede en su ensefianza en el nivel primaria.

El uso de la tecnologia en la ensefianza basica, si bien no es la panacea pa-
ra dar significado a las operaciones con numeros con signo, es una alternati-
va muy sugestiva que el docente de educacién secundaria pudiera conside-
rar en su planeacion para abordar el tema: numeros con signo. El uso de la
calculadora, en este trabajo no mostré en ningun momento que los alumnos
tuvieran ciertos retrocesos o que complicaran la comprension de la operativi-
dad de los numeros con signo, por el contrario, fue un recurso en el cual el
alumno descargé la parte operativa para preocuparse mas por darle sentido

a estas operaciones y, a las relaciones de estos numeros.

Desde luego, no todo fue positivo. También en esta investigacion, se hallaron

ciertas dificultades al trabajar con fracciones, la mayoria de los alumnos al
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trabajar con la calculadora no pudo dar significado a las fracciones, fue muy

dificil.

Podemos senalar que la estructura de los numeros naturales es diferente

que la de los numeros con signo en general:

NUmeros naturales

NUmeros con signo

La suma es entendida como juntar,
reunir, agregar, afadir y por ende,
como aumentar. Al sumar, siempre
se obtiene un tercer numero de ma-

yor valor absoluto que los sumandos.

En la adicion de numeros con signo
no siempre se obtiene un tercer nu-
mero cuyo valor absoluto es mayor
que cualquiera de los sumandos

(como aumento). Si a>0 y b<0,
atb<a.

Si a<0y b<0, atb<ay a+b<b.

La resta en los naturales se entiende
como quitar, como disminucién. Si

a>0y b < a, entonces a-b =2 0.

Aqui no siempre se puede entender
como disminucion. Si a<0 y b<a, se
da un incremento en valor absoluto.
Si a>0 y b<0, a-b>0.

En b-a, también se da un incremento

en valor absoluto.

La concepcién de la suma como au-
mento se traslada también a la multi-
plicacion, o bien como una adicion
repetida. Dadas dos magnitudes a>0,
b>0, tales que ab=c, se obtiene una

tercera, tal que cza 6 czb.

Esta idea de incremento permanece
sélo si a>0 y b>0, o si a<0 y b<0.

La idea de incremento no se da si
a>0y b<0 o sia<0y b>0.

La divisiéon se entiende como cuantas

veces cabe una cantidad en otra, o

En los numeros con signo, siay b

tienen el mismo signo, siempre se
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bien, como agrupamiento o como
reparto. Si a>0 y b<a, a/b=c, donde

c<a.

obtendra un numero positivo.
Pero si a y b tienen signos distintos
su cociente es negativo y es mayor

gue a si a es negativo.

La potencia es una extension de la
multiplicacion y ésta de la adicion,

por lo tanto se interpretara también

Si a<0, (a)™ >0 si n>0 se da un in-
cremento, pero (a)*"! <0 (no hay in-

cremento).

como un incremento.

Los resultados da los que se ha llegado con este trabajo de investigacion
muestran que el profesor de primaria que trabaja el tercer ciclo y el de pri-
mero de secundaria deben tener presentes estas diferencias entre los nume-
ros naturales y los numeros con signo para tener mayor éxito en la ense-

Aanza de los numeros con signo.

En este sentido, vale la pena destacar que la evidencia empirica obtenida en
esta tesis sugiere enfaticamente que es posible abordar no sélo la ensefian-
za de la suma y la sustraccion en primer grado de secundaria como lo esti-
pula el programa actual, sino que resulta favorable incluir en este grado la
multiplicacion y la division en un ambiente basado en la calculadora, como
un antecedente que ofrece un apoyo relevante para el desarrollo del pensa-
miento algebraico de los estudiantes.
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