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INTRODUCCION

“Un estudio sobre la evolucién histérica de la pedagogia de las matematicas
muestra que la historia de las matematicas puede ser una fuente, casi inagotable,
de la que el profesor bebera a placer para garantizar una ensefianza mejor”
(COLLETTE, 1986, pp. 9). Los testimonios del desarrollo evolutivo de las
matematicas, nos hace concientes del trabajo por el que la humanidad ha pasado
para llegar a las matematicas que conocemos en la actualidad. La misma historia
nos muestra que el desarrollo de esta disciplina no ha sido solo la creacion de una
mente brillante de uno o varios matematicos, sino que, los conceptos
matematicos, desde la antigledad hasta nuestros dias son el resultado de un
largo proceso histérico. La humanidad siempre se ha visto en la necesidad de
resolver los problemas a los que se ha enfrentado, el desarrollo de las

matematicas siempre ha estado vinculado a la resolucion de los problemas.

Hay investigadores que se han dedicado al estudio de la historia de las
matematicas con fines didacticos, consideran que es importante que los
profesores conozcan el desarrollo historico de estas para contribuir a que tengan

elementos que les permitan mejorar sus practicas docentes.

Después de revisar y analizar, el libro para el maestro editado por la SEP (1993),
los programas de matematicas del nivel secundaria oficial (1993) y 7 libros de
matematicas que se usan como libros de texto en este nivel se presenta un
contraste entre el tratamiento que dan estos libros al tema y la propuesta

pedagdgica del libro para el maestro.

Es necesario buscar formas de trabajo y elaborar materiales adecuados que
permitan a los alumnos el desarrollar sus habilidades para resolver problemas de
enunciado. En particular, se considera de utilidad el desarrollo historico del

algebra al retomar el planteamiento y la resolucion de los problemas que



enfrentaron a lo largo del desarrollo histérico con el fin de adaptarlos a las
condiciones actuales, para que loas alumnos los enfrenten y puedan desarrollar

dichas habilidades matematicas.

En la mayoria de las civilizaciones antiguas el planteamiento y resolucion de
problemas era una actividad necesaria, los obligaba a buscar y generar diferentes
procesos de solucién, viéndose orillados a desarrollar diversos razonamientos y a

utilizar diferentes estrategias.

De igual manera me interesa proponer algunas sugerencias para el tratamiento de
los contenidos referente al tema de las ecuaciones cuadraticas, retomando
aspectos histéricos que puedan ser utilizados de manera didactica en el salén de

clases.

Para la realizacion del siguiente trabajo fue necesario, estudiar la siguiente

literatura referente a:

La historia del algebra.

0o Retomé documentos traducidos de los escritos originales como las
tablas cuneiformes (Babilonia), los papiros (Egipto), el libro de
Diofanto (Grecia), “los nueve capitulos del arte de las matematicas”
(China), textos hindiues y el libro “algebra” de Al-Khuwarizmi

(Arabia), por mencionar algunos.
La importancia de considerar el desarrollo histérico de las matematicas.
o Me centré en articulos escritos por FAUVEL, sobre como utilizar la

historia de las matematicas en la enseflanza de temas de

matematicas.



Al tratamiento de las ecuaciones cuadraticas segun se propone en México

o Los programas de matematicas de secundaria de 1993.

o Ellibro para el maestro

o0 7 libros de texto de tercero de secundaria actuales.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

El trabajo incluye 5 capitulos el contenido en cada uno de ellos es el siguiente:

Capitulo 1.

o Planteamiento del problema.

o Delimitacién del problema.

o Objetivos.

0 Metodologia.

Capitulo 2.

o Breve descripcion del trabajo matematico de cada civilizacién antigua

(Babilonia, Grecia, Egipto, China, India y Arabia) especialmente el

algebraico (ecuaciones cuadraticas) desarrollado por cada una de

ellas.



o Lista de problemas a los que se enfrentaron los matematicos de
civilizaciones anteriores y que se pueden resolver haciendo uso de

ecuaciones cuadraticas.

Capitulo 3.

o Como la historia de las matematicas puede apoyar didacticamente la

ensefanza de las matemaéticas.

Capitulo 4.

o Descripcion del enfoque y los temas propuestos por los Programas
de secundaria (1993) de matematicas respecto al tema del algebra,
de la propuesta pedagdgica presentada en el Libro para el Maestro
acerca del tratamiento de las ecuaciones cuadréticas, descripcion del
tratamiento que cada uno de los 7 libros da al tema de las

ecuaciones cuadraticas.

0 Tablas referentes al analisis de los libros de texto de tercero de
secundaria, contraste entre el tratamiento que dan al tema de las
ecuaciones cuadraticas y la propuesta pedagdgica presentada en el

libro para el maestro.

o Clasificacion de problemas que se revisan en los libros de

secundaria revisados.

o Comentarios.



Capitulo 5.

o Elementos de la historia del algebra que pueden ser retomados en el

salén de clases.

0 Solucion de un problema por diversos métodos.

0 Sugerencias para el tratamiento del tema de ecuaciones cuadréticas.



CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El tema del presente trabajo se ubica en educacion basica, en el nivel secundaria,
el algebra es uno de los contenidos relevantes en este, quiza es uno de los temas
de mayor dificultad para la comprension de los alumnos, ya que el transito de la
aritmética al &lgebra no es sencillo, los alumnos tienen conocimientos aritméticos y
el proceso de abstraccion y generalizacion que se requiere para incursionar en el
algebra hace necesario recuperar el manejo y las relaciones entre nimeros y de

ahi desprender el estudio de las relaciones y expresiones algebraicas.

Un buen dominio del algebra sobre todo en temas relacionados con el calculo y la
geometria analitica permitira una mejor comprension en niveles escolares

posteriores.

Actualmente en la secundaria la ensefianza del algebra se centra en el aspecto
operativo y para los alumnos resulta poco significativo, pues los métodos que se
utilizan se presentan de manera sintetizada, impidiendo al alumno conocer de

donde surgen y el porque funcionan.

Por lo anterior, considero que se debe prestar especial atencion a la ensefianza

del algebra en secundaria.



El andlisis de los siguientes temas relacionados con la ensefianza de las
matematicas seran la base para estudiar y comprender las dificultades que tienen

los alumnos para comprender y entender el algebra.

La dificultad que las matematicas tienen en si mismas, para su
comprension. Se requiere que el alumno sea capaz de realizar un proceso

de abstraccion mayor que el requerido para la aritmética.

Tratamiento que dan los profesores a los contenidos algebraicos a nivel

secundaria en el salén de clases.

Desarrollo historico de las matematicas

Planteamientos de propuestas didacticas y presentacion que autores de

libros de texto, hacen del tema.

Los elementos antes mencionados nos permiten hacer un andlisis global, con el fin
de estar en condiciones de presentar algunas propuestas pedagogicas de trabajo
gue puedan apoyar la enseflanza del algebra en secundaria, solo me centraré en

los dos ultimos acercamientos.

El algebra que se estudia en la secundaria es un tema que ha venido
evolucionado a lo largo de los siglos, desde las civilizaciones antiguas hasta

nuestros dias.

Al igual que otras ramas de las matematicas, el algebra ha estado vinculada a los
problemas a los que la sociedad se ha enfrentado. En sus inicios los problemas
que las distintas civilizaciones antiguas abordaron permitieron generar distintas
soluciones y fueron la base para darle una estructura formal a las expresiones

algebraicas.
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Las interrogantes que surgen de esto son las siguientes:

¢, Algunos de los problemas que se abordaron en las antiguas civilizaciones los

podran ser considerados como problemas sociales vigentes ?

¢, Es recuperable el material histérico (problemas, diversidad de métodos de
resolucién, anécdotas, etc.) que pueda ser recuperado de manera didactica para

que contribuyan a apoyar el proceso de ensefianza-aprendizaje, en el aula ?

DELIMITACION DEL PROBLEMA

El algebra, a lo largo de los tres afios de secundaria es un tema recurrente, en el
primer grado se trabaja el transito de la aritmética al algebra, en el siguiente grado,
se aborda la manipulacion de expresiones algebraicas, las propiedades y las
ecuaciones lineales y finalmente en el tercer ciclo se estudian las ecuaciones

cuadraticas.

De los anteriores temas, parece que uno de los que ofrece mayores dificultades a
los alumnos es el de las ecuaciones cuadraticas, pues se requiere el manejo de
conceptos como raiz cuadrada, nimeros negativos, las raices o soluciones de una
ecuacion de este tipo, cuando una ecuacion tiene una solucion, 2 soluciones
distintas, cuando son reales, que es el determinante de una ecuaciéon, como se
representa  graficamente este tipo de ecuaciones, etc. que no son sencillos
ademas los alumnos consideran que las ecuaciones cuadraticas no “Utiles para la

vida cotidiana” porque las ven descontextualizadas de su realidad.
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Este trabajo esta centrado en las ecuaciones cuadraticas que de acuerdo con el
programa oficial (1993) se estudian en el Ultimo grado de secundaria, es el tema
del que recuperaré su desarrollo historico.

Mi interés se centra en recuperar el material historico relacionado con este tema 'y

desprender algunas sugerencias didacticas de tratamiento del tema.

Con respecto a los materiales que se usan en el salon de clases, es necesario
conocer la propuesta didactica del Libro para el Maestro, asi como el programa

oficial de tercero de secundaria de matematicas.

Revisé, tanto las propuestas pedagodgicas plasmadas en cada uno de los libros de
texto la forma en que abordan el tema y estudié la relacidon entre la propuesta
pedagdgica presentadas por el Libro para el Maestro y cada uno de los libros de

texto.

Con respecto a las distintas civilizaciones, revisé aquellas que segun la literatura
se han destacado por su trabajo relacionado con este tema como son las de
Babilonia, Grecia, Egipto, India y Arabia, centrdndome en el planteamiento de los
problemas, sus meétodos de resolucion y su vinculo con las expresiones

algebraicas actuales.
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OBJETIVOS

El objetivo del trabajo consiste en:

General

0 Recuperar los problemas matematicos relacionados con las
ecuaciones cuadraticas, los planteamientos y procesos de solucion
encontrados en las distintas civilizaciones que a lo largo de la
historia se han desarrollado para poder proponer algunas
sugerencias para apoyar de manera didactica en trabajo en el salén

de clases.

Particulares

o Conocer el tratamiento que dan al tema de ecuaciones cuadraticas
de algunos de los libros de texto que actualmente se usan en

secundaria.

o Conocer la relacién entre la propuesta pedagdgica del libro para el
maestro a nivel y los programas de estudio secundaria publicados
por la SEP (1993) y la manera en que algunos libros de texto

desarrollan el tema.

o Conocer la manera en que los autores de libros de texto tratan el

tema de las ecuaciones cuadraticas.
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METODOLOGIA

La metodologia seguida para llevar a cabo el trabajo el cual est4 basado en una

investigacion bibliografica que contempla los siguientes cinco puntos:

I. Conocer el desarrollo historico del algebra, especificamente en lo referente al
desarrollo de las ecuaciones cuadraticas de las civilizaciones: babilonica,
griega, egipcia, china, hindud y arabe. Conocer ademas los métodos de

resolucion de estas ecuaciones y los problemas que se planteaban.

Il. Revisar trabajos de investigadores que han aportado elementos sobre la
importancia de tomar en cuenta el proceso historico de las matematicas
dentro de la educacion, tal es el caso de BYERS, FUHRER, vy en especial
FAUVEL.

lll. Revisién de los programas de matematicas de nivel secundaria y del libro
para el maestro publicado por la SEP, poniendo especial atencion en:

a. Programas de matematicas nivel secundaria (1993), tomando en

cuenta lo siguiente:

i. El objetivo de la ensefianza de las matematicas tienen en
este nivel.

ii. Importancia de la enseflanza del &lgebra en el nivel
secundaria.

iii. Presentacion del programa tomando en cuenta los tres afios.

b. Libro para el maestro:

i. Importancia de las matematicas en general y del algebra en

concreto a nivel secundaria.
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ii. Descripcion de la propuesta didactica.
iii. Descripcion de la propuesta didactica referente al trabajo del

tema de las ecuaciones cuadraticas.

IV. Revision de 7 libros de texto de tercero de secundaria, tomando en cuenta lo

siguiente:

a. Descripcion del tratamiento que cada uno de los autores le da al
tema de las ecuaciones cuadréticas. La forma en como se introducen
los temas ya sea planteando un problema, dando definiciones o
proponiendo ejercicios, la secuencia en los temas, los ejemplos que
se dan en cada caso y el tipo y numero de ejercicios y problemas
gue se plantean a los estudiantes en cada caso.

b. Contrastar los libros y el programa oficial a fin de saber si cumplen

con los temas obligatorios.

c. Contrastar los libros y el libro para el maestro a fin de conocer la
relacion entre la propuesta didactica planteada por el libro para el
maestro y la forma en que los libros de texto desarrollan el tema.

d. Elaboracion de las tablas donde se describan los puntos by c.

e. Clasificacién de los problemas que se trabajan en los textos.
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V. Sugerencias didacticas para el tratamiento del tema de ecuaciones

cuadraticas.

a. Resolucion de problemas antiguos con métodos actuales.

b. Propuestas de problemas para ser resueltos por los alumnos.

c. Diversidad en métodos para resolver ecuaciones cuadraticas.
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CAPITULO 2

HISTORIA DEL ALGEBRA

Las matematicas que conocemos en la actualidad, son el producto de un proceso
evolutivo, debido, principalmente, a las necesidades sociales que se han
presentado en cada época. El desarrollo del algebra, en particular, ha tenido
diferentes momentos importantes a lo largo de la historia como. En civilizaciones
antiguas encontramos los cimientos de los que actualmente conocemos. Hoy dia
identificamos a una parte del algebra, con una teoria para resolver ecuaciones,
las cuales, a lo largo de la historia se han resuelto recurriendo a diferentes tipos de
notacion, como: notacion retorica, notacion sincopada y notacion simbdlica, como

veremos a lo largo de este trabajo.

Para el presente trabajo, me centraré solo en aquellos elementos relacionados
con el algebra, y particularmente en las ecuaciones cuadraticas, principalmente los
desarrollados por las civilizaciones siguientes: babilonica, griega, egipcia, china,
hindl y arabe. . Los elementos centrales que describo son los siguientes:

Los métodos de resolucion de las ecuaciones de segundo grado.

Problemas de enunciado planteados en cada civilizacion.
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BABILONIA

El desarrollo mateméatico de los Babilonios, fue importante en areas como la
aritmética, el algebra y la geometria, el cual se debid a su notacion sexagesimal
(heredada de los Sumerios) y a la manipulacion que ellos tenian de las cuatro

operaciones aritméticas fundamentales.

Hasta hoy no se conoce una razén de porqué los Babilonios eligieron la base 60
para su sistema de numeracion, lo que si es un hecho es que este tipo de

numeracion les permitié un desarrollo matematico importante.

Los Babilonios, escribieron gran cantidad de tablillas cuneiformes, se han
rescatado alrededor de 300 tablillas relacionadas con las matematicas, algunas de

las cuales son tablas de multiplicar, reciprocos, cuadrados, cubos, etc.

Las tablas de multiplicar no sélo eran Utiles para la multiplicacién ordinaria de la
forma a>b, también para realizar divisiones, se calculaba el reciproco de b y se
multiplicaba por a, de la siguiente manera a*»*. Tanto las tablas de multiplicar
como las de reciprocos, servian para realizar multiplicaciones de nimeros enteros

como para representar fracciones comunes o fracciones sexagesimales.
ALGEBRA

Con respecto al algebra, los babilonios resolvian problemas de longitudes y de
areas de rectangulos y cuadrados, por ejemplo, planteaban ecuaciones en las

gue se tenian que calcular el largo y el ancho de algun rectangulo.

En las tablillas, los babilonios, mostraban los problemas matematicos de

enunciado a los que se enfrentaban y la manera de abordarlos, clasificando
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dichos problemas de acuerdo con su tipo de solucion, tal parece que los babilonios
de acuerdo con los problemas a los que se enfrentaron, no tuvieron la necesidad

de hacer generalizaciones.

De acuerdo con GANDZ (1938, pp. 405), los tipos de ecuaciones cuadraticas

trabajadas por los Babilonios fueron 3.

NEUGEBAUER, interpreto las tablillas cuneiformes, y ésta es la manera en que
los Babilonios clasificaron los problemas y su solucion, pero la presentacion que
se les ha dado, no es la original, puesto que los babilonios no desarrollaron ningin
lenguaje algebraico, esta tabla esta escrita con la simbologia que se maneja en el

algebra actualmente.

ECUACIONES SOLUCIONES
a. |gme

2. X*-ax=h. Xzzi gg_b
a g

3. x¥*+b=x XZB 865 +b

Los babilonios, resolvian sus problemas retéricamente, es decir, presentaban la
solucion de manera verbal describiendo el procedimiento a seguir. Por lo que, la
clasificacion que hacian de los problemas de enunciado y su solucidon no estaba
representada como la tabla anterior, esta es una representacion con simbologia

actual.

Como podemos ver, los babilonios, trabajaban con tres tipos de ecuaciones de

segundo grado y ninguna de las anteriores esta igualada a cero, no hacian
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generalizaciones y tampoco demostraciones, sélo pretendian dar solucion a los

problemas que se les presentaban, sin dar ningun tipo de explicaciones.
En las matematicas Babilonicas solo se trabajaban los numeros positivos.
Los problemas que los Babilonios se plantearon se encuentran también en las

tablillas, mas adelante veremos éstos problemas asi como los métodos de

resolucién desarrollados por esta civilizacion.

METODOS DE RESOLUCION DE ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO

Los métodos que los babilonios utilizaban en la resolucién de ecuaciones de
segundo grado se expresaban de manera retérica, no utilizaban ningan
simbolismo algebraico, a continuacion presento dos problemas y la manera en que
fueron resueltos. (DEDRON, 1959, pp. 323).

1. Adicioné la superficie y el lado de un cuadrado lo cual dio un resultado igual

a %. ¢ Cuanto mide el lado del cuadrado?

Solucién retérica:

“Se toma la unidad 1, al dividirla a la mitad nos da %2 . se multiplica %2
por ¥z lo cual nos da %, sumamos % a % lo cual nos da la unidad 1 al
cuadrado, al restar %2 de 1 tenemos %, la medida del lado del
cuadrado buscado.”
Esto, de acuerdo a tablas babilonicas traducidas por NEUGEBAUER vy
presentadas en simbologia algebraica actual, no es mas que las resolucion de la

ecuacion:
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SN

La cual corresponde a la del tipo 1 (x* +ax=Db ) que de acuerdo con las tablas se

resuelve haciendo uso de la siguiente formula:

.2
X = @9 +b- E,
\e2g 2

sustituyendo valores tenemos

2. En un cuadrado, sustraje de la superficie el lado, lo cual me dio como

resultado 2 ¢ Cuanto mide de lado dicho cuadrado?
Solucién retdrica:

“Se toma la unidad 1, se divide en dos Y2, se eleva Y2 al cuadrado
Y, , alo cual se le suma 2, dando como resultado 9/4, el cuadrado de
3/2, a lo cual le sumamos %2, y nos da 2.”

Esto, de acuerdo a tablas babildnicas traducidas presentadas en simbologia
algebraica actual, no es mas que las resolucion de la ecuacion:

X>+2=X

La cual corresponde a la del tipo 3 (x> +b=x) que de acuerdo con las tablas se

resuelve haciendo uso de la siguiente formula:



21

a

Los babilonios resolvieron este tipo de problemas con los conocimientos
matematicos que poseian, al hacerlo, encontraron relaciones entre ndmeros,
clasificaron los problemas de acuerdo al tipo de solucién que requerian lo cual
esta en las tablas cuneiformes y cada vez que se enfrentaban con un problema de
este estilo (hablando del tema de las ecuaciones de segundo grado) buscaban en

las tabillas los pasos a seguir para resolverlos.

Lo que rescatamos de los babilonios es:

Los problemas que se plantearon eran con datos concretos, relacionados

con cuestiones geométricas.

No generalizaban.

Problemas que en la actualidad pueden resolverse con algebra, ellos los

resolvieron con aritmética.
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EGIPTO

Los papiros, son documentos con los que contamos para conocer la civilizacion
egipcia, particularmente su desarrollo matematico. La numeracion egipcia se funda
en la base decimal y tiene simbolos especificos para indicar la unidad, el 10 y las
potencias de 10 hasta el millén, el sistema de numeracion era de caracter aditivo,
no posicional. Trabajaron las cuatro operaciones aritméticas fundamentales, la
suma, la resta, la multiplicacién y la division, segin FIGUERAS-CRISTOBAL
(1988, pp. 63). De acuerdo con CAMPLIGLIO (1990, pp.89) los egipcios
representaban las cantidades fraccionarias con una o mas fracciones cuyo

numerador sea igual a 1, por ejemplo:

olw

Wik
gl
=

m"‘

Gl

alnN
I
Wl

La geometria de los egipcios se desarrollo debido a su necesidad de medir
constantemente terrenos, a causa de las inundaciones continuas provocadas por
el Nilo se borraban los limites de éstos, CAMPIGLIO (1990, pp. 90) comenta que
los encargados de este trabajo (medicion de terrenos) se les llamaba tendedores
de cuerdas, cuya base técnica era el “teorema de Pitagoras”, y los nimeros 3-4-5
forman una de las llamadas ternas pitagoricas, que aplicadas a las cuerdas, dan
siempre un triangulo rectangulo, para los agrimensores egipcios es necesario
determinar angulos rectos, de modo que los campos de forma irregular se podian
dividir en triAngulos rectangulos o en trapecios rectangulos, de superficies

facilmente calculables.
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Los papiros interesantes desde el punto de vista mateméatico son pocos, los mas

importantes son:

El papiro Rhind.

El papiro de Moscu.

El papiro real de Turin.

El papiro de Berlin.

ALGEBRA

CAMPLIGIO (1990, pp. 88) menciona que: “la principal fuente para estudiar las
matematicas egipcias es el papiro Rhind, fue redactado por el escriba AHMES, en
€se papiro se proponen numerosos problemas ligados a situaciones concretas, y
las correspondientes soluciones ademas de ecuaciones 0 bien simples

adivinanzas matemaéticas”,

Es importante aclarar que los egipcios, no desarrollaron un algebra simbdlica, de
modo que no podemos decir, que se plantearon y resolvieron ecuaciones como

los conocemos actualmente.

Algunos de los problemas contenidos en el papiro se refieren a la division de
ciertas cantidades de panes en raciones iguales (entre 10 hombres), en donde se
trata por un lado la adicién de fracciones y por otro la sustraccion, la solucion
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aritmética se realizaba por ensayos y division de panes en proporciones iguales,
segiin FIGUERAS-CRISTOBAL (1988, pp. 57).

Actualmente este tipo de problemas se pueden trabajar utilizando éalgebra y

pueden ser expresados por medio de una ecuacion.

Con respecto al algebra desarrollada por los egipcios podemos encontrar los
denominados calculos “aha” asociados a la resolucién de problemas que en la
actualidad se plantean por medio de ecuaciones lineales con una incognita, el

método mas conocido es:

El método de la “falsa suposicion” o de la “falsa posicion”, el cual puede

traducirse de la siguiente manera:

o Se elige un namero conveniente de acuerdo con el problema a

resolver.

o Se verifica que ese numero cumpla con lo requerido.

o En caso de no verificar, se ajusta hasta encontrar el nuamero

correcto.

El tipo de problemas que trabajaron los egipcios asi como sus técnicas de
resolucidn para ecuaciones aritméticas nos da una idea de que no tuvieron un
importante desarrollo algebraico, FIGUERAS-CRISTOBAL (1988, pp. 84) explican
que los calculos “Aha” “constituyen el climax de la aritmética egipcia, pues al
parecer, los egipcios no pudieron ir mas alld de lo que hoy se conoce como
ecuaciones lineales y las ecuaciones cuadraticas con una incognita, con sus

técnicas de célculo aritmético”.
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METODOS DE RESOLUCION DE ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO

El método que utilizaban los egipcios para resolver las ecuaciones de segundo
grado, se encuentra descrito en el Papiro de Berlin, Schack-Schackenburg (citado
por GILLINGS, 1997, pp. 161) presenta 2 problemas, los cuales, en la actualidad
se resolverian por medio de sistemas de ecuaciones no homogéneas, es decir, los
sistemas esta formado por una ecuacion cuadratica de dos incognitas y una
ecuacion lineal de dos incégnitas. Los problemas son semejantes, de modo que

sélo presentaré uno para ilustrar el método de solucion:
Problema:

El area de un cuadrado es 100 cubits cuadrados es igual a la suma de las

. ~ 3
area de dos cuadrados pequefios, el lado de uno de estos es 4 partes del

lado del otro. ¢ Cuanto miden de lado los cuadrados pequefios?
Solucion:

Se toma el lado de uno de los cuadrado igual a %2 y el lado del otro de % .
Falta encontrar los lados de los otros dos cuadrados desconocidos.
Siempre se toma un cuadrado de lado 1. Después el lado del otro es %, lo
cual se multiplica por %, lo que nos da %, el area del cuadrado pequefio.
De modo que los dos cuadrados tendran un area igual a 1%, Se toma la
raiz cuadrada de 1%, lo cual nos da °/, . Se toma la raiz cuadrada de 100,
la cual es 10. Se divide 10 entre °/4, lo cual nos da 8, el lado de uno de los
cuadrados pequefios. Se toma ¥ del 8. Lo cual da 6, el lado del otro

cuadrado.
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La manera en que los egipcios resolvian sus problemas nos hace pensar en la
descripcion de los pasos a seguir de una modificaciéon de la férmula general para
resolver las ecuaciones de segundo grado, al igual que los babilonios, los egipcios
también se planteaban y resolvian problemas concretos, y no llegaron a la

generalizacion.
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GRECIA

“Mientras que las matematicas de las civilizaciones anteriores a las griegas eran
una actividad empirica cuyo objetivo estaba centrado en aplicaciones practicas,
con reglas obtenidas via la experimentacion, la observacion y la analogia, las
matematicas griegas fueron una ciencia tedrica. Su objetivo principal consistia en
la busqueda de la verdad. ElI razonamiento logico-deductivo desplazo el
razonamiento empirico” ( FILLOY y ROJANO, 1984, pp. 55).

De los matematicos griegos que trabajaron ecuaciones de segundo grado,
mencionaré a PITAGORAS, EUCLIDES y DIOFANTO.

PITAGORAS (582-500 a.C.)

Es llamado el padre de las matematicas. En Grecia fundd su famosa escuela
pitagorica lo que hoy conocemos como Cretona. En aquel centro de estudios se
discutia filosofia, matematicas vy ciencias naturales. Muchos términos
matematicos se remontan a los pitagéricos. Ademas de la distincion entre
nameros impares y numeros pares, identificaron nimeros primos, triangulares,
cuadrados, pentagonales, etc. Se basaban en una concepcion geométrica de los
nameros. Las enseflanzas de los pitagoricos se transmitian por via oral. La
escuela era una hermandad con ritos y ceremonias secretas de los cuales se
sabe muy poco (PERERO, 1990, pp. 5).

Se atribuye a PITAGORAS el teorema que lleva su nombre: en un triangulo
rectangulo, el cuadrado construido sobre la hipotenusa es equivalente a la suma
de las areas de los cuadrados construidos sobre los catetos. Pero sabemos que
ya era conocido por los babilonios y por los egipcios. También lo que actualmente

conocemos como algebra se expresaba en términos geomeétricos por parte de los
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pitagoricos. Por ejemplo, la identidad (x+ y)2 se demuestra construyendo un

cuadrado cuyo lado resulta de la suma de x+y.

ey =t + 24y

representacion geométrica de la identidad (X + y)2 =x%+ 2xy + y2

EUCLIDES ( vivio alrededor del 300 a.C.)

Su obra mas importante es sin duda la titulada Elementos. Esta obra esta formado
por 13 libros, los Elementos no son la “suma” de las ciencias matematicas del
tiempo en que fueron redactados (300 a.C.) y tampoco una historia de las

matematicas. Es una introduccién sistematica, a la geometria y a la aritmética.

EUCLIDES es uno de los personajes que mas ha influido en el desarrollo de las

matematicas a lo largo de la historia.

A continuacién presento una de los teoremas planteados por EUCLIDES en su
libro ndmero Il “los elementos de geometria” (version de ALVAREZ, 1992, pp.125)

la cual representa de manera geométrica.

Teorema 4 del libro IlI: “si se corta al albitrio una linea recta, el cuadrado de la linea
entera es igual a los cuadrados de las partes mas el duplo del rectangulo
comprendido por las partes”.
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“Que la recta AB sea cortada en el punto C, se dice que el cuadrado ABDE es
igual a los cuadrados CBKG y HGFD y a 2 veces el rectangulo contenido bajo AC,
DE, pues dentro del cuadrado CBKG tenemos que CGF es paralela a las rectas

AD vy a BE, ademas HK es paralela a las rectas AB y DE.

EUCLIDES muestra que CBKG es un cuadrado asi como HDFG, con lo cual la

proposicion resulta valida”.

Lo anterior equivale algebraicamente a la siguiente identidad:

(a+b)” =a’+b?+2ab

Como podemos ver, estas dos identidades ( la de PITAGORAS y la de
EUCLIDES) son la misma, la diferencia, es que PITAGORAS establece la

afirmacion , mientras que EUCLIDES no solo la enuncia sino que la demuestra.

A continuacion, presento la manera geométrica en que EUCLIDES resuelve una
ecuacion cuadratica, apoyandose en el teorema 11 del libro 1l (version de
ALVAREZ, 1992, pp. 155).

Teorema 11 del libro II: “dividir una recta de modo que el rectangulo comprendido
por la recta entera y por una de sus partes sea igual al cuadrado de la parte

restante”
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Geométricamente: sea AB la recta dada, hay que dividir AB, de manera que el
lado comprendido por la recta entera y por una de sus partes sea igual al
cuadrado de sus partes, es decir,

El cuadrado AFGH es igual al area del rectangulo HKDB y BD = AB, si damos los

valores de 1 a AB y de x a AH, tenemos lo siguiente:

x> =(1- x)(1)
Ecuacion:
XX +x=1
Solucioén:

Para solucionar la ecuacion, tenemos que encontrar el valor de x, de la figura
tenemos:

AH = FA = x por ser AFGH un cuadrado.
Por lo tanto, tenemos que encontrar el valor de FA.

Como FE = EB y FE = FA + AE, por la construccion de la figura , tenemos que:

FA + AE = EB dedonde FA=EB—-AE .....c............ (1)
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., , AB 1
Por construccion de la figura, AE = > = PR (2)

Como el triangulo AEB es rectangulo, por el teorema de Pitagoras tenemos que:
EB? = AE? +AB?

Sustituyendo tenemos:

EB? =1 +

N
Nl

EUCLIDES no toma en cuenta el signo negativo de la raiz cuadrada, solo el

positivo, de nodo que

x
I

T
>
I

/5
2

) 1 ., .,
Siendo x = - =, solucion de la ecuacion.

Este método se utilizé para resolver una ecuacion particular, pero se puede

buscar generalizarlo.
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DIOFANTO (vivio alrededor del 180 d.C.)

Escribe la Aritmética, un tratado en 13 libros donde por aritmética se entiende
“teoria de los numeros”. Se trata de una colecciéon de problemas que en la
actualidad se resuelven con algebra. En segundo lugar, se ocupa soélo de
problemas con soluciones enteras, ignorando los casos cuya solucién puede
calcularse solamente con aproximacion. En tercer lugar, hace un amplio uso de las
abreviaturas y simbolos para indicar potencias, incognitas, relaciones,
operaciones, etc. (CAMPIGLIO, 1990, pp. 119).

Por lo que el algebra desarrollada por DIOFANTO se puede decir que se
encontraba en un punto de transicion entre el algebra retérica y el algebra
simbdlica, es decir, algebra sincopada, ya que, por un lado los problemas
presentados en su libro estan escritos en lenguaje retdérico, mientras que por otro

utilizaba simbolos como:

Definicion Simbolo de Diofanto Simbolo actual
Cuadrado DV x?
Cubo KUY x3
Cuadrado-cuadrado D' D x*
Cuadrado-cubo DKV x°
Cubo-cubo KY K x°

La manera en la que DIOFANTO resolvia las ecuaciones cuadraticas utilizando

simbologia actual es la siguiente:

Para empezar, no generalizaba, es decir, s6lo resolvia casos concretos, por
ejemplo la siguiente ecuacion utilizando simbologia algebraica actual:
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6x>+3x=7
Solucion:

Se eleva al cuadrado la mitad de 1 (coeficiente del término lineal)
2
e2g

a lo cual se le afade el producto de 1 (coeficiente del término cuadratico)

por 6(término independiente), lo cual nos da el cuadrado de 2

.2
1+6:§:éi9

4 4 &2y

5

A le restamos ; lo cual nos da 2

Finalmente obtenemos el cociente de 2 entrel (coeficiente del término

cuadratico), lo cual nos da 2.

Como podemos ver, los pasos a seguir son los de una variacion de la férmula
general, de modo que generalizando las ecuaciones cuadréaticas resueltas por
DIOFANTO (THOMAS, 1999, pp. 64), encontramos 3 casos, el primero de ellos
corresponde al ejemplo anterior, de igual manera se obtuvieron los otros dos

casos presentados a continuacion:

Caso 1

Ecuacién: mx?+ px = q

2
p+ [P +mg

Caso 2

Ecuacién: mx?= px + q
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2

Y

+ | —
4
m

P "
5 mq

Raiz: x =

Caso 3
Ecuacién: mx*+ g = px

p2
4

m

+

N o

- mq
Raiz: x =

Los problemas que DIOFANTO resolvia utilizando las ecuaciones de segundo

grado son del siguiente tipo:

Encontrar 2 nUmeros tales que su suma y producto sean numeros dados.

Solucion:

La suma es igual a 20 y el producto a 96.

Los numeros a encontrar son: 10+ x , 10+ X.
Asi que 100- x* =96,

De donde x* =4, asi que x =2,y los nimeros buscados son 12y 8.

Encontrar 2 nameros tales que su suma Yy la diferencia de sus cuadrados

son numeros dados.

Solucion:

La suma es igual a 20 y la diferencia de cuadrados igual a 80.
Diferencia 2x,

Los numeros buscados son 10+ x , 10- X,

Tenemos que (10+x)*- (10- xX)> =80 6 40x=80 vy por lo tanto x=2.

Los nimeros buscados son 8y 12.
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La manera en la que DIOFANTO resuelve los problemas, se explica de manera
detallada en el capitulo 5, los elementos que interesan para el desarrollo del

trabajo son los siguientes:

Plantea problemas no homogéneos, es decir, sumar o restar longitudes con

areas, areas con volimenes, etc.

Sus métodos de resolucidon de ecuaciones cuadraticas no estan anclados a

la geometria.

En el planteamiento y resolucion de ecuaciones cuadraticas hace uso de

propiedades de numeros.

No generaliza, resuelve casos concretos.
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CHINA

En un principio, los Chinos utilizaron dos sistemas de notacién para la numeracion,
uno de tipo multiplicativo por grupos y el otro parecido a un sistema posicional.
Segun COLLETTE (1986, pp. 173) en el sistema multiplicativo de base 10, se
utilizaban simbolos distintos para las potencias de 10, y en su forma escrita los
simbolos numéricos en posiciones impares (de izquierda a derecha o de abajo a

arriba) se multiplicaban por el siguiente.

El sistema de base 10 permitié a los chinos utilizar el equivalente del dbaco en
cuanto instrumento de célculo rapido, como atestiguan los administradores que
transportaban barras numéricas hechas de bambud, marfil o hierro, también
utilizaban para este fin un conjunto de barras pintadas de rojo y otro de negro,
para distinguir los numeros positivos de los negativos. Como veremos mas
adelante, los chinos utilizaron nimeros negativos pero no aceptaron el concepto
de numero negativo como posible solucibn de una ecuacion, para ellos los

nameros negativos representaban pérdidas y los positivos ganancias.

ALGEBRA

Para los chinos (siglo XIl) de acuerdo con MARTZLOFF (1988, pp. 242) el algebra
era el tianyuan shu, es decir, el arte de la incégnita, los chinos se interesaron en
resolver ecuaciones, y, como en el caso de otras civilizaciones el algebra china

tiene caracteristicas particulares como:

Es un algebra instrumental. Debido al uso tan importante de las tablas de

calculo para la resolucion de ecuaciones algebraicas.

Sus métodos son semejantes a los de la aritmética ordinaria. No

desarrollaron un lenguaje especial para el algebra.
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No utiliza simbolos especificos, por lo que se trata de un tipo de algebra
retérica, los textos chinos mas antiguos contenian dibujos de figuras

geométricas, y tablas con numeros.

Respecto al algebra desarrollado por los chinos, tenemos el libro de “los nueve
capitulos del arte de las matematicas” DIU ZHANG-SHUANSHU, es uno de los
primeros textos de la China antigua, los temas que en €l se tratan son de caracter
practico, destinados a funcionarios de diferentes departamentos, agrimensores,

ingenieros, astronomos, recaudadores de impuestos, etc.

En éste libro, se describe la regla general para resolver ecuaciones simultaneas
de hasta ecuaciones con 5 incognitas, pero no se presentan deducciones de las
reglas, explicaciones, definiciones o demostraciones, se trabajaron 18 problemas

resueltos, aunque ninguna de estas soluciones resulta negativa.

El método utilizado por los chinos para las resolucién de sistemas de ecuaciones
es el fang cheng , LUI HUI (263 AD) (citado por FILLOY y ROJANO, 1984, pp. 49).
En el texto describe el término fang cheng como un arreglo que consiste en
distribuir en columnas una coleccion de simbolos numéricos que facilitan realizar
las operaciones con fluidez. El nimero de columnas lo determina el problema. El
arreglo se ordena de derecha a izquierda y de arriba abajo. Las columnas
presentan dos secciones, la superior expresada con los nameros aj, i,j = 1, 2, ...n
representan cosas, mientras que la inferior, llamada el shi, expresada con los
nameros b;, representan costos. El arreglo final sobre el tablero de calculo es

rectangular, de aqui la palabra fang, que significa cuadro o rectangulo.

El proceso de resolucion del fang cheng, consiste en la eliminacién sucesiva de

nimeros por medio de sustracciones entre los elementos de las columnas. Este
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método permitio a los chinos pasar del lenguaje retdrico a la notacion simbdlica asi

como resolver problemas practicos por medio de sistemas de ecuaciones lineales.

Como podemos ver, el método desarrollado por los chinos para resolver
ecuaciones simultaneas es el antecedente del método actual que consiste en
transformar un sistema equivalente expresado por una matriz triangular. Asi como
las posiciones de los coeficientes y términos independientes sobre el tablero de

calculo propicioé generalizar a sistemas de n ecuaciones con n incégnitas.

METODOS DE RESOLUCION DE ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO

La base practica del ultimo libro de “La matematica en nueve libros” la constituyen
los problemas de la determinacion de distancias y alturas asi como las
propiedades de los triangulos. De los elementos centrales de las matematicas que
contiene este libro, esta el de la formulacion general de las reglas. Aparte de los
métodos elementales de aplicacion del teorema de Pitagoras en ella se encuentra
el método de busqueda de las ternas pitagoricas, esto es, la solucion en numeros

enteros de la ecuaciéon

Soluciones de la ecuacion:
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De los problemas que abordan los chinos y que conducen a una ecuacion
cuadratica completa, la forma en que los resolvian equivale a las formulas que

actualmente usan.

De lo anterior, RIBNIKOV (1987, pp. 37) da el siguiente ejemplo, “el problema 11
de “la matematica en 9 libros” sobre las dimensiones de una puerta conocida la

diagonal y la diferencia entre la longitud y el ancho se reduce a dos ecuaciones”:

0 una ecuacion cuadratica completa :  2x*+2kx+k?- ¢* =0, la regla formulada

en el texto, se escribe utilizando la simbologia actual de la siguiente manera:

En el libro, no aparecen deducciones o demostraciones, de modo que
BEREZKINA (citado por RIBNIKOV, 1987, pp. 37) supone que las reglas fueron
obtenidas mediante el siguiente método elemental:

Sea:

1

N

I+
N X

X2
Entonces
X +%° =22+2C.+ =c
e2g

De donde
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Los chinos trabajaban algunos simbolos algebraicos, y como si manejaban los
nameros negativos, podemos ver que la férmula utilizada por ellos, para calcular
las raices de una ecuacion de segundo grado, permite calcular las dos, positivas o

negativas, lo cual no ocurria con los hindues por ejemplo.

Esta formula es la formula general para resolver ecuaciones de segundo grado
gue se ensefa en tercero de secundaria y nos permite calcular el valor de las dos

raices de una ecuacion de segundo grado.

La notacion con la que los chinos resolvieron las que hoy conocemos como
ecuaciones cuadraticas era sincopada, es decir el paso de transicion entre la

retérica y la simbdlica.
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INDIA

El periodo mas brillante de las mateméticas de la India fue entre los afios 400 y
1400 de nuestra era, en el ultimo afio fue creado el sistema de numeracion de
base 10, el cero, los numeros positivos y negativos (que se interpretan como

pertenencias y deudas), y también el algebra (PERERO, 1990, pp. 143).

ALGEBRA

Los hindues a diferencia de los griegos no se interesaron por las demostraciones,
s6lo enunciaban reglas a seguir, “Los hinddes sin un amplio sistema numérico
estaban imposibilitados para crear algo que perteneciera a un algebra cientifica.
Asi MAHAVIRA, en el siglo IX, descarta como inexistentes los nuameros
imaginarios con los que se tropezaba sin tratar de explicar su aparicion” (BELL,
1995, pp. 105).

Ademas de las reglas y problemas de la aritmética, en la matemética hindd
fueron introducidas también las soluciones de una serie de problemas
relacionados con el algebra. Las reglas les servian para resolver sistemas de

ecuaciones lineales y ecuaciones cuadraticas.

Entre los matematicos hindies mas reconocidos que desarrollaron cuestiones
relacionada con el algebra se encuentran ARYABHATTA, BRAHMAGUPTA vy

BHASKARA, a continuacion se describe brevemente el trabajo de cada uno:

ARYABHATTA (en el siglo VI) trabaj6é con progresiones aritméticas,
resolvi6 ecuaciones de segundo grado determinadas con una y dos

incognitas, y usé las fracciones continuas.
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BRAHMAGUPTA (principios del siglo VII). Enuncié las usuales reglas
algebraicas de los negativos, obtuvo una raiz de las ecuaciones de
segundo grado, dio la solucion a la ecuacion ax+by =c, en donde a, b y c,
son constantes enteras. También discuti6 la ecuacion indeterminada
ax®+1=y? . Escribi6 el algebra en forma sincopada; tanto las operaciones
elementales como los términos “incognita”, “entero”, “segunda incégnita”,
etc. , se expresa mediante abreviaturas obtenidas generalmente a partir de

las primeras silabas de ciertas palabras como producto, irracional, nimero
absoluto, etc. (COLLETTE, 1986, pp. 188).

BHASKARA (siglo XIl). Escribi6 dos libros Llawati (la hermosa) y
Vijaganitas (aritmética). Percibié que las ecuaciones de segundo grado
tienen 2 raices, pero rechazo las negativas, su algebra era retérica, y en
algunos casos, recurrio a la sincopada. En sus dos obras se encuentran los
temas preferidos por los hindues: las ecuaciones lineales y cuadréticas,
determinadas o indeterminadas, las medidas, las progresiones aritméticas y
geomeétricas; los numeros irracionales; las triadas pitagoricas y numerosos

problemas de naturaleza geométrica y algebraica. Hall6 soluciones
particulares de la ecuacién x* =1+ py®. (COLLETTE, 1986, pp. 190).

Las matematicas desarrolladas por los hindues utilizaban un lenguaje metaférico y

poético, en verso, PERERO (1990, pp. 145) menciona que el matematico

aryabhatiya enuncié en uno de sus libros la regla de tres (un método desarrollado

por los hindues y que aun se utiliza) de la siguiente manera:

a es la “medida’”,
b es el “fruto”,

c es el “deseo”,
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x es el “fruto del deseo.

“En la regla de tres, multiplicar el fruto por el deseo y dividir por la medida; el

resultado es el fruto del deseo”.

Pero, esto no fue todo lo desarrollado por los hindues, pues, dieron un gran paso
hacia el desarrollo del algebra simbdlica, BELL ( 1995, pp. 106) considera que el
algebra hindu dio un paso, aunque no muy firme hacia el simbolismo operatorio lo

cual se aprecia a continuacion:

ARYABHATTA (siglo VI) sugiri6 el uso de letras para representar

incoégnitas.

BRAHMAGUPTA (siglo VII) us6 abreviaturas para cada una de las varias
incégnitas que se presentan en problemas particulares y también para los
cuadrados y para las raices cuadradas. Distinguia a los nimeros negativos

con un punto.

BHASKARA (siglo XlI) escribia las fracciones en la notacion actual pero sin
raya, escribia un miembro de la ecuacion bajo el otro y solo usoé la notacion

sincopada (debido a que no habia signo de igualdad).

los hindles poseian la facultad del simbolismo algebraico como técnica
operatoria, procediendo de acuerdo con reglas fijas y con procedimientos
uniformes: la técnica para resolver problemas de ciertos tipos se indicaba en la
misma escritura de los problemas. Todas las complicadas instrucciones verbales
para dar los pasos sucesivos hacia la solucion, se explican como una garantia
para tener éxito, ya que adn en sus mejores aspectos, el algebra hindu era

todavia, a pesar del uso liberal de las abreviaturas, fundamentalmente RETORICA
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por no estar plenamente simbolizadas las instrucciones para operar” (BELL, 1995,
pp. 171).

METODOS DE RESOLUCION DE ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO

La regla de acuerdo con SCOTT (1969, pp. 71) de los hindues para resolver
ecuaciones de segundo grado tomando en cuenta la simbologia actual es la
siguiente, para una ecuacion del tipo ax”> +bx =c, el valor de x se obtiene de la

siguiente manera:

“Tomar el valor absoluto del término independiente de la ecuacion
multiplicado por 4 veces el coeficiente del término cuadrético se le afiade el
cuadrado del coeficiente del término lineal, a lo cual se le extrae la raiz
cuadrada, se le resta el coeficiente del término lineal y se divide todo por el
doble del coeficiente del término cuadratico, la férmula resultante, es la

siguiente”:

“Jdac+b% - b

2a

Los hinddes enunciaron esta formula de la siguiente manera:
Se multiplica ambos lados de la ecuacion por un numero igual a cuatro
veces el coeficiente del término cuadratico, se les afiade un numero igual al

cuadrado del coeficiente del término lineal de la ecuacion,

o Siguiendo los pasos anteriores tenemos:
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ax’ +bx=c

4a’x* + 4abx + b? = 4ac +b?

Se extrae raiz cuadrada a ambos términos
2ax+b = ﬂ4ac—+bz)

Se resta b a ambos lados, y nos queda
2ax =-/|4ac+b?)- b

Finalmente llegamos a la siguiente formula

\dac+b® - b

2a

La forma en la que los hindles aplicaron la férmula anterior, la veremos en el

ejemplo.

Problema formulado por ARYABHATA:

“Un capital de 100 (designado por p) se da a interés. El incremento de un (=x) se
da de nuevo a interés durante 6(=t) meses. El incremento total es de 16(=q).

¢,Cual es el incremento mensual?

Solucién:
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“La regla dada por ARYABHATA para resolver problemas como el anterior
da la siguiente prescripcion: multiplica la suma del incremento y del

incremento del incremento (o sea q) por el tiempo (t) y el capital (p), aflade

2
el cuadrado de la mitad del capital F; extrae las raiz cuadrada, luego

resta la mitad del capital y divide la diferencia por el tiempo.” (RIBNIKOV,
1987. pp. 47).

Si utilizamos la simbologia actual, la ecuacion que resuelve el problema es:
tx* + px+qgp =0
La férmula que la resuelve de acuerdo con la solucién antes descrita es:

p> p
t++ - &
Py

t

Como podemos ver, la anterior férmula, es muy parecida a la férmula general para
resolver ecuaciones de segundo grado que se utiliza en la actualidad. Con la
diferencia que solo podemos obtener una de las raices, pues Unicamente se valor

el valor positivo de la raiz.

De lo anterior, nos damos cuenta de que en la India, hubo matematicos
BRAHMAGUPTA que utilizaron la notacién sincopada y matematicos posteriores
a este que utilizaron la notacioén retdrica, lo cual nos habla de que la historia no es

lineal.
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ARABIA

BOYER (citado por CAMPIGLIO, 1990, pp. 172) divide la matematica arabe en:

Aritmética, quizas heredada de los hindues, basada en el principio de

posicion.

Algebra, que da una forma nueva y sistematica a las elaboraciones

babilonias, griegas e indias.

Trigonometria, de origen griego, revisada segun los métodos hindues y con

desarrollos arabes.

Geometria, de origen griego, con importantes desarrollos debidos a los

arabes.

Con frecuencia, en la aritmética de los autores arabes, se encuentran ciertos
procedimientos como “la regla del nueve”, la “regla de la falsa posicion”, la “regla
de la doble falsa posicién” y la “regla de tres” desarrollada esta ultima por los

matematicos hindues.

ALGEBRA

Del nombre de AL-KHUWARIZMI (siglo 1X) las mateméticas han derivado el
término “algoritmo”, mientras que del titulo de una obra suya nos viene un vocablo

sumamente importante algebra. Por invitacion del Califa, escribe un tratado de
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algebra (825) , desarrollando los aspectos que sirven para resolver los casos
normales de la vida: “herencias, donaciones, destrucciones, sentencias Yy
comercios 0 cuando se requiera efectuar mediciones de terrenos, excavaciones de
canales, calculos geométricos” (CAMPIGLIO, 1990, pp. 173).

Otro término presentado por este matematico es Muggabala que quiere decir
“ciencia de la transposicion y la reduccion” y se refiere a la reduccion de
ecuaciones, es decir, la anulacion de términos semejantes en los miembros de la

ecuacion.

COLLETTE (1990, pp. 198-199), menciona los trabajos importantes realizados por
AL-KHUWARIZMI en su libro ALGEBRA, la traduccién del Algebra empieza por
una breve introduccion sobre el principio del valor de los numeros, después

resuelve seis tipos de ecuaciones:

ax’ +bx=c
ax®> +c=bhx

ax’ =bx+c

Dicho libro consta de seis capitulos, los cuales ( a excepcion del dos), presento

a continuacion desglosados de manera sintética:

CAPITULO .

Se ocupa de los cuadrados iguales a raices, lo que corresponde en notacion
moderna, a la ecuacion x* =16 . En todos los casos tratados, la raiz nula, es decir,

X =0 es descartada.
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CAPITULO IIL.

De las ecuaciones que engloban igualdades de raices y numeros, el caso bx =c,
cada capitulo consta de tres partes correspondientes a los casos en que los

coeficientes del término variable es mayor, menor o igual a uno.
CAPITULO V.

Encontramos los tres ejemplos siguientes:

x* +10x =39
2x? +10x = 48

2

* +x=28
2

CAPITULO V.

Aparece el siguiente ejemplo: x*+21=10x , puesto, ademas de dar las dos raices

positivas 3 y 7, obtenidas mediante la féormula x=5%-/25- 21, el autor llama la

atencion sobre la cantidad que se encuentra bajo el radical (lo que en la actualidad

se denomina discriminante), debe ser positiva.

CAPITULO VI.

El ejemplo que utiliza en este capitulo, 3x- 4= x* se soluciona meticulosamente

,.2
completando el cuadrado, con el fin de obtener la solucion x =3+ gg +4.
elg
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Como podemos ver en los trabajos realizados por AL-KHUWARIZMI, se abordaron
las ecuaciones lineales y de segundo grado, pero sélo en lo referente a las raices
positivas, aunque admite la existencia de dos raices. Utiliza un algebra retorica,
hace uso de la geometria para demostrar la veracidad de los problemas
algebraicos antes resueltos con nimeros, mas adelante se presenta a manera de
ejemplo la resolucion de una ecuacion cuadratica por medio del uso de la

geometria, para completar cuadrados.

Otro matematico arabe importante que trabajé cuestiones algebraicas fue:

KHAYYAM (vivié a principios del siglo XlI) segun BELL (1995, pp. 111) alcanzé un
nivel matematico considerablemente superior al de todos sus predecesores, no se
contentd con una coleccién de reglas, clasifico las ecuaciones cubicas, e ided un
método para resolver geométricamente las ecuaciones numéricas de tercer grado.
Este matematico, se nego a aceptar las raices negativas, también sus hipérbolas

carecian de la rama negativa.

METODOS DE RESOLUCION DE ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO

AL- KHUWARIZMI examind los diversos tipos de ecuaciones de segundo grado,
cuidando que los coeficientes de cada miembro sean positivos. De acuerdo con
DEDRON et ITARD (1959, pp. 325), Al considera los casos siguientes:

1. x*+px=q
y

ax® +bx = ¢, la cual se reduce a la anterior si se divide por a.
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(p, q, &, b ,c, positivos para éste y los demas tipos de ecuaciones)

X? +0 = px
y
ax® +c¢ = bx

La solucién es:

2
Para AL- KHUWARIZMI éste problemas se vuelve “imposible” si q > F; .

p’ p
Y si 4 =(, la respuesta es Y

px+q=x?, 6, bx+c=ax’

La solucién es:

Las soluciones anteriores son presentadas por medio de simbologia algebraica

actual, pero, AL-KHUWARIZMI las obtuvo haciendo uso de métodos geométricos,

para explicar este método, presento la resolucibn de wuna ecuacién

correspondiente al primer caso, resuelta geométricamente:

Resolucion de la ecuacion

x? +10x = 39
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Solucion:

. . : 1
Trazar un cuadrado de lado x y completar con 4 rectangulos de dimensiones 2E

y X y 4 cuadrados de area igual a 62.

La medida 21 de los 4 cuadrados corresponde a ‘11 del coeficiente de x.

Sumando el area de los 4 rectangulos R (25) vy el area de los 4 rectangulos con el

area del cuadrado central (39) se obtiene 25 + 39 = 64. Por tanto, el lado del

cuadrado grande es /64 = 8, donde 8 - é%; + 2;9: 3. Entonces x = 3.
é o

Los arabes, podian calcular las 2 raices de las ecuaciones de segundo grado,
cuando se trataba de numeros reales, pero ya no existia solucion, si aparecia la

raiz de un nimero negativo.

LISTA DE PROBLEMAS
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QUE SE RESUELVEN CON ECUACIONES DE 2° GRADO

Estas civilizaciones, que he estado abordando, se enfrentaron, a diferentes
problemas de acuerdo con el desarrollo social y cultural de cada una de ellas, he
seleccionado algunos de éstos problemas los cuales fueron resueltos por medio
de métodos muy especificos desarrollados por cada una de éstas civilizaciones,
en esa época, las areas de las matematicas no se estudiaban de manera
separada como ahora, es decir, no habia problemas de algebra, de geometria, de

aritmética, de trigopnometria, etc. tan solo eran problemas de matematicas.

Como todas las demas ciencias las mateméticas han nacido de las necesidades
de los hombres: de la medicion de tierras y capacidades de los recipientes, etc.
“Pero como en todos los &mbitos del pensamiento , al llegar a cierto nivel de
evolucion se separan del mundo real de las leyes atraidas del mismo, se le
contraponen como algo independiente, como leyes que le llegan desde fuera y

segun las cuales tiene que disponerse el mundo”( ALEKSANDROV, 1994, pp. 76).

Los problemas que presento a continuacion fueron seleccionados, por estar
relacionados con temas actuales de matematicas ademas de estar vinculados al
algebra. A pesar de que pensé encontrar problemas en contexto, no fue asi, los
problemas son matematicos y no se encuentran directamente vinculados a
situaciones sociales, asocio esto a que los libros consultados son traducciones e
interpretaciones de las fuentes originales, y la manera en la que se presentan los

problemas depende en gran parte de los traductores.

PROBLEMAS DE BABILONICOS.
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Los retomé del libro de PERERO (1990, pp. 125-129), fueron tomados de las
tablillas cuneiformes elaboradas por los Babilonios alrededor del afio 2100 a.C.
hasta el afio 300 a.C., de acuerdo con PERERO *“... estos problemas ilustran el
caracter algebraico de la geometria de los babilonios, quienes utilizaban para
resolverlos un método parecido al que utilizamos hoy en dia” (1990, pp. 126),
algunos de estos problemas se refieren a la relacion del largo y el ancho de

rectangulos.

» Determinar los lados y el area de un rectangulo conociendo la suma de los
lados (27 unidades) y sabiendo que si al valor del area se le suma el

exceso del lado mayor sobre el menor, se obtienen 183 unidades.

» El area de un rectangulo es 375, el lado menor es igual a 30 veces la
longitud de una cafa, mientras que el lado mayor tiene 5 unidades menos

gue el doble del otro lado.

» Un area esta formada por dos cuadrados cuya suma es 1000 unidades. El
lado de uno de los cuadrados tiene 10 unidades menos que 2/3 del lado del

otro cuadrado. ¢ Cudles son los lados de los cuadrados?
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» Una viga de 30 unidades de largo se apoya verticalmente contra un muro; si
la extremidad superior de la viga se coloca 6 unidades mas abajo, ¢en

cuantas unidades mas se desplazara el otro extremo de la viga?

Attty

» Encontrar el radio x del circulo circunscrito al triangulo isosceles ABC,
sabiendo que AB = 60 y que CA = CB =50.

Los siguientes problemas son retomados de DREDON (1959, pp. 323), los cuales

estan relacionado con cuestiones de medicion.
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» Adicioné la superficie y el lado de un cuadrado lo cual dio un

resultado igual a %. ¢ Cuanto mide el lado del cuadrado?

» En un cuadrado, sustraje de la superficie el lado, lo cual me dio como

resultado 2 ¢ Cuanto mide de lado dicho cuadrado?

PROBLEMAS EGIPCIOS

Los siguientes problemas (que esencialmente son el mismo) los retomé del libro
de GILLINGS (1997, pp. 161 — 163), segun el autor se encuentran en el Papiro de
Berlin, y actualmente se plantean y resuelven por medio de ecuaciones de

segundo grado.

» El area de un cuadrado es 100 cubits cuadrados (unidades cuadradas), es
igual a la suma de las areas de dos cuadrados pequefios. El lado de uno de
ellos es 3% el lado del otro. ¢(Cuanto miden de lado los cuadrados

pequenios?

» El area de un cuadrado es 400 cubits cuadrados, es igual a la suma de las
areas de dos cuadrados pequefios. El lado de uno de ellos es % el lado del
otro. ¢, Cuanto miden de lado los cuadrados pequefios?
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PROBLEMAS GRIEGOS

De los problemas griegos, considere los planteados por EUCLIDES y DIOFANTO,
con respecto a los problemas planteados por DIOFANTO (HEATH, 1964, pp. 141)
incluyo los que tienen que ver con relaciones entre niumeros (los 2 primeros
problemas). Los problemas planteados y resueltos por EUCLIDES en su libro Il
“los elementos de geometria” ( version de ALVAREZ, 1992, 127 - 159) estan

vinculados a relaciones geométricas.

» Encontrar 2 nUmeros cuya suma y la diferencia de sus cuadrados sean

nimeros dados.

» Encontrar 2 dos numeros cuya diferencia y producto sean nimeros dados.

» Teorema 7 del libro Il de EUCLIDES. Si se corta al albitrio una linea recta,
el cuadrado de la linea entera mas el cuadrado de una de las partes,
tomados de vez, son igual al duplo del rectangulo comprendido por la linea

entera y la parte dicha mas el cuadrado de la otra parte.

Geomeétricamente: se corta arbitrariamente AB por el punto C, se dice que
los cuadrados de las rectas AB y BC son iguales al doble del rectangulo

comprendido por las rectas AB, BC mas el cuadrado CA.

A G B

i o
g o

L/
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Algebraicamente:  (b+c) +c® = 2(b+c)c+b?

» Teorema 8 del libro Il de EUCLIDES. Si se corta al albitrio una linea recta,
el cuadruplo del rectangulo comprendido por la linea entera y por una de las
partes mas el cuadrado de la otra parte es igual al cuadrado descrito por la

linea entera mas la parte dicha tomadas como un solo lado.

Geomeétricamente: Se corta la recta AB arbitrariamente en el punto C, el
cuadruplo del rectangulo comprendido por las rectas AB, BC mas el
cuadrado de la recta AC es igual al cuadrado descrito por las rectas AB, BC

tomadas como una sola recta.
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Algebraicamente:  4(b+c)c+b? = (b+2c)

» Teorema 9 del libro 1l de EUCLIDES. Si se divide una linea recta en partes
iguales y desiguales, los cuadrados de las partes desiguales de la linea
total son el doble del cuadrado de la mitad de la linea entera mas el

cuadrado de la mitad de la diferencia entre las dos clases de cortes.

Geomeétricamente: Se divide la recta AB en 2 partes iguales por el punto C y
en partes desiguales por el punto D, se dice que los cuadrados de los lados
AD, DB son el doble de los cuadrados de las rectas AC, CD.
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aé)+c92+2za@- cgz

Algebraicamente: b?+c® =2¢
e2 g €29

» Teorema 10 del libro Il de EUCLIDES. Si se divide una linea recta en dos
y se le aflade en recta otra recta, el cuadrado de la linea entera mas la
afadida, junto con el de la afiadida, tomadas de vez, son el doble que el
cuadrado descrito por la linea mitad mas el cuadrado de la compuesta por

la mitad y por la afladida, tomadas como una sola.

Geométricamente: Dividase la recta AB en dos partes por el punto C y
afiadase la recta BD. Digo que los cuadrados de las rectas AD, BD son el

doble de los cuadrados de las rectas AC, CD.

.2 2
aebg + Zgé—) +c2

Algebraicamente:  (b+c)’ +c? = 2¢
e2g €2 g
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» Teorema 11 del libro Il de EUCLIDES: “dividir una recta de modo que el
rectangulo comprendido por la recta entera y por una de sus partes sea
igual al cuadrado de la parte restante” (ALVAREZ, 1992, 155).

Geomeétricamente: sea AB la recta dada, hay que dividir AB, de manera que el

lado comprendido por la recta entera y por una de sus partes sea igual al

cuadrado de sus partes.

PROBLEMAS CHINOS

De acuerdo con PERERO ( 1990, pp 133 — 135), algunos problemas chinos son

los siguientes:

» Un acuario tiene una base cuadrada de lado 10 “chi”. Una cafia nace en el
centro del acuario y crece perpendicularmente a la base hasta salir 1 “chi”
sobre la superficie del agua. Si se inclina la cafia hacia un lado, su tope
tocara el borde del acuario exactamente al nivel del agua. ¢Cual es la

profundidad del agua y cual es la longitud de la cafia?
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» Calcular las dimensiones de una puerta conociendo la diagonal y la

diferencia entre el largo y el ancho.

Del libro de MARTZLOFF (1988, pp. 244) es el siguiente problema.
» Si el area de un triangulo rectangulo es de 30 unidades, y si la suma de la

base y de la perpendicular es de 17 unidades, ¢cuanto sera la suma de la

base y de la hipotenusa?

PROBLEMAS HINDUES

Algunos de Ilos problemas hindues, fueron planteados y resueltos por
BHASKARA, dellibro de SCOTT (1969, pp. 75), seleccioné los siguientes:

» La quinta parte de un grupo de personas menos tres, elevado a la segunda
potencia, fueron a una cueva, otro mas fue visto subiendo a la rama de un

arbol. ¢ Cuanta gente habia en ese grupo?
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» La sombra de un gnomon de 12 unidades de largo, disminuida en una
tercera parte de la hipotenusa llega a 14 unidades de largo. ¢ Cuanto mide

la sombra?

PROBLEMAS ARABES

Los siguientes problemas son tomados del libro de DEDRON (1959, pp 325 —
327), fueron resueltos por AL-KHUAWARIZMI, como vimos anteriormente, los

resolvié haciendo uso de la geometria.

» Una tira tiene x unidades de ancho y 10 de largo, tiene 10x unidades
cuadradas de area, ésta area es igual a la suma de un area cuadrada de x°
y otra igual a 21 unidades cuadradas. ¢ Cuantas unidades tiene de ancho

dicha tira?

> El area de un cuadrado es x?, esta formada por un rectangulo de area igual

a 4 y otro de area igual a 3x. ¢ Cuanto vale el lado de dicho cuadrado?
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De esta lista, tengo las siguientes observaciones:

La gran parte de los problemas no estd relacionadas con situaciones

cotidianas, reales, por el contrario, son problemas totalmente matematicos.

Algunos de estos problemas son parecidos a los que encontramos en los
libros de texto de tercero de secundaria, referentes al tema de las

ecuaciones cuadraticas.

Algunos otros, como los de EUCLIDES tienen un alto grado de dificultad,

pues requieren un manejo geoméetrico importante.
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CAPITULO 3

IMPORTANCIA DE LA HISTORIA DE LAS
MATEMATICAS EN EL
PROCESO ENSENANZA-APRENDIZAJE

Mucho se han hablado y escrito a cerca de la necesidad de integrar en ensefianza
de las matematicas, actividades y materiales relacionados con el desarrollo
historico de las matematicas. OFIR (1992, pp. 21) menciona “los esfuerzos que se
han hecho en esta direccion han sido la propuesta de materiales y creacion de
materiales acerca de la historia de las matematicas, directamente relacionadas
con el curriculum como apoyo para la ensefianza de las matematicas”, sin
embargo para muchos autores es dificil estar de acuerdo acerca de como utilizar
ésta historia en la ensefianza de las mateméticas, hay quienes piensan que solo
los profesores universitarios son quienes se sabe, deben incluir en sus clases la
historia de las matematicas al ensefar alguna de las areas de las mismas, y hay
quienes creen que no solo lo profesores de nivel superior deben usarlas en su
labor docente, sino también los profesores de mateméticas de cualquier nivel
escolar pues “el ordenamiento del material instruccional y la ensefianza efectiva
de un tema de matematicas puede requerir de un estudio de la historia de las
ideas matematicas” (BYERS, 1987, pp. 126), en algunas ocasiones, para poder

entender un concepto hay que conocer sus origenes.
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BYERS, menciona que GRATAN-GUINNESS enfatiza que la presentacion
heuristica es relevante para la metodologia educacional; agrega que para tener
exito total con toda seguridad se debe de imitar lo histérico mas que lo
epistemologico (1987, pp. 127), en la actualidad, en la ensefianza de las
matematicas, especialmente, en la educacién basica (secundaria es el nivel en el
gue se enfoca este trabajo), se parte de lo simple a lo complicado lo cual podemos
ver al revisar los Planes y Programas de estudio vigentes, la historia nos ha
ensefiado que en muchas ocasiones esto no siempre se da asi, pues los
matematicos de épocas pasadas se enfrentaron tanto a problemas simples como
complejos, a los cuales debian de dar solucidn, y fue gracias a esta necesidad de
resolver problemas vy a las soluciones que se propusieron que se fueron

conformando las matematicas que ahora conocemos.

En ese sentido, lo que se quiere con la historia de las matematicas es verlas como
parte de la humanidad, pues fueron las necesidades sociales las que dieron origen
al planteamiento de problemas matematicos, y desde luego la resolucién de estos.
Las soluciones a los problemas estaba en funcién del desarrollo social de las
matematicas de cada una de las épocas en cuestion, por ejemplo soluciones

aritmeéticas, o geomeétricas, o algebraicas.

Hacer uso de la historia de las, matematicas en el salon de clases ha sido materia
de varios estudios. Es un tema que esta muy ligado a la didactica, pues,
FUHRER (1992, pp. 24) asegura que existen 3 obstaculos para la aceptacion del

acercamiento histérico en las clases ordinarias de matemaéticas, estos son:

El contraste metodoldgico entre las matematicas y la historia.
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El bajo nivel en el conocimiento histérico de los maestros de matematicas

aunado a la incertidumbre que se tiene de las verdades historicas.

Tener la idea de que la historia es entendida como una busqueda aburrida

del origen, por afios obscuros y que nada tienen que ver con la vida actual.

Lo anterior tiene que ver en gran medida a problemas en la didactica, es
importante tener en cuenta que dar clases de matematicas no solo es ensefiar a
los alumnos algoritmos y presentar a las matematicas como verdades absolutas,
sino saber de donde surgieron, y como los humanos las fueron construyendo a lo
largo de la historia, ademas de presentar a los alumnos los problemas que
representen un reto plausible a su desarrollo y presentar la parte humana de las
matematicas, conocer estos aspectos de las mismas nos ayudara a conocerlas y

por lo tanto a entenderlas.

De acuerdo con FAUVEL (1992, pp. 4) algunas de las razones para retomar la

historia de las matematicas en la educacion son:

Incrementar la motivacion por aprender.

Mostrar el lado humano de las matematicas.

Conocer su desarrollo historico permitird un mejor orden en la presentacion

de los temas en el curriculo.

Cambiar la percepcion que los alumnos tienen de las matematicas.

Ayudar a explicar el papel que tienen las matematicas dentro de la

sociedad.
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Presentar a las matematicas menos rigidas.

JONES (en BYERS, 1987, pp. 127) enlista tres maneras en las cuales los
antecedentes histéricos pueden ayudar a ensefiar matematicas:
Reconocimiento de las dificultades inherentes de ciertos conceptos

matematicos.

Proporcionar motivacion.

Reconocer las relaciones entre las matematicas y el resto del conocimiento

humano.

Después de haber presentado argumentos de porque la historia de las
matematicas es una interesante alternativa didactica para la ensefianza de las
matematicas, hay que abordar el tema de como debe ser usada esta historia en el

salén de clases.

FAUVEL (1992, pp. 5) menciona algunos caminos para el uso de la historia de las

matematicas dentro del salon de clases:

Mencionar anécdotas de algunos matematicos.

Suministrar introducciones historicas a conceptos que sean nuevos para los

alumnos.

Alentar a los alumnos a que conozcan los problemas que los matematicos
resolvieron o trataron de resolver cuando se enfrentaron a conceptos

matematicos como los que estudian.
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Trabajar ejercicios dentro del sal6n de clases usando textos matematicos

antiguos (materiales accesibles).

Creacion por parte de los alumnos de proyectos de algun tema historico.
Utilizar ejemplos que puedan ilustrar métodos o técnicas utilizadas en el

pasado.

Revisar y tratar de examinar “falsos conceptos” o “errores” cometidos en el
pasado, que nos pueden ayudar a entender y resolver dificultades de los

estudiantes en las matematicas actuales.

Planear el orden y la estructura de temas en los Planes y Programas de
estudio de acuerdo con informacidn histérica para la ensefianza de

conceptos matematicos basicos.

Los puntos anteriores son algunas recomendaciones interesantes, por ejemplo,
hay conceptos que son dificiles de entender para los alumnos, y si revisamos la
historia, nos encontraremos con que ese problema no es actual, al contrario se
trata de una situacion que la humanidad ha enfrentado durante muchos afios, por
ejemplo, los nimeros negativos, no son faciles de entender para los alumnos (en
especial los de secundaria), en la historia podemos ver que los nUmeros negativos
siempre han tenida un alto grado de dificultad en cuanto a su manejo, pues para
muchas civilizaciones ni siquiera eran considerados como numeros, al no tener
relacion directa con la realidad segun los matematicos de esas épocas. De lo cual,
nos damos cuenta de que algunos conceptos matematicos no fueron inmediatos,
sino que se requirié de un largo proceso histérico de muchisimos afios para poder

llegar a la comprensién y aceptacion de estos.

En los planes y programas, actualmente en vigor, especificamente en la materia
de matematicas, la formas en que los temas estan ordenados y estructurados, en

los diferentes grados escolares, observamos que en algunos de vellos hay una
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fractura, seria interesante ver como se desarrollaron estos temas a lo largo de la
historia, para contrastar el orden establecido en el programa de matematicas de
secundaria oficial (1993), con el desarrollo histérico.

Otro punto que me interesa comentar es el siguiente: recuperar los métodos de
resolucién de ecuaciones cuadraticas utilizados por las civilizaciones mencionadas
en el capitulo anterior, ya que nos pueden dar una vision mas amplia de la
resolucion de ecuaciones. Considerar que un problema se puede resolver de
distintas maneras nos permite recuperar el trabajo que se desarrolle en el salon de
clases ademés de abrir la posibilidad de encontrar procedimientos que permitan
entender mejor los métodos actualmente establecidos.

Hay que tener en cuenta que, el uso de la historia de las matematicas no es trivial,
para que la historia de las matematicas sea Util para apoyar el trabajo docente en
clase es necesario que conocer los antecedentes histéricos del tema a tratar. Por
ejemplo, para comprender el desarrollo histérico de las ecuaciones de segundo
grado, se requiere manejo de conceptos de aritmética, algebra y de la geometria,

por mencionar algunos.

Finalmente, cuando se pretenda usar la historia de las matematicas como recurso
didactico para la ensefianza de las matematicas, hay que tener muy claros los
siguientes aspectos mencionados por HEPPEL en 1893 (citado por FAUVEL,

1992, pp. 6):

La historia de las matematicas debe ser vista estrictamente como auxiliar

en la enseflanza de las matematicas.

No debe ser tomada en cuenta como parte de la evaluacion de los alumnos.

Esta parte solo debe ser tratadas con ayuda para la ensefanza.
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Tomar en cuenta las recomendaciones anteriores nos permitira hacer buen uso de

la historia de las matematicas como apoyo en la ensefianza de las matematicas.

La manera en como se pueden incluir estas cuestiones historicas tanto en el salén
de clases ,con actividades propuestas a los alumnos, como en la elaboracion de
material didactico pertinente, FAUVEL (1992, pp. 209) la caracteriza de la

siguiente manera:

1. Aprender historia por medio de informacion histoérica directa.

a. Informacion obijetiva, tanto de nombres, fechas, eventos y trabajos

famosos, biografias, problemas y cuestionamientos celebres, etc.

b. Suficientes libros y cursos de la historia de las matematicas, lo cual
puede ser una simple explicacion de datos histéricos, o una historia

de desarrollos conceptuales.

2. Aprender temas matematicos por medio de una propuesta de ensefianza y
aprendizaje inspirada en la historia. Un punto de vista histérico ofrece
interesantes posibilidades para el entendimiento global de un tema de

acuerdo con lo siguiente:

a. Hasta el profesor que no es un historiador puede adquirir

conocimientos basicos de la evolucién histérica del tema.

b. Con estas bases, el paso crucial de la evolucion histérica es
identificado, como ideas clave, cuestiones y problemas que abren

una nueva perspectiva de investigacion.

c. Este paso crucial al ser reconstruido, podra ser didacticamente

utilizado en el salén de clases.
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d. Esta reconstruccion estd dada como una secuencia de problemas

motivados histéricamente con un aumento en el nivel de dificultad,

los cuales probablemente pueden ser abordados como parte de un

proyecto particular que podra ser realizado por grupos de

estudiantes.

3. Desarrollar el conocimiento matematico de las mismas y de los contextos

sociales y culturales dentro de los cuales se han desarrollado.

a. Conocimiento de la naturaleza intrinseca de la actividad matematica.

La historia de las matematicas proporciona oportunidades de

desarrollo, analisis y énfasis en aspectos importantes al hacer

matematicas.

El rol de la estructura conceptual general, de las motivaciones
asociadas a cuestiones y problemas, ha llevado a desarrollos

del dominio matematico.

La natural evolucién de las matematicas, en contenido y en
forma, notacién terminolégica, métodos computacionales,
modos expresion y representaciones asi como las notaciones
matematicas ofrecen evidencias en comparaciéon con las

matematicas actuales.

El rol de las paradojas, las contradicciones intuiciones y
dificultades producen nuevas matematicas en el contexto de
cuestiones y problemas especificos y de motivaciones para

generalizar, abstraer y formalizar en tal contexto.
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b. Conocimiento de la naturaleza extrinseca de la actividad matematica.
Las matematicas por lo general son vistas como una disciplina a
menudo desconectada de influencias sociales y culturales. Pero por
medio del estudio de la historias de las mateméaticas podemos
darnos cuenta de que aspectos matematicos pueden encontrarse
relacionados con cuestionamientos y problematicas filoséficos, de
arte, musica e incluso con ciencias humanisticas. Como podemos
ver, las matematicas son parte integral de la cultura y de practicas
de diferentes civilizaciones, grupos étnicos, etc, de modo que la
historia de las matematicas refleja tendencias culturales y sociales.

Lo anterior muestra en que consistiria poder tener un soporte histérico dentro del
salon de clases para la ensefianza de las matematicas, lo importante para lograrlo

es contar con el adecuado apoyo didactico.

FAUVEL (1992, pp. 212), propone un camino en el cual tanto la historia como la
educaciéon matematica se integran por medio del uso de recursos y material

relacionados con este asunto, dicho material clasifica en tres categorias:

1. Material de consulta primario. Extractos de documentos matematicos

originales.

2. Material de consulta secundario. Libros de texto con narrativas historicas,

interpretaciones, reconstrucciones, etc.

3. Material de consulta didactica. Literatura destilada por los documentos

primarios y secundarios inspirados en la historia.

No solo trabajar alguna anécdota o hablar de algin matematico importante es

estar utilizando la historia de las mateméaticas como recurso didactico en la
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ensefianza de contenido matematico, es mucho mas que eso, es trabajar algunos
documentos, conocer e interpretar métodos y trabajar los problemas de cada
época, conocer y reconocer los obstaculos de los filésofos y matematicos asi
como estar concientes del proceso de evolucion de conceptos matematicos, y 1o

principal para lograr esto es trabajar con los materiales adecuados.

A continuacién, voy a presentar de manera concreta cuales de estos argumentos
he tomado como base, para este trabajo, el cual esta centrado en el tema de las
ecuaciones cuadraticas en tercer aflo de secundaria, pues como Vimos
anteriormente, hay comentarios a favor y en contra de incorporar la historia de las
matematicas didacticamente, en la ensefianza de estas, consideraré los que estan
a favor y me concentraré en 3 puntos, los cuales son apoyados por FAUVEL:
Los problemas que se plantearon a lo largo de la historia, esto nos
permitird reconocer que fueron estos los que dieron pie al desarrollo de las
matematicas, pues, estaban vinculados a necesidades sociales, a
problematicas de las comunidades, el considerarlos nos ayudara a
enriquecer las formas de plantear las situaciones problematicas o de

enunciar los ejercicios.

Recuperar las diversas metodologias utilizadas en cada época, con el fin
de abordar el tema de las ecuaciones cuadraticas desde una o varias
metodologias que sean mas acordes con las formas de pensamiento de los

alumnos, y no desde metodologias formales y acabadas.

Cambiar la concepcion de las matematicas, que no sea rigida, sino mas
humana, los alumnos no deben de verla como el conjunto de
conocimientos elaborados de una vez y para siempre, sino mas dinamica,
donde ellos puedan incorporar sus propios métodos, sus estrategias, etc.
De acuerdo con los tres puntos anteriores, llevaré a cabo un acercamiento a los
libros de texto de tercero de secundaria, al programa oficial y al libro para el

maestro.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE LOS PROGRAMAS
Y LIBROS DE TEXTO

En este capitulo esta conformado por cuatro apartados a saber:

I. Descripcion de los programas, libro para el maestro y 7 libros de texto de

matematicas del nivel secundario.

Il. Clasificacion de los problemas presentados en los libros de texto.

lll. Contraste entre la propuesta didactica del libro para el maestro y el
tratamiento didactico que presentan los autores de los libros de texto

analizados.

IV. Comentarios.
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PROGRAMAS DE ESTUDIOS DE
MATEMATICAS NIVEL SECUNDARIA DE 1993

En esta primera parte de este apartado presento la descripcidon de los programas
de estudio de matematicas de cada uno de los tres afios del nivel secundaria,

poniendo énfasis en lo relativo al algebra.

El propdésito central de los programas, en secundaria, es que el alumno aprenda a
utilizar las matematicas para resolver problemas, no solamente con los
procedimientos y técnicas convencionales, sino también con procedimientos

propios, producto de su trabajo e imaginacion.

La ensefianza de las matematicas en la escuela secundaria tiene como propadsito
general el desarrollo de las habilidades operatorias, comunicativas y de
descubrimiento de los alumnos, para lo cual, se propone a los estudiantes que

trabajen en:

Adquirir seguridad y destreza en el empleo de técnicas y procedimientos

bésicos a través de la solucién de problemas.

Reconocer y analizar los distintos aspectos que componen un problema.

Elaborar conjeturas, comunicarlas y validarlas.

Reconocer situaciones anélogas.

Escoger o adaptar las estrategias adecuadas paras la resolucion de un

problema.

Comunicar estrategias, procedimientos y resultados de manera clara y

concisa.
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Predecir y generalizar resultados.

Desarrollar gradualmente el razonamiento deductivo.

Uno de los temas del programa que se estudia en los tres afios del nivel
secundaria es el algebra, considerado como uno de los temas centrales en este
nivel educativo. En los programas se busca que los alumnos tengan una
aproximacion paulatina, recuperando sus conocimientos de aritmética, desde el
primer grado se proponen, actividades de prealgebra con el proposito de
aprovechar las oportunidades que ofrecen la aritmética y la geometria para que los
estudiantes se inicien gradualmente en el uso de literales y otros temas que

preparan el acceso al algebra.

Para enriquecer el significado de las expresiones con literales es importante
acompanfarlas con actividades que propicien la construccion de tablas de valores,

haciendo uso del plano cartesiano para su presentacion en forma grafica.

En el segundo grado, el algebra se inicia con una breve revision de las principales
reglas de escritura algebraica y con el tratamiento de las ecuaciones lineales. Se
continta con algunos temas relacionados con monomios y polinomios ademas de
la introduccion del plano cartesiano y la iniciacion al estudio de sistemas de
ecuaciones lineales. Estos temas representan el primer contacto de los alumnos

con las nociones y procedimientos fundamentales del algebra.

Se inicia operando con expresiones de una variable, de primero a tercer grado, sin
avanzar de manera prematura hacia expresiones mas complicadas, que seran el

objeto de un estudio mas intensivo en el tercer grado.
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En tercer grado se inicia con el plano cartesiano y se revisan los temas de:
sistemas de ecuaciones lineales, productos notables y factorizacion finalmente las

ecuaciones cuadraticas.

Los programas estan concebidos de manera que los alumnos tengan la
oportunidad de revisar y utilizar constantemente las nociones y procedimientos
bésicos del &lgebra, también se resalta la importancia que tiene para el
aprendizaje de las matematicas que los alumnos aprendan a resolver problemas

utilizando el lenguaje y los procedimientos relacionados con el algebra.

A continuacion describo la manera en la que se propone abordar el algebra en los

tres grados de educacion secundaria, segun el programa vigente:

Primer grado.

PREALGEBRA

o Jerarquia de operaciones y uso de paréntesis en la aritmética.
o Iniciacion al uso de literales:
» Fdérmulas de geometria; problemas que conducen a la
escritura de expresiones algebraicas sencillas.
= Primeras reglas de escritura algebraica (por ejemplo: 2a en
lugarde a+a 6 2" a)
= Construccion de tablas de valores a partir de formulas o
expresiones algebraicas.
0 Operaciones asociadas: suma Yy resta; multiplicaciéon y division.
Ecuaciones del tipo: 45 x[]=2325.5

Segundo grado

INICIACION AL LENGUAJE ALGEBRAICO
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o Introduccién y uso de la incognita en la traduccion al lenguaje
algebraico de problemas que conducen a ecuaciones sencillas.

o Primeras reglas para simplificar la escritura y operar con expresiones
algebraicas.

0 Ejemplos para introducir y practicar el uso de paréntesis en el
algebra.

ECUACIONES LINEALES O DE PRIMER GRADO

o Métodos de solucibn de ecuaciones de las formas

a+x=b,ax=b,ax+b=c y de otras ecuaciones que pueden llevarse

a esta forma; en particular ecuaciones de las formas

ax+b=cx+d,ax+bx+c=dx+ex+ f y casos sencillos de

ecuaciones con paréntesis.

EL PLANO CARTESIANO

o Coordenadas de un punto: ejercicios de localizacion de puntos y
otras actividades en el plano cartesiano.

o Representaciéon en el plano cartesiano de regiones y conjunto de
puntos que satisfacen condiciones algebraicas sencillas, por
ejemplo:

Semiplanos.
Franjas.

Rectas.

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

o Problemas que conducen a sistemas de dos ecuaciones lineales con

dos incégnitas y su solucion por el método de sustitucion.
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OPERACIONES CON MONOMIOS Y POLINOMIOS

o Ejemplos para ilustrar los diferentes tipos de expresiones
algebraicas. Familiarizacion con los términos y el lenguaje utilizado
en la descripcion de monomios y polinomios.

o Evaluacién de polinomios de una variable

» Uso de la calculadora para construir tablas de valores de
polinomios sencillos.

» Ejemplos de graficas de polinomios lineales y cuadréticos.

o Propiedades de las operaciones y su aplicacion al simplificar u

operar con expresiones algebraicas.

= Reduccion de factores con una base comidn en un monomio.

= Simplificacién de términos semejantes en un polinomio.

o Operaciones con monomios y polinomios: suma, resta, multiplicacion

y casos sencillos de division de polinomios.

Tercer grado

PLANO CARTESIANO Y FUNCIONES

o Ejemplos para revisar la nocién de funcién:

» Funciones dadas por formulas, por tablas, por graficas.

* Funciones extraidas de la geometria, la fisica, etc.
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o Ejercicios de graficacién de funciones, estudio en casos sencillos del
comportamiento local de una funcion.

o Estudio de familias de gréficas de la forma y=mx+b.

0 Representacion en el plano cartesiano de conjunto de puntos y
regiones que satisfacen ecuaciones y desigualdades lineales en 2

variables.

OPERACIONES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS

o0 Monomios y polinomios

» Ley de los exponentes y su verificacion en algunos casos
particulares.
*» Revision de la suma, resta y multiplicacién de polinomios.

o Fracciones algebraicas

= Revisibn y expresion simbdlica de las operaciones con
fracciones comunes.
= Operacion con fracciones algebraicas: simplificacion,

multiplicacion y division, suma y resta.

o Ejercicios de despeje y de sustitucion algebraica (por ejemplo si

u=x+5yv=2u- 3, expresar v en términos de Xx).
ECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
o Profundizacion en el estudio de las ecuaciones lineales:

= Ecuaciones con paréntesis.

= Ecuaciones con coeficientes fraccionarios.
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= Ecuaciones que se reducen a otras lineales previas

transformaciones algebraicas.
0 Meétodos de solucidon de sistemas 2° 2de ecuaciones lineales.

= Sustitucion, igualacion, sumay resta.

= Método grafico y numero de soluciones de un sistema 2° 2.

o Ejemplos de sistemas de 3 ecuaciones lineales con 3 incognitas
(sistemas 3 x 3) y solucibn por el método de eliminaciones

sucesivas.
PRODUCTOS NOTABLES

0 Extraccion de un factor comudn

0 Los productos notables:
= (x+a)’ =x*+2xa+a’
= (x- a)* =x*- 2ax+a?
= (x+a)(x- a)=x2- &
= (x+a)(x+b)=x>+(a+b)x+ab
y sus aplicaciones al célculo numérico y a la factorizacion de

polinomios de segundo grado.

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO O CUADRATICAS

0 Solucion de ecuaciones incompletas (ax®+c=0,ax*+bx=0); de
ecuaciones completas por factorizacion y completando cuadrados.
O Formula general, discriminante y namero de soluciones de una

ecuacion cuadratica.
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LIBRO PARA EL MAESTRO
EDITADO POR LA SEP

En esta parte presento la descripcion de la propuesta pedagdgica del libro para el
maestro acerca de la ensefianza de las matematicas en general a nivel
secundaria, del estudio del algebra en los tres afios de este nivel y de las

ecuaciones cuadraticas en el tercer afno.

ENFOQUE

La propuesta que se presenta en el libro para el maestro referente a la ensefianza

de las matematicas a nivel secundaria se refiere a:

“un aprendizaje significativo de las matematicas no puede reducirse a la
memorizacion de los hechos, definiciones y teoremas, ni tampoco a la aplicacion

mecanica de ciertas técnicas y procedimientos” (Alarcon Et. Al., 2000, pp. 12).

Para lograr lo anterior, la ensefianza de las mateméaticas debe estar basada en el
planteamiento y resolucién de problemas, es importante tener en cuentas que los
problemas no solo deben ser vistos como aplicacion de procedimientos
aprendidos con anterioridad, por el contrario deben de ser trabajados a lo largo de
todo el proceso ensefianza-aprendizaje, pues es importante para los estudiantes
estar concientes de la utilidad practica de los contenidos que estan aprendiendo,

logrando un conocimiento significativo.

“Un problema debe dar a los alumnos la oportunidad de explorar las relaciones
entre nociones conocidas y utilizarlas para descubrir 0 asimilar nuevos problemas.
Esta es, esencialmente, la naturaleza de la actividad matematica” (Alarcén Et. Al.,
2000, ppl3).
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En lo referente a las actividades a realizar en clase se debe tomar en cuenta que
el aprendizaje de las matematicas se da de manera gradual, que las actividades
deben estar en funcién de los intereses de los alumnos y la participacion de éstos
debe ser activa, ademas de propiciar un ambiente que los lleve a investigar, a

discutir tanto con sus compafieros como con el maestro.

Con el aprendizaje del algebra se espera que un alumno de secundaria esté
familiarizado con los modos de expresion simbdlica y pensamiento abstracto,
capacitado para extraer informacion de cuadros, tablas y graficas, comprender

férmulas y saberlas utilizar.

ALGEBRA

La organizacién de los contenidos algebraicos se propone de la siguiente manera:

Nociones y procedimientos basicos: forman la base del conocimiento
algebraico. Se procurara que los alumnos utlicen las nociones vy
procedimientos basicos del algebra en problemas en situaciones muy

diversas y variadas.

Técnicas de uso frecuente. Se trata de procedimientos que el alumno
deberd saber emplear de manera correcta, sin caer en su utilizacion
mecanica o irreflexiva. El esfuerzo pedagdgico estara encaminado a que los
alumnos conozcan diversas formas de enfrentar y resolver una misma
situacion o problema, tomen conciencia de su utilidad y aprendan a

reconocer las circunstancias de empleo.

Ejercicios y problemas. Las actividades en clase no deberan consistir en
ejercicios para que se practiquen los procedimientos vistos en el pizarrén,
sino que debe haber un niumero suficiente de ejemplos de aplicaciones, de

problemas. Las aplicaciones serviran para que los alumnos reconozcan la
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utilidad del algebra en la solucion de problemas del mundo real de la
aritmética, la geometria y las otras partes de las matematicas, ciencias, asi

como las diversas técnicas.

Experiencias necesarias. Las experiencias necesarias comprenden las
situaciones que el alumno debe vivir para que las nociones matematicas
tengan sentido para él. Deberan tratarse a través de ejemplos y actividades,
sin que el profesor tema rebasar los objetivos de su curso y se sienta
comprometido a exponer completamente las teorias de ejemplos o0 a

evaluarlos por escrito.

Precisién de nociones. Se trata por un lado, de recoger y darle forma a los
conocimientos matematicos adquirido por los alumnos a través de las
actividades en clase y, por otro lado, de proporcionarles los medios de
expresion que les permitan resumir una experiencia tan diversa. La
precision de nociones requiere que los alumnos estén familiarizados con un

namero suficiente de ejemplos ilustrativos y de uso frecuente.

ECUACIONES CUADRATICAS.

Con respecto al tema de las ecuaciones cuadraticas, el libro para el maestro, lo

estructura de la siguiente manera:

Se habla de la importancia de trabajar problemas cuya solucién esta relacionada
con ecuaciones cuadraticas desde el principio y no sélo al final del tema, se puede
introducir el tema de las ecuaciones de segundo grado por medio de problemas

interesantes.

No vale la pena intentar reducir la solucidon de ecuaciones cuadraticas a la pura

aplicacion de formulas, pues si bien el aprendizaje de la formula general es
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importante, la experiencia muestra que sin los antecedentes necesarios, los

alumnos ni la recuerdan, ni saben aplicarla con propiedad.

La estrategia tradicional para ensefiar a resolver ecuaciones cuadraticas consiste
en distinguir y tratar por separado las llamadas ecuaciones incompletas de la
ecuacion completa. El inconveniente de esta estrategia es que con frecuencia
conduce a empobrecer los problemas y situaciones que se proponen en clase. Es

importante, en particular, que los alumnos:

Resuelvan ecuaciones puestas en la forma (ax+b)2 =d vy practiquen el

procedimiento de completar cuadrados para llevar una ecuacion

cuadrética a esta forma y resolverla.

Resuelvan ecuaciones por el método de factorizacion, sin limitarse a las

ecuaciones incompletas que puedan llevarse a la forma x(ax+ b) =0.

Una vez que los alumnos hayan resuelto suficientes ejercicios y problemas con la
técnica de completar cuadrados, el maestro podrda deducir junto con ellos la
férmula general y disefiar actividades y ejercicios para que la practiquen. Deberan
observarse que dependiendo del signo del discriminante b®- 4ac, una ecuacion
cuadrética puede tener: 2 soluciones reales, s6lo una o ninguna solucion real. En
este Ultimo caso la soluciéon de la ecuacion son dos nuameros imaginarios o

complejos que se estudiaran mas adelante, en niveles escolares posteriores.

El método grafico es comodo de emplear, porque para aplicarse a cualquier
ecuacion cuadratica de la forma ax® +bx+c =0, solo se requiere transformar esta

ecuacion en el sistema:
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Un dibujo preciso sobre papel milimétrico o cuadriculado de la grafica de la
pardbola y = x°.

Trazar una recta que pase por los puntos de coordenada g%—cg y

e ag

c .0 .
?B,Og, y los puntos donde esta recta corte a la parabola son las
e a

soluciones de la ecuacion.

Asi como para examinar los diferentes casos que pueden presentarse al resolver

una ecuacion cuadratica:

Que la recta corte a la parabola en 2 puntos y, entonces, la ecuacion

tiene dos soluciones reales.

Que la recta sea tangente a la parabola, en cuyo caso la ecuacion
sélo tiene una solucion, o como también se dice, las dos raices de la

ecuacion son iguales.

Que la recta no corte, ni toque a la parabola, lo que quiere decir que
la ecuacidon no tiene raices reales (esto es, las dos raices son

imaginarias).
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Me parece buena la propuesta pedagogica presentada en el Libro para el Maestro,

los aspectos que destaco son los siguientes:

Lo principal en las mateméticas a nivel secundaria es que el alumno
aprenda a plantear y resolver problemas, para lograr un aprendizaje

significativo en este.

Que el alumno vea congruencia entre los temas a estudiar y que no se

presenten de manera desligada.
Que el alumno pueda integrar sus conocimientos previos con los nuevos, a
partir de la resolucibn de problemas teniendo en cuenta contenidos

matematicos previos involucrados en el programa.

Que en el salén de clases se promueva la participacion activa de los

alumnos.

Promover en los alumnos un ambiente de investigacién y discusion entre

iguales y con el maestro.

No reducir el trabajo matematico a aplicacion de técnicas y procedimientos.
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LIBROS DE MATEMATICAS
DE TERCERO DE SECUNDARIA

En esta seccion presento el resultado de la revision de 7 libros de texto, de los
cuales hago una breve descripcion del tratamiento de los temas concernientes a
las ecuaciones cuadratica, el niumero y tipo de ejercicios de ecuaciones y de

problemas de enunciado que se proponen al alumno, estos libros son:

ARREGUIN José, Matematicas 3, Editorial LAROUSSE, México, 200, pp.
67 —74.

BRISENO Luis, Matematicas 3, editorial SANTILLANA, México, 1997, pp.
84 — 96.

CABALLERO Arquimedes, Matematicas 3, editorial ESFINGE, México,
1999, pp. 91 -122.

CURIEL, TAVERA y VILLAR, Matematicas 3, Publicaciones culturales,
México, 1997, pp. 70 — 84.

GALICIA Maria Luisa y AQUINO Martha Matematicas tercer curso,
editorial G E Iberoamérica, México, 1994, pp. 121 — 140.

GARCIA Marco, RIVERA Mario y DURAN Rafael, Matematicas 3
Estrategias, Editorial ESFINGE, México, 1997, pp. 182 — 202.

LICEAGA Jesus, Ejercicios de matematicas 3, editorial ESFINGE, México
1994, México. pp. 144 — 156.
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Iniciaré con la descripcion de los libros antes mencionados, respecto a la manera

en gque abordan el tema de ecuaciones cuadraticas.

1. Libro de ARREGUIN. Matematicas 3.

El autor sin hacer ninguna introduccion, desarrolla el tema de la siguiente manera:

Definicién de ecuacion cuadratica general.

Ecuaciones incompletas

0 Explicacion del procedimiento a seguir para la resolucion de las
ecuaciones cuadraticas del tipo: ax’+bx=0, tomando el factor
comun e igualando los dos factores a cero para obtener el valor de

X, Y X,,por ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacion: x*-3x=0
Se factoriza: X(x-3)=0

Se igualan los dos factores a cero: x=0, x-3=0

El autor no explica de que propiedad se vale para igualar cada factor

a cero

Soluciones de la ecuacion: X =0,x, =3

» Incluye un listado de 12 ejercicios, cada uno de ellos consiste
en una ecuacion particular del tipo ax® +bx =0, que el alumno
debe resolver siguiendo el método antes explicado.

o Explicacion del procedimiento a seguir para la resolucion de las
ecuaciones cuadraticas del tipo: ax®+c=0, se despeja la variable

X Yy se extrae la raiz cuadrada para obtener las soluciones, se ilustra
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el proceso anterior, resolviendo una ecuacion particular del mismo
tipo.
o Incluye una lista de 12 ecuaciones cuadraticas del tipo ax’+c=0

gue el alumno debe resolver despejando la variable x.

Ecuaciones completas

0 Explicacion del procedimiento a seguir para la resolucion de las
ecuaciones cuadraticas del tipo: ax* +bx+c =0 por factorizacion. Se
factoriza el trinomio de segundo grado, se igualan los dos factores a
cero para encontrar las soluciones de la ecuacion.

= Como ejercicios el alumno debe resolver 9 ecuaciones
cuadraticas completas, factorizando.

o Explicacion del procedimiento a seguir para la resolucion de las
ecuaciones cuadraticas del tipo: ax®+bx+c=0 completando el
trinomio cuadrado perfecto.

= Como ejercicios el alumno debe resolver 8 ecuaciones

completas de segundo grado completando cuadrados.

Formula general

o Toma la ecuacion ax® +bx+c=0 y completando cuadrados, el autor
llega a la formula general.
o Explicacion de como sustituir los coeficientes de una ecuacion de
segundo grado en la féormula general.
» Ejercicios: el alumno debe resolver 8 ecuaciones, de las

cuales no todas son completas, utilizando la férmula general.
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o Andlisis del discriminante para determinar el tipo de soluciones que
una ecuacion de segundo grado puede tener dependiendo de su
valor.

= 11 ejercicios en los cuales el alumno debe calcular el valor del
discriminante y determinar el nUmero y tipo de soluciones que
pueden tener.

0 Incluye 4 problemas que el alumno debe resolver planteando y
resolviendo ecuaciones de segundo grado, 2 de ellos son los
siguientes:

= Un terreno mide 6 metros mas de largo que de ancho. Si la
superficie del terreno es de 520 m?, ¢cuéanto mide de largo?,
¢cuanto mide de ancho?

= Luis ayudo a su equipo de béisbol a ganar un partido
anotando varias carreras. Si el triple del cuadrado del nimero
de carreras que anot6 Luis es igual a 12, ¢cuantas carreras
anoto Luis?

Los otros dos son del mismo tipo.

2.- Libro de BRISENO. Matematicas 3.

El autor no presenta introduccién, desarrolla el tema de la siguiente manera:

Ecuaciones incompletas

o Definicion de ecuacion de segundo grado incompleta y completa.
0 Resolucion de 2 ecuaciones de la forma ax® +c¢=0como ejemplos,

despejando la x* y sacando raiz cuadrada. Se ilustra en un esquema

en donde se describen los pasos a seguir, por ejemplo:

Encontrar la solucién de:

2x*+3=21
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Se despeja x*:
2 2 2 2 18
2X“+3=21® 2x° =21- 3® 2x° =18® X =E=9

Entonces, X =+/9 = +3

Hay que aclarar, que al autor no explica porque antepone el sigho *

a la raiz cuadrada.

Ecuaciones incompletas de la forma ax® +bx =0, se explica en un
esquema y se ilustra con un ejemplo, el proceso a seguir es:
» Se factoriza la x, quedando dos factores que multiplicados
dan cero.
» Seiguala a cero cada factor, y se obtienen las dos raices.

Por ejemplo:

Resolver la ecuacion

3x*-5x=0
Se saca x como factor comun: x(3x- 5)=0

Se iguala cada factor a cero:

x=0,

3x-5=0
No explica porque se igualan a cero los factores.
Se despeja x:

3X-5=0® 3x=5® x=:

Las soluciones de la ecuacion son:
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o Ejercicios:
= De 6 ecuaciones, los alumnos deben indicar cuales son las de
segundo grado.
= Resolver 18 ecuaciones del tipo ax’> +c=0
= Resolver 24 ecuaciones del tipo ax®+bx=0, 10 con
coeficientes fraccionarios (en los ejemplos resueltos no se

resuelve ninguna ecuacion con coeficientes fraccionarios).

Solucién por factorizacion

o Explicacion de cdmo se resuelve unas ecuacion completa de
segundo grado factorizando:
= Binomios cuadrados.
*= Binomios conjugados
Dando 2 ejemplos en cada caso:
x*-12x+36 =0
x?-3x+2=0
o Ejercicios:
» Resolver 20 ecuaciones por medio de factorizacion.
» Factorizar cada una de estas 22 ecuaciones como un binomio
cuadrado y encontrar las soluciones.
» Se danl8 pares de numeros y el alumno debe construir 18
ecuaciones una ecuacion para cada par de soluciones.
= Simplificar 18 ecuaciones, factorizandolas como el producto

de binomios conjugados.



94

Completando cuadrados

o Explicacion del método de completar cuadrados, resolviendo 2
ecuaciones.

o Ejercicios:

= Completar 16 expresiones del tipo:

(O+ O)* = x*> +2x+1
= Convertir 10 expresiones del tipo ax*+bx en trinomios
cuadrados perfectos.
» Resolver 14 ecuaciones completando cuadrados (los

coeficientes de los términos cuadraticos son iguales a 1).

Solucién por medio de la férmula general

0 Obtencion de la formula general resolviendo la ecuacion
ax*+bx+c=0, por el método de completar cuadrados, y se explica
con 3 ejemplos concretos la manera en que se sustituyen los
coeficientes en dicha formula.

o Ejercicios:

» Resolver 20 ecuaciones de segundo grado utilizando la
férmula general (las ecuaciones son escritas en su forma
general).

= Transformar 6 ecuaciones a la forma general:
ax®> +bx+c=0, y resolverlas.

» Resolver 6 problemas utlizando ecuaciones de segundo
grado, el tipo de problemas a trabajar son:

La suma de 2 numeros es 29 y su producto 204.
¢,Cuales son los nUmeros?

Calcula las dimensiones del rectangulo cuya area es 30
y Su perimetro 22.
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En el libro no se resuelven problemas equivalentes al anterior, solo se incluye

como ejercicios para los alumnos.

Discriminante y nUmero de soluciones

0 Se establece el discriminante (b2 - 4ac) de una ecuacion de segundo

grado, para determinar el tipo de soluciones que posee, se explica
por medio de:

» Representacion grafica (solo muestra los tres tipos de
pardbolas de acuerdo con el valor del discriminante), aunque
en el libro, el autor no trabaja la resolucion de ecuaciones
utilizando el método gréfico.

» Ejemplificando con ecuaciones.

o Ejercicios:

= Calcular el discriminante de 20 ecuaciones de segundo grado.

» Determinar si las parabolas correspondientes a 10 ecuaciones
dadas intersecan al eje X.

» De 3 paradbolas dadas determinar los discriminantes de las

ecuaciones correspondientes.

3.- Libro de CABALLERO. Matematicas 3.

Antes de empezar con el tema de las ecuaciones cuadraticas, el autor revisa los

temas siguientes a manera de introduccion:

Potencias pares e impares de nUmeros negativos

o Definicion de potencia.

o Potencias de niumeros positivos y de nimeros negativos.
Doble signo de la raiz cuadrada.

o Definicién de raiz cuadrada.
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o Ejemplos.
NuUmeros irracionales.
o Definicion de namero racional.
o Ejemplos.
NuUmeros reales.
o El conjunto de los numeros reales.
Expresiones racionales e irracionales.
o Diferencia entre nimeros racionales e irracionales.
o Diferencia entre expresiones racionales e irracionales.
Funciones cuadraticas.
o Definicion de funcién cuadratica
o Ejemplos
o Tabulacién de funciones cuadraticas y ejemplos.

La manera en que el autor desarrolla las ecuaciones cuadraticas es la siguiente:

Ecuaciones de seqgundo grado

o Definicion de las ecuaciones de segundo grado.
o Ejemplos de ecuaciones de segundo grado: x*- 7=0, 3x*+x=18

o En 10 ecuaciones, el alumno debe indicar cuales son de segundo

grado y cuales no.

Ecuacion completa de sequndo grado

o Definicion de ecuacion completa de segundo grado, y su forma
general (ax®+bx+c=0).

0 6 ejemplos de ecuaciones de segundo grado completas.

0 Se incluye un listado de 10 ejercicios de ecuaciones de segundo
grado, el alumno debe convertir la ecuacion a su forma general. Uno

de los ejercicios es el siguiente:
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La ecuacion (x- 3)> =17, hay que transformarla para escribirla de la

forma: ax’ +bx+c=0

Ecuaciones incompletas de seqgundo grado

o Definicion de ecuaciones incompletas de segundo grado.
o Ejemplos de este tipo de ecuaciones.
o Se incluye un listado de 10 ecuaciones cuadraticas, que el alumno

debe clasificarlas en completas o incompletas.

Explicacion de lo que son las soluciones o raices.

Resolucion de la ecuacion incompleta de sequndo grado de la forma

ax’+c=0

o El autor explica, usando la ecuacion particular: x* - 36 = 0de manera
detallada, paso a paso, la manera en como se resuelven este tipo de
ecuaciones. En otras dos ecuaciones concretas, procede de la
misma manera.

o En un recuadro presenta el método a seguir para la resolucién de

ecuaciones del tipo ax’* +c=0: “la ecuacion incompleta de segundo
grado de la forma general ax® +c =0, tiene siempre dos soluciones
que son dos valores simétricos. Estos se encuentran extrayendo la
raiz cuadrada del cociente que resulta de dividir el término
independiente, con signo contrario, entre el coeficiente de x°,
teniendo en cuenta el signo + de la raiz cuadrada”.

o Ejemplos de este tipo de ecuaciones: 3 de la forma: x> +c=0y 2 de
la forma ax®+c=0, resueltas de acuerdo con el método antes

mencionado.
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o Se incluyen 10 ejercicios de ecuaciones del tipo ax* +c =0, para que

el alumno las resuelva siguiendo el método anterior.

Resolucion de la ecuacidén incompleta de sequndo grado de la forma

ax> +bx=0

o El autor explica, en un caso particular, 2x*- 6x=0, la forma en que
este tipo de ecuaciones se resuelven, y de manera detallada
describe cada uno de los pasos a seguir. Resuelve otras dos
ecuaciones con el mismo procedimiento.

o En un recuadro presenta el método a seguir para la resolucién de
ecuaciones de este tipo: “la ecuacion incompleta de segundo grado
de la forma ax* +bx =0, tiene dos soluciones. Una es siempre cero.
La otra se obtiene dividiendo el coeficiente del término de primer
grado, con signo contrario entre el coeficiente del término de
segundo grado.

o0 Se incluyen 4 ecuaciones de este tipo, resueltas de acuerdo al
método antes mencionado.

o Se incluye un listado de 10 ecuaciones del tipo ax* +bx =0, para que

sean resueltas usando el método anterior.

Resolucion de la ecuacion completa de segundo grado

o Meétodo de factorizacion.
= El autor explica la forma en como se resuelven este tipo de
ecuaciones, desarrollando, de manera detallada los pasos a
seguir en la ecuacion siguiente: x*- 3x+2=0. Resuelve dos
ecuaciones mas con el procedimiento descrito anteriormente.
= En un recuadro presenta el método a seguir para la resolucion

de este tipo de ecuaciones:
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“se factoriza el trinomio de segundo grado que
constituye el primer miembro de la ecuacion”.
“se sustituye dicho trinomio por el producto de los dos
factores bindbmicos que lo forman”.
“se iguala a cero cada uno de los factores bindmicos,
obteniéndose asi dos ecuaciones de primer grado”.
“se resuelven estas dos ecuaciones de primer grado,
cuyas soluciones son las raices de la ecuacion de
segundo grado”.
“se comprueban las raices”.
= Ejemplos: 3 ecuaciones completas, resueltas de acuerdo con
el método antes mencionado:
Resolver por factorizacion la siguiente ecuacion:
x*-5x+6=0
(x- 2)(x-3)=0
X-2=0,x=2
Xx-3=0,x=3
No explica porque iguala a cero cada factor.
X =2
X, =3

Las raices son:

Comprobacion:

Para x, =2
(2)>-512)+6=0
4-10+6=0
10- 10=0

Para x, =3
(3)*-5(3)+6=0
9-15+6=0
15-15=0

= Se incluye un listado de 10 ejercicios de ecuaciones

cuadréticas completas.
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o Meétodo de completar cuadrados.
= El autor explica la forma en como se resuelven este tipo de
ecuaciones, desarrollando, de manera detallada los pasos a
seguir en la ecuacioén siguiente: 2x* - 4x- 6=0.
» Resuelve dos ecuaciones mas con el procedimiento descrito
anteriormente.
= En un recuadro describe el método a seguir para la resolucion
de ecuaciones de este tipo:
“se pasa el término independiente al segundo
miembro”.
“si el coeficiente de x* es distinto de la unidad, se
dividen los dos miembros entre dicho coeficiente”.
“se agregan a los dos miembros el cuadrado de la
mitad del coeficiente de x, obteniéndose asi, en el
primer miembro, un trinomio cuadrado perfecto”.
“se expresa el primer miembro como el cuadrado de un
binomio”.
“se extrae la raiz cuadrada de ambos miembros”.
“se despeja el valor de x obteniéndose las dos raices
de la ecuacion”.
“se comprueban las raices”.
* Incluye 5 ecuaciones cuadraticas completas resueltas de
acuerdo con el método antes mencionado.

La manera de proceder es la siguiente:



2x% - 7x+3=0
2x% - Ix=-
w2 ly=.3
2 2
, 749 3 49
X2- Sx+—=-24+2
2 16 2 16
XZ_ZX+i9:§
2 16 16
e 76 _25
Cx- —+ =
e 4g 16
7 5
X- —=+°>
4 4
7 5
X=—-+>
4 4

Comprobacion:

Para x, =3

2(3)2- 7(3)+3=0
18- 21+3=0
21- 21=0

Para X, :;

101
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.2 v
B0 0,39
e2g e2g

B0 1,320
edg 7

2 14_'_3=0
4

- L2+3:O
4

-3+3=0

= Se incluye un listado de 10 ejercicios de ecuaciones
cuadraticas completas.
o Formula general.
Partiendo de la ecuacion ax*+bx+c=0 y usando el método de
completar cuadrados se obtiene la formula general.
= Método:
“las raices de una ecuacion de segundo grado se
obtienen mediante una fracciébn cuyo denominador es
igual al coeficiente de x con signo contrario, mas-
menos la raiz cuadrada de la diferencia entre el

cuadrado de dicho coeficiente y el cuéadruplo del

producto del coeficiente de x* por el término
independiente, y cuyo denominador es el doble del
coeficiente de x°.
» Resuelve 3 ecuaciones cuadraticas completas de acuerdo con
el método antes mencionado.

= Se incluye un listado de 20 ecuaciones cuadraticas completas.
Problemas

0 Se resuelven los siguientes 5 problemas:



Los problemas

aspectos:
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Hallar un namero distinto de cero, tal que el triple de su
cuadrado sea igual a 6 veces el mismo namero.

Un nuamero es igual al cuadrado de otro, la suma de ambos es
42 ¢;Cuadles son estos numeros?

Pedro tiene un hermano mas pequefio, llamado Juan. La
suma de las edades de ambos es 30 afios y su producto es
221 ¢ Qué edad tienen Pedro y Juan?

La base de un triangulo mide 6m mas que la altura y el area
es 20m?. Calcular la base y la altura.

Hallar dos nameros consecutivos, cuyo producto sea igual a
224,

anteriores, los resuelve tomando en cuenta los siguientes

Datos

Incognitas

Representacion algebraica
Ecuacion

Resolucién

Solucion

Comprobacion

Para ser resueltos de la misma manera, el autor presenta un listado de 18

problemas equivalentes a los anteriores.

Tabular expresiones de la forma ax®+bx+c=y

o El autor explica como se tabulan algunas ecuaciones particulares, lo

hace tomando las siguientes ecuaciones: una completa, dos

incompletas, una sin término independiente y otra sin término lineal.
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Representacion y resolucion grafica de ecuaciones de seqgundo grado

o

4.-

Se les explica a los alumnos que después de tabular la ecuacion,
procedan a graficar esos puntos (X,y) en el plano cartesiano para

obtener la parabola, y los puntos de interseccion de la parabola con
el eje de las X son las soluciones de la ecuacion.

Resuelve 5 ecuaciones con el método grafico, tres con dos
soluciones reales, una con una solucion real y otra sin soluciones
reales.

Se incluye un listado de 20 ejercicios de ecuaciones para ser

resueltas por el método anterior.

Libro de CURIEL / TALAVERA / VILLAR. Matematicas 3.

Empieza con una breve resefia histérica para introducir el tema de las ecuaciones

de segundo grado, el tema lo dividen en los siguientes apartados:

Las ecuaciones de sequndo grado y su clasificacion.

o

o

Definicibn de ecuacion de segundo grado con una incognita,
distinguiendo entre ecuaciones completas e incompletas.
3 ejemplos, donde se presentan ecuaciones cuadraticas y se dice si
son completas o incompletas identificando los coeficientes y la
incognita.
9 ejercicios, en cada uno se da una ecuacion y un numero y el
alumno debe sustituir el nUmero en la ecuacién y comprobar si se
cumple la igualdad.
Uno de los ejercicios es siguiente:

. x*-64=0

8 si es solucion porqué (8)* — 64 = 0 es una igualdad verdadera.
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Ecuaciones equivalentes.

o Definicion de ecuaciones equivalentes.
0 2 ejemplos donde se explica a los alumnos, como obtener
ecuaciones equivalentes a partir de una dada, por medio del

despeje, uno de ellos es el siguiente:

» Las siguientes ecuaciones son equivalentes. Su conjunto de
soluciones es 6 y —6.
4x? -144=0
sumamos 144 a ambos miembros de la ecuacién anterior

4x* =144
o 1 . ., .
Multiplicamos por 2 los dos miembros de la ecuacion anterior

y obtenemos:

x> =36

o 6 ejercicios donde el alumno tiene que encontrar ecuaciones
equivalentes a la anotada en cada inciso, y debe comprobar sus
respuestas (verificando si las ecuaciones equivalentes tienen el

mismo conjunto solucion).

Resolucion de ecuaciones de laforma ax?+c=0

o Explicacion de como se resuelve este tipo de ecuaciones:

= Construir ecuaciones equivalentes hasta llegar a la forma:

x2=r

= Sacar raiz cuadrada.

o 1 ejemplo de como se resuelve este tipo de ecuaciones, la ecuacion

es 3x* - 48=0.
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o0 Se presentan 15 ecuaciones de la forma antes mencionada y se
proponen como ejercicios para que el aluno encuentre las raices,
despejando (“construyendo ecuaciones equivalentes”) y sacando

raiz cuadrada.

Resolucion de ecuaciones de la forma: ax> +bx=0

o Explicacion de como se resuelve este tipo de ecuaciones:
= Se construye una ecuacion equivalente factorizando la
expresion algebraica original.
= Después, aplicar la siguiente propiedad “si un producto es
cero, entonces por lo menos uno de sus dos factores debe se

igual a cero”.
0 2 ejemplos de como se resuelven, factorizando una ecuacion
incompleta y una ecuacion completa, explicando cada paso.

o0 17 ejercicios que se resuelven factorizando.

Resolucion de ecuaciones completas de sequndo grado

o Explicacién de cémo se resuelven las ecuaciones de segundo grado
completas por medio de completar cuadrados, resolviendo 2
ejemplos (uno con el coeficiente del término cuadratico igual a uno y
el otro con el coeficiente igual a 4).

o Como ejercicios, los autores propone 11 ecuaciones completas de

segundo grado, que deben ser resueltas completando cuadrados.

Formula general para resolver ecuaciones de sequndo grado.

o Presentacion de “las férmulas generales” para resolver ecuaciones

de segundo grado:
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- b+-/b*- 4ac

2a

_ - b-+/b*- 4ac

2a

Explicacion del valor del discriminante, para determinar el tipo de

solucion de una ecuacion cuadratica.

o Explicaciébn de la obtencién de dichas “formulas” resolviendo la

ecuacion ax® +bx+c=0 completando cuadrados.

o Ejercicios:

Resolucién de ecuaciones completas e incompletas usando
las “férmulas generales”, 16 en total.

Resolucion de 10 ecuaciones para ser resueltas por algun
método que el alumno elija.

17 ecuaciones a las cuales se debe determinar el valor del
discriminante y encontrar las raices utilizando las “formulas

generales”.

Resolucion de problemas

o Ejemplificacion de como se “resuelve” un problema:

Enunciado: “El area de un rectangulo es 90 cm?. Si su altura
mide 13 cm. mas que su base, ¢cudles son sus dimensiones?
Planteamiento:
“lamemos xa la medida de la base. En tal caso, la medida de
la altura es x+13. El area, 90 cms?, es el producto de dichas
dimensiones, esto es”:

x(x +13) =90
o bien

x? +13x- 90=0
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= Resolucién de la ecuacion cuadratica obtenida:

_-13+./(13)" - 40(-90) _ - 13+ /529 _

] 5
2(1) 2

_-13- /(13- 41)(-90) _- 13- /529 =-18
2 = 2(1) ) ]

= Comprobacion de las soluciones de la ecuacion:
(5)(5+13) =5(18) =90

(-18)(-18+13) =(- 18)(-5) =90
» Respuesta al problema:
“La base del triangulo mide 5 cm. y la altura mide 18 cm.
En este caso la soluciébn negativa no se emplea para dar
respuesta al problema, porque las dimensiones de un

rectangulo no pueden ser negativas”.

o Ejercicios, presenta 14 problemas, el tipo de problemas presentados
son los siguientes:

» El perimetro de un rectangulo mide 32 cm. Si el area es de 63
cm?. ¢ Cudles son sus dimensiones?

= Dos numeros suman 9y sus cuadrados 53. ¢ Cuales son esos
dos nimeros?

= Un grupo de 1800 deportistas se forman en columnas para
desfilar. Si el nimero de deportistas en cada columna es 8
mas que el nimero de columnas, ¢cuantas columnas hay y
cuantos hombres tiene cada columna?

= Un vehiculo ha recorrido 200 Km. en cierto tiempo. Si se

hubiera tardado una hora menos en efectuar ese recorrido, su
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velocidad habria sido mayor 10 Km./h. ¢Cudl fue su

velocidad?

Los cuales deben ser resueltos siguiendo los pasos anteriores.

5.- Libro de GALICIA / AQUINO. Mateméticas tercer curso.

Las autoras, empiezan con la definicion general de ecuaciones cuadraticas sin dar

ningun tipo de introduccion, desarrollan el tema de la siguiente manera:

Ecuaciones de sequndo grado o cuadraticas

o Definicion de una ecuacion cuadrética, e identificacion de los 3
términos que forman una ecuacion completa de este tipo (cuadratico,
lineal e independiente).

o Se escriben 3 ecuaciones cuadraticas, para clasificarlas como
completas o incompletas, siguiendo el criterio anterior.

o Se incluyen 4 ejercicios de ecuaciones cuadraticas en donde el
alumno debe clasificarlas como completas e incompletas, en las

ecuaciones incompletas identificar el término que falta.

Resolucion de ecuaciones incompletas de segundo grado sin el término

lineal

o Explicacion de como se resuelven estas ecuaciones cuadraticas
despejando la incégnita y sacando raiz cuadrada para encontrar las
2 soluciones, finalmente se comprueban los resultados (se explica el
proceso resolviendo una ecuacion).

o Resolucion de una ecuacion del tipo ax* =c, de acuerdo con lo

anterior.
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o Se incluye una lista de ejercicios de 12 ecuaciones del tipo

ax>+c=0, que el alumno debe resolver como se le explico

anteriormente.

Solucién de ecuaciones incompletas de sequndo grado faltando termino

independiente

o Explicacién de la forma de resolucion: se factoriza, y se iguala a cero
cada factor para obtener las dos soluciones de la ecuacion, se
explica, en un caso particular, resolviendo una ecuacion de este tipo
(ax® +bx =0) y comprobando las soluciones.

o Se incluye un ejemplo mas, de cémo resolver este tipo de
ecuaciones, ademas de comprobar los resultados.

o Se incluye un listado de 12 ejercicios de ecuaciones del tipo
ax®+bx=0, para que el alumno las resuelva con la técnica

previamente explicada.

Resolucion de ecuaciones completas de sequndo grado por el método de

factorizacion

0o Explicacion de la forma de resolver ecuaciones del
tipox? +bx+c=0": se factoriza la ecuacion y se iguala a cero cada
factor para encontrar los dos valores de la incognita y posteriormente
comprobar las soluciones.

0 Se usa un ejemplo mas, para explicar la manera en como resolver

las ecuaciones completas, por este método.

" Las autoras recomiendan a los alumnos que antes de resolver una ecuacion cuadrética la deben igualar a cero
y ponerlaen laformagenera (primero el término cuadrético, después el término lineal y finalmente €l
término independiente).
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o Se incluye un listado de 16 ejercicios de ecuaciones cuadraticas
completas. El alumno debe resolverlas usando el procedimiento

antes descrito.

Resolucion de ecuaciones de sequndo grado completando cuadrados

o Explicacion del método de completar cuadrados, resolviendo una
ecuacion del tipo x*+bx+c=0 para obtener los valores de la
incégnita y comprobarlos.

0 Se da un ejemplo mas a los alumnos.

o Se incluye un listado de 14 ejercicios de ecuaciones del tipo

x* +bx+c =0, que el alumno debe resolver completando cuadrados.

Resolucion de ecuaciones de sequndo grado por medio de la férmula

general

o Explicacién de codmo llegar a la férmula general a partir de resolver la
ecuacion ax® +bx+c =0 completando cuadrados.

o Como ejemplos, se resuelven 2 ecuaciones de la forma
ax® +bx+c=0utlizando la férmula general y comprobando
resultados.

o Se incluye una lista de 6 ejercicios de ecuaciones cuadraticas

completas, se pide al alumno resolverlas usando la férmula general.

Uso del discriminante para determinar el nimero de soluciones de las

ecuaciones de segundo grado

o Explicacion del tipo de soluciones que una ecuacion cuadrética

puede tener dependiendo del valor del discriminante.
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Como ejemplo de lo anterior se muestran 2 ecuaciones cuadraticas
en donde se explica como determinar el valor del discriminante para

poder decir si tienen o no solucion real.

Se incluyen 12 ejercicios de ecuaciones cuadraticas y se pide determinar si tienen

0 no solucién de acuerdo con el valor del discriminante.

6.-

Libro de GARCIA / RIVERA / DURAN. Matematicas 3 estrategias.

Los autores empiezan resolviendo un problema de fisica, para plantear y resolver

una ecuacion cuadratica, para posteriormente dar la definicion de esta, la manera

en la que desarrollan el tema es la siguiente:

Problemas que relacionados con ecuaciones cuadraticas

o

o

Introduccion al tema: por medio del siguiente problema: “una persona
quiere cruzar nadando un rio de 45 metros de ancho. Si su velocidad
es de 30 metros por minuto en aguas tranquilas y la corriente lo
arrastra a razén de 20 metros por minuto:

= ¢ En cuanto tiempo atravesara el rio?

= ;Cual sera la velocidad resultante?

= ¢ Cudl sera la distancia que recorrera al nadador para cruzar

el rio?

¢COmo usar vectores ortogonales para resolver problemas? Se
explica al alumno la forma en que pueden resolver el problema
haciendo uso del teorema de Pitagoras.
Ejercicios:

» Resolver el siguiente problema: “de acuerdo con las

condiciones del problema anterior, ¢a qué velocidad cruzara
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el rio una persona que en aguas tranquilas nada a 40 metros
por minuto?

» 3 gjercicios en los que el alumno debe encontrar la magnitud
de vectores.

o Como desafio, el alumno tiene que encontrar la magnitud de 3
vectores, los cuales forman un triangulo rectangulo: x (cateto), x+2
(cateto) y x+4 (hipotenusa).

o Como proyecto para casa, el alumno debe de investigar como se

resuelven las siguientes ecuaciones de segundo grado :
2 —_
= ax“+c=0
= ax®+bx=0

» ax’+bx+c=0

Resolucion de ecuaciones cuadraticas por factorizacion

o La introduccion al tema se hace planteando siguiente problema: “un
ciclista conduce a 35 Km/h (v,) cuando cruza el kilbmetro 20 (x,) de
un recorrido total de 100 kildmetros. Si a partir de ese punto acelera
a razén de 5 Km/h, cada hora (a = 5 Km/h?)

» ¢ En qué kilometro ird dentro de 1 hora?
= ¢A qué velocidad ira dentro de 2 horas?
» ¢ Cuéanto tiempo tardara en llegar a la meta?”

o ¢Como usar ecuaciones de segundo grado para resolver problemas?
Para responder a la pregunta, se resuelve el problema anterior de la
siguiente manera:

= establecer la ecuacion de segundo grado a partir de la formula
de movimiento uniformemente acelerado.

» Se simplifica la ecuacion hasta su forma general

ax’ +bx+c=0.
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Se factoriza e igualan sus productos a cero para encontrar las
soluciones de la ecuacion.

Se “verifica” la respuesta al problema.

¢, Como resolver ecuaciones incompletas de segundo grado de la

forma ax®* +c=07? (se explica resolviendo un ejemplo)

Se despeja x°.
Se obtienen las raices cuadradas en ambos miembros.

Se obtienen las dos soluciones.

Se plantean como ejercicios 2 ecuaciones de la forma ax’*+c=0

que el alumno debe resolver de acuerdo con el ejemplo antes

mencionado.

¢,Como resolver ecuaciones incompletas de segundo grado de la

forma ax® +bx =07 (se explica resolviendo un ejemplo)

Se pasa la ecuacion a la forma general.
Se factoriza.
Se iguala cada factor con cero y se resuelven las ecuaciones

resultantes para obtener las soluciones.

Ejercicios:

2 ejercicios relacionados con la ecuacion ax® +bx=0 que el
alumno debe resolver de acuerdo con el procedimiento
descrito en el ejemplo.

3 ejercicios relacionados con la ecuacién ax® +bx+c=0 que
el alumno debe resolver de acuerdo con el procedimiento
descrito en el ejemplo.

Desafio: “en una prueba de persecucion individual, un ciclista
va a una velocidad de m/s. En cierto momento empieza a
acelerar a razén de 4 m/s®. Si faltan 176 m para terminar la
competencia ( pista: Xo=0, Vo=6m/s y a= 4m/s?:

¢ En cuénto tiempo cruzara la meta?

¢A qué velocidad cruzara la meta?
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= ¢A qué velocidad ira después de 5 segundos?”

Aplicacion de teorema de Pitdgoras en ecuaciones de sequndo grado

(0]

o Introduccion al tema: se presenta la siguiente figura:

A x+1 D x B

Para que el alumno conteste:
¢.Cuantas unidades mide la altura?
¢,Cuantas unidades mide la base AB?
¢, Cual es el area del triangulo ABC ?
0 ¢Cbomo plantear problemas por medio de ecuaciones de segundo

grado? Resolviendo el siguiente problema: ¢Cuanto mide la altura
del triangulo ADC?

» |dentificar la relacion cuadrética (teorema de Pitdgoras).
» Resolverla factorizando.
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» Interpretar la solucion.
o Ejercicios:
» Resolver los siguientes problemas usando ecuaciones de
segundo grado:

¢,Cuanto mide la base y la altura del triAngulo PQR, si

su area es de 31.5 cm??

H x+2

= Resolver por factorizacion 2 ecuaciones completas de

segundo grado.

o Desafio: el alumno debe resolver el siguiente problema, “un camién
de carga y un automovil salen simultaneamente de la ciudad de
México rumbo a Morelia, que se encuentra a 300 Km. La velocidad
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del auto es mayor que la del camién por 40Km/h, por lo que llega a
su destino dos horas antes que el camion.
= (A qué velocidad viajé cada vehiculo?

= ¢ Cuéanto tiempo tard6é cada uno en llegar a Morelia?

Resolucion de ecuaciones cuadraticas completando el trinomio cuadrado

perfecto.

0 Introduccion al tema: En el triangulo PQR, el segmento ST es
paralelo al segmento RQ. De acuerdo con el teorema de Tales,

resolver:
= ¢ Cuéanto mide el segmento PR?
= ¢ Cuanto mide el segmento PQ?
= ;COmo resolver la ecuacion x*- 2x- 6=07
= EI perimetro del rectangulo PQR es 24. ¢Cuanto mide

aproximadamente el segmento RQ?

X S x+3

0 ¢Como resolver una ecuacion de segundo grado cuando la
factorizacién no es evidente? Se explica resolviendo la ecuacion del
problema anterior.

o Como ejercicios, el alumno tiene que resolver 4 ecuaciones
completas cuadraticas completando cuadrados.

o Desafio: el alumno tiene que encontrar el valor de la base y la altura

del triangulo ABC.
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T i
A D B

Deduccién vy aplicacion de la formula general para resolver ecuaciones de

segundo grado

o Introduccién al tema: Se presenta la formula general y se resuelva un
ejemplo, se habla del numero de soluciones de una ecuacion
cuadratica dependiendo del valor del discriminante.

o ¢Como resolver una ecuacion de segundo grado usando la férmula
general? Se explica paso a paso como se resolvio la ecuacion del
ejemplo anterior.

o Como ejercicios el alumno tiene que relacionar dos columnas, en
una hay 5 ecuaciones cuadraticas completas, en la otra columna se
encuentran las soluciones.

o ¢Como se obtiene la férmula general para resolver ecuaciones de
segundo grado? Se resuelve la ecuacibn ax*+bx+c=0
completando cuadrados.

o Desafio: calcula el perimetro y el area del triAngulo ABC.

X +1
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Resolucion de problemas por medio de ecuaciones de sequndo grado

o Introduccién al tema por medio del siguiente problema:
= “;Cual debe ser el ancho de los andadores para que su area
sea la tercera parte del area de los jardines?
= (Cudl es el area que le corresponde a cada andador?
= (Cudl es el area que le corresponde a cada jardin?

100 m -

o ¢Como resolver problemas usando ecuaciones cuadraticas? Se
resuelve el problema anterior teniendo en cuenta:
= Identificar las relaciones matematicas involucradas en el
problema.
» Formular la ecuacion de segundo grado correspondiente a la
relacion.
= Resolver la ecuaciéon por el procedimiento que se considere
mas adecuado.
» Interpretar las soluciones de la ecuacion, de acuerdo con las
condiciones del problema.
= Verificar las soluciones del problema.
o Como ejercicios, el alumno debe resolver 4 problemas de la misma

manera como se trabajo en el ejemplo:
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= El 4rea de un terreno rectangular es de 205 m? y su perimetro
es de 61 m. ¢ Cuales son sus dimensiones?
= Siun nimero aumenta en 1y el cuadrado también aumenta
1, ¢cual es ese numero?
= Encuentra 3 nUmeros impares consecutivos cuya suma de sus
cuadrados sea 251.
= Si una maestra de primaria reparte 288 dulces entre los
alumnos que aprobaron un examen de matematicas, les toca
un dulce mas que si los reparte entre todo el grupo
¢,Cuantos alumnos tiene el grupo?
¢,Cuantos alumnos aprobaron el examen?
o Desafio: resolver el siguiente problema: “considera que DEIIBC,
para encontrar las medidas que se piden”
» Lalongitud de los segmentos DE,BC, AE,EC, AD, AB .

» El area de los triangulos ACB y AED.

Resolucion grafica de ecuaciones

o Introduccién al tema: se explica con un ejemplo la solucién grafica de
una ecuacion.
o ¢Como resolver graficamente una ecuacion de segundo grado? Se
explica mediante un ejemplo siguiendo estos pasos:
= Tomar la funcién correspondiente a la ecuacion (la expresion

algebraica se iguala a y).
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= Completar el trinomio cuadrado perfecto sin alterar la funcion,
para encontrar el vértice de la grafica.

= Trazar la gréfica, similar a la de y=x?, pero con el vértice

determinado.
= |dentificar las soluciones en la gréafica (no explica como se
encuentran, so6lo identifica los puntos de la parabola
correspondientes al vértice y a las soluciones).
o Ejercicios:
» Resolver graficamente 4 ecuaciones cuadraticas.
o Desafio: de acuerdo con una grafica dada (parabola) contestar:
= ¢ Cuales son las soluciones de la ecuacion?

= ;Cual es la ecuacion?

Resolucion grafica de ecuaciones de sequndo grado por ecuaciones

simultdneas

o Introduccion a los tema, parabola y recta: otra forma de resolver
graficamente ecuaciones cuadraticas, consiste en separar el término
cuadrético y el lineal y graficar ambos miembros por separado (la
parabola y la recta).

o ¢Como resolver graficamente ecuaciones de segundo grado?

Se procede de la siguiente manera:
= Separar el término de segundo grado y el lineal.
= Graficar la parabola y la recta resultantes.
= Identificar los puntos de interseccion de las 2 gréficas.
= Obtener las soluciones.

=  Verificar las soluciones.
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Enseguida presento un ejemplo de lo anterior:

o0 Se da un ejemplo de una ecuacion cuadratica resuelta graficamente
para que el alumno de la misma manera resuelva 3 ecuaciones,
como ejercicio.

o En un recuadro se presenta el tipo de soluciones que una ecuacion
de segundo grado puede tener de acuerdo con la interseccion de las
2 gréficas:

» Cuando la recta es secante a la parabola, tiene 2 soluciones
reales diferentes.

» Cuando la recta es tangente tiene una solucion.

» Cuando no se cortan no hay soluciones reales.

o Desafio: de acuerdo con 2 gréficas dadas (unas parabola y una recta
gue se intersectan en 2 puntos), el alumno debe contestar:

= ¢ Cudles son los puntos de interseccion de las dos graficas?
= . Cuales son las soluciones de la ecuacion?

= ¢De que ecuacion se trata?
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7.- Libro de LICEAGA. Ejercicios de matematicas 3.

El autor empieza con la definicion de ecuacion cuadratica, sin ningun tipo de
introduccion. El formato, de los temas relacionados con las ecuaciones de

segundo grado, es el siguiente:

En un recuadro se trabajan definiciones y ejemplos para una mejor
explicacion de los contenidos, ademas se recuerdan temas como:
factorizacién, productos notables, etc.

Piensa y analiza: son cuestionamientos que se presentan al alumno, con el
fin de que reflexione acerca del contenido matematico que se esté
revisando.

Ejercicios.

Ecuaciones de seqgundo grado (cuadraticas)

o Definicion y forma general.

o Piensay analiza: preguntas para el alumno, en este caso se pide al
alumno que identifique el valor de los coeficientes, de cada uno de
los términos que conforman determinada ecuacion.

o Incluye, como ejercicios 10 ecuaciones cuadraticas tanto completas
como incompletas, con el fin de identificar los valores de a, b,y cde

acuerdo con la forma general de las ecuaciones cuadraticas.

Soluciones de ecuaciones de la forma ax*+c=0

o Explicacion de como se resuelve este tipo de ecuaciones, por medio
de la descripcién de los pasos a seguir, ejemplo:
Resolver: x*-81=0
= Se suma 81 a ambos miembros de la ecuacion:

x*- 81+81=0+81



124

» Reducir términos semejantes:
x> =81
= Extraer laraiz cuadrada en ambos miembros de la ecuacion:
Jx? =181
= Conjunto solucién: {9,-9 }
o Piensay analiza:
“a partir de la ecuacién ax® +c =0, el alumno debe contestar cual es
la literal que vale cero (de acuerdo con la forma general) y cuantas
soluciones tiene esa ecuacion”.

o Incluye 10 ejercicios relacionados con la ecuacion de la forma

ax®*+c=0, y se pide al alumno encontrar la solucién, de acuerdo

con lo explicado.

Solucion de ecuaciones de la forma ax? +bx = 0.

0 Explicacion de como se resuelve este tipo de ecuaciones, buscando
“el maximo factor comun” e igualando cada uno de los factores a
cero, para obtener los dos valores de x. Lo anterior se explica
resolviendo dos ecuaciones y comprobando los resultados.

o0 Piensay analiza: a partir de la ecuacion ax”> +bx =0 el alumno debe
contestar cual es la literal que vale cero (de acuerdo con la forma
general) y cuantas soluciones tiene esta ecuacion.

o Incluye 5 ejercicios relacionados con la ecuacion ax” +bx=0. Se
pide a los estudiantes encontrar la solucién con el método antes

explicado.
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Solucion de ecuaciones de la forma ax? +bx+ ¢ =0, por factorizacion.

o Explicacién del método: se factoriza la ecuacibn como producto de
binomios conjugados y se igualan a cero los factores para encontrar
las soluciones de la ecuacion.

o Incluye 10 ejercicios relacionados con la ecuacion cuadrética
completa y se pide al alumno encontrar la solucion de acuerdo al

método explicado anteriormente.

Solucién de ecuaciones cuadraticas, completando el trinomio cuadrado

o Explicaciébn del método de completar cuadrados para resolver
ecuaciones de segundo grado, se explica paso a paso resolviendo 2
ecuaciones y comprobando resultados.

o Ejercicios:

= 10 expresiones del tipo x*+bx con fin de que el alumno
“‘complete el trinomio cuadrado perfecto y factorice para
encontrar el cuadrado del binomio”.

» 10 ecuaciones completas de segundo grado que el alumno

debe resolver completando cuadrados.

Formula general de la ecuacién de seqgundo grado

o Explicacion de como se obtiene la férmula general a partir de
resolver la ecuacion ax® +bx + ¢ = 0 completando cuadrados.
o Piensa y analiza: de una ecuacion cuadratica completa dada se le
pide al alumno:
= |dentificar el valor de los coeficientes
= Sustituirlos en la férmula general para encontrar las

soluciones.
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= Comprobar las soluciones sustituyéndolas en la ecuacion
original.
Incluye 10 ejercicios relacionados ecuacion cuadratica de la forma
ax®+bx+c=0, vy se pide al alumno que encuentre la solucion
usando la férmula general y contestando a la pregunta ¢cuantas
soluciones hay para cada ecuacion?,

Ejemplo:

6x° - 6x+5=0 ¢, Cuantas soluciones?
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TABLAS DEL ANALISIS DE LOS
LIBROS DE TEXTOS

En la siguientes tablas, se presenta un analisis a cerca del la manera en la que
cada autor de los libros de tercero de secundaria descritos al inicio de este
capitulo, de acuerdo a como manejan y muestran a los alumnos las ecuaciones
cuadraticas, tomando como base lo propuesto en el programa de matematicas de
secundaria (1993) y en el libro para el maestro. En dicha tabla se puede observar

lo siguiente:

En la primer columna el apellido de los autores del libro en cuestion.

En la tercer columna, se enlistas cada uno de los temas que el autor

trabaja en lo referente a las ecuaciones cuadraticas.

En la segunda columna, aparece el tratamiento que cada autor da al tema

de las ecuaciones cuadraticas.

En la cuarta columna, describo de que manera cada autor utiliza los

problemas de enunciado durante el desarrollo del tema.

En la quinta columna, el andlisis consiste en identificar si cada libro cumple
por una parte con los temas exigidos en el programa y por otra si es

tomado en cuenta el enfoque de dicho programa.

En la sexta columna, el analisis esta en funcién del libro para el maestro, y
consiste en mencionar si cada libro cumple con los temas propuestos por
éste y si ademas toma en cuenta su propuesta pedagogica en cuanto al

trabajo con los temas.
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ANALIZAR

PROBLEMAS

PROGRAMA

LIBRO para el MAESTRO

La resolucién de
problemas, es trabajada
por el autor, como un
tema al final de la
unidad, no resuelve
ningun problema, solo
plantea una lista de 4
problemas de enunciado
para que el alumno los

resuelva.

Los problemas son de
tipo geométrico, de
relaciones entre
nameros y de otro tipo
de contexto, 3 de ellos
se resuelven de manera

indirecta.

Con respecto a los

temas del programa.

Cumple con todos
los temas exigidos
en el programa de
matematicas (1993)
referente al tema de
ecuaciones

cuadraticas.

Con respecto al

enfoque del programa.

El tema de las
ecuaciones
cuadraticas no se
trabaja por medio
de la resolucion de

problemas.

Con respecto a los temas, el

autor no trabaja:

El discriminante ( nUmero
de soluciones).

El método grafico para
resolver ecuaciones de

segundo grado.

Con respecto a la propuesta:

El autor no trabaja
problemas a lo largo del
desarrollo del tema de
ecuaciones cuadraticas
como lo propone el libro
para el maestro, los trabaja

al final de la unidad.

No se explicita la existencia

de alguna relacion entre los

diferentes tipos de

ecuaciones cuadraticas.
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ANALIZAR

PROBLEMAS

PROGRAMA

LIBRO para el MAESTRO

La resolucién de
problemas de enunciado
es presentada por el
autor, después de haber
expuesto todos los tipos
de ecuaciones
cuadraticas y ha llegado a
la formula general. Los
problemas planteados
son de tipo geométrico y
numerico , ademas no
todos se resuelven de

manera directa.

El autor no resuelve
ningun problema, sélo los
expone al alumno, para
gue este trate de

resolverlos.

Con respecto a los

temas del programa.

Cumple con todos
los temas exigidos
en el programa de

matematicas

(1993) referente al

tema de
ecuaciones

cuadraticas.

Con respecto al
enfoque del

programa.

El tema de las

ecuaciones

cuadraticas no se
trabaja por medio
de la resolucién de

problemas.

Con respecto a los temas, el

autor no trabaja:

El método gréfico para
resolver ecuaciones de

segundo grado.

Con respecto a la propuesta:

No trabaja problemas a lo
largo del desarrollo del
tema de ecuaciones
cuadraticas como lo
propone el libro para el
maestro, los trabaja como

ejercicios para el alumno.

No se explicita la existencia
de alguna relacion entre los
diferentes tipos de

ecuaciones cuadraticas.
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Con respecto a los
temas del Con respecto a los temas,
La resolucion de problemas de |programa. el autor no trabaja:
enunciado, es trabajada como
uno de los ultimos temas de la Cumple con El discriminante

unidad, el autor, resuelve 5
problemas de diferente tipo
geomeétrico, de relaciones
numéricas y de otro tipo de
contexto explicando el
planteamiento de la ecuacion,
justificando cada paso, pues la
ecuacion no en todos lo casos
sale directa, resuelve
detalladamente la ecuacion y

comprueba los resultados.

A continuacion da una lista de
18 problemas de enunciado
para que el alumno la resuelva,
los problemas son de tipo
geométrico, numérico y de otro
tipo de contexto, ademas no
conduce directamente al
planteamiento de una ecuacion

de segundo grado.

todos los temas
exigidos en el
programa de
matematicas
(1993) referente
al tema de
ecuaciones

cuadraticas.

Con respecto al
enfoque del

programa.

El tema de las
ecuaciones
cuadraticas no
se trabaja por
medio de la
resolucion de

problemas.

(nimero de soluciones)

Método gréfico..

Con respecto a la

propuesta:

No trabaja problemas a
lo largo del desarrollo
del tema de ecuaciones
cuadraticas como lo
propone el libro para el
maestro, los trabaja al
final de la unidad.

No se explicita la
existencia de alguna
relacion entre los
diferentes tipos de

ecuaciones cuadraticas.
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PROBLEMAS

PROGRAMA

LIBRO para el MAESTRO

La resolucién de
problemas de enunciado,
es trabajada como el
ualtimo tema de la unidad,
el autor, resuelve un
problema geométrico,
explicando el
planteamiento de la
ecuacion, justificando
cada paso, pues la
ecuacion no sale directa,
resuelve detalladamente
la ecuacion y comprueba

los resultados.

A continuacion da una
lista de 15 problemas de
enunciado para que el
alumno la resuelva, los
problemas son de tipo
geométrico, numerico y
de otro tipo de contexto,
ademas no conducen al
planteamiento directo
dela ecuacion de segundo

grado.

Con respecto a los

temas del programa.

Cumple con todos
los temas exigidos

en el programa de

matematicas

(1993) referente al

tema de
ecuaciones

cuadraticas.

Con respecto al
enfoque del

programa.

El tema de las
ecuaciones
cuadraticas no se
trabaja por medio
de la resolucion de

problemas.

Con respecto a los temas, el
autor no trabaja:

El discriminante (nUmero de
soluciones).

El método grafico para
resolver ecuaciones de

segundo grado.

Con respecto a la propuesta:

No trabaja problemas a lo
largo del desarrollo del
tema de ecuaciones
cuadraticas como lo
propone el libro para el
maestro, los trabaja al final
de la unidad.

No se explicita la existencia
de alguna relacion entre los
diferentes tipos de

ecuaciones cuadraticas.
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Con respecto a los Con respecto a los temas, el
temas del programa. |autor no trabaja:
Cumple con todos |- EI método gréfico para
El autor, no trabaja la los temas exigidos resolver ecuaciones de
resolucion de problemas, en el programa de segundo grado.
ni como ejercicio para los matematicas
alumnos. Solo trabaja la (1993) referente al
resolucién de ecuaciones tema de Con respecto a la propuesta:
resolviendo ecuaciones ecuaciones
sin contexto, con un cuadraticas.
grado de dificultad - No trabaja la resolucion de
levemente mayor al de las | Con respecto al problemas.

ecuaciones resueltas por |enfoque del
el autor (ejemplos). programa. - No se explicita la existencia
de alguna relacion entre los
El tema de las diferentes tipos de
ecuaciones ecuaciones cuadraticas.
cuadraticas no se
trabaja por medio
de la resolucion de

problemas.
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PROBLEMAS PROGRAMA LIBRO para el MAESTRO
Con respecto a los | Con respecto a los temas,

La resolucion de problemas de |temas del en este libro se trabajan

enunciado es trabajada por el |programa. todos los temas propuestos

autor durante el desarrollo del por el libro para el maestro.

tema de ecuaciones Cumple con

cuadraticas, pues los
problemas son utilizados para
introducir algunos de los
temas, Resuelve problemas y
propone otros para ser

resueltos por los alumnos.

Los problemas que el autor
plantea como introductorios de
tema son problemas de fisica o
gue involucran el teorema de
Pitdgoras (tema visto con
anterioridad por el autor). El
autor los muestra, presenta la
ecuacion, sustituye valores y
explica detalladamente la
resolucion de la ecuacion.

Los problemas presentados a
los alumnos son de tipo
numérico, geométrico y de otro
tipo de contexto y no todos se

resuelven de manera directa.

todos los temas

exigidos en el
programa de

matematicas

(1993) referente

al tema de

ecuaciones

cuadraticas.
Con respecto al
enfoque del

programa.

El autor propone

trabajar tema de

las ecuaciones
cuadréticas por
medio de la
resolucion de

problemas.

Con respecto a la

propuesta:
El autor, trabaja la
resoluciéon de problemas
a lo largo del tema,
aunque, el autor, al
resolver dichos
problemas no explica
como plantear la
ecuacion, solo la
presenta y explica la
solucion de la ecuacion
a detalle.
No se explicita la
existencia de alguna
relacion entre los
diferentes tipos de

ecuaciones cuadraticas.
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PROBLEMAS

PROGRAMA

LIBRO para el MAESTRO

Este autor no trabaja la
resolucion de problemas,
solo la resolucion de
ecuaciones resolviendo
ecuaciones sin contexto,
solo propone ejercicios de
ecuaciones a los alumnos
similares en grado de
dificultad a los resueltos

por el autor (ejemplos)

Con respecto a los

temas del programa.

Con respecto a los temas, el

autor no trabaja:

El discriminante, nUmero de

soluciones.

Cumple con todos
los temas exigidos
en el programa de
matematicas
(1993) referente al
tema de
ecuaciones

cuadraticas.

Con respecto al
enfoque del

programa.

El tema de las
ecuaciones
cuadraticas no se
trabaja por medio
de la resolucion de

problemas.

El método grafico para
resolver ecuaciones de

segundo grado.

Con respecto a la propuesta:

No trabaja la resolucion de
problemas, como lo
propone el libro para el

maestro.

No se explicita la existencia
de alguna relacion entre los
diferentes tipos de

ecuaciones cuadraticas.
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CLASIFICACION DE PROBLEMAS

Los problemas contenidos en los libros de secundaria juegan diferentes papeles

en el tema de ecuaciones cuadraticas, |os usos mas comunes son:

» Problemas motivadores.
» Problemas para ejemplificar.

» Problemas para ser resueltos por los alumnos.

Los problemas incluidos en los libros de texto, que se resuelven mediante
ecuaciones de segundo grado, independientemente de los autores, los he
clasificado de la manera siguiente:

1. Problemas que involucran contextos geometricos:
a. Problemas relacionados directamente con la ecuacién cuadratica:

i. La base de un triangulo es 8m menor que la altura y el area es
120m?. Hallar sus dimensiones.

ii. La base de un rectangulo es el triple que la altura y su area es
108m?. Hallar la base v la altura.

iii. La base de un rectangulo es 9m mayor que la altura. Si cada
dimensién se aumenta en 4, el area sera 322m?. Calcular sus
dimensiones.

iv. El &reas de un triangulo es 54m? y su altura es el triple de la
base. Hallar sus dimensiones.

v. En un terreno rectangular, el largo excede al ancho en 8m. Si
cada dimension se aumenta en 8m, entonces el area sera el

doble. Encontrar las dimensiones del terreno.



Vi.

Vil.

136

Una loseta de marmol tiene forma cuadrada y su area es de
1600 cm?. ¢ Cuénto mide por lado?

De acuerdo con la siguiente figura:

1. ¢Cuéantas unidades mide la altura?

2. ¢Cuantas unidades mide la base AB?

3. ¢Cual es el area del triangulo ABC?

Problemas que no estan directamente relacionados a la ecuacion

cuadratica:

El perimetro de un rectangulo mide 32cm. Si su area es de
63cm?, ¢cudles son sus dimensiones?

Las medidas de los catetos de un triangulo rectdngulo suman
25cm y su area es de 75cm?, ¢ cuénto mide cada cateto?

La altura y la base de un triangulo isésceles suman 34m. Si su
area es de 140m?, ¢ cuéanto mide su base y su altura?

La diagonal menor de un rombo mide 5cm menos que la mitad
de la diagonal mayor y su area es de 150cm?. ¢, Cuanto miden
sus dos diagonales?

En el triangulo PQR, el segmento ST es paralelo al segmento
RQ. De acuerdo con el teorema de Tales, resolver:
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¢, Cuanto mide el segmento PR?
¢,Cuanto mide el segmento PQ?

¢ Como resolver la ecuacion x*-2x-6=0?

P wbd B

El perimetro del rectangulo PQR es 24. ;Cuanto mide

aproximadamente el segmento RQ?

vi. De la siguiente figura:

1. ¢Cual debe ser el ancho de los andadores para que su
area sea la tercera parte del area de los jardines?
2. ¢Cual es el area que le corresponde a cada andador?
3. ¢Cudl es el area que le corresponde a cada jardin?
vii. Considera que DE//BC, para encontrar las medidas que se

piden
B
0
[ |
+
4 cm -
A E e

' 9 cm
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1. Longitud de los segmentos DC, AE, EC, AD y AB.
2. Area de los triangulos ACB y AED.

2. Problemas que involucran relaciones entre numeros:

a. Problemas que estan directamente relacionados a la ecuacion

cuadratica:

Vi.

Vil.

viii.

Hallar un numero distinto de cero, tal que el duplo de su
cuadrado sea igual a 14 veces dicho numero.

Hallar un namero, cuyo cuadruplo de su cuadrado mas 30 es
igual a 26 veces el mismo numero.

Hallar un nimero, cuyo triple de su cuadrado, disminuido en
36, es igual a 12 veces el mismo numero.

Hallar un namero tal que la tercera parte de su cuadrado,
aumentado en 18, sea igual a 5 veces el mismo numero.
Hallar un nimero, cuyo triple de su cuadrado, disminuido en el
cuadruplo del mismo namero, es igual a 160.

Encuentra un namero positivo tal que su cuadrado menos su
quintuplo sea 36.

Hallar 2 nUmeros consecutivos, cuyo producto es 306.

Hallar 2 nimeros impares consecutivos, cuyo producto sea
483.
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b. Problemas que no estan directamente relacionados a la ecuacion

cuadratica:

i. Un numero es igual al cuadrado de otro y la suma de ambos
es 132. Encontrar estos numeros.
ii. El triple de un nimero es igual al cuadrado de otro y la suma
de ambos es 18. Hallar estos nimeros.
iii. La suma de 2 numeros es 10 y la suma de sus cuadrados es
52. Hallar estos numeros.
iv. El producto de 2 numeros es 180 y su cociente es 5/4.
¢,Cuales son esos nimeros?
v. La suma de dos numeros es 29 y su producto, 204. ¢Cuales
son los niameros?
vi. El producto de 2 niumeros consecutivos es 600. ¢Cuales son
los nUmeros?
vii. Dos nameros suman 9 y sus cuadrados 53. ¢ Cuales son esos
nameros?
viii. Dos numeros son consecutivos y el cuadrado del mayor
excede en 57 al triple del menor. ¢Cuales son esos dos

ndmeros?

3. Problemas que involucran otro tipo de contextos:

a. Problemas que estan directamente relacionados a la ecuacion

cuadratica:

i. Se han vendido cierto numero de plumas en $225.00. Si el
precio al que se vendido cada una es igual al numero de

plumas. ¢ Cuantas plumas se vendieron?
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ii. Eduardo tiene 4 afios mas que Antonio y la suma de los
cuadrados de sus edades es 136. Hallar la edad de Eduardo y
la de Antonio.

iii. Un vehiculo ha recorrido 200km en cierto tiempo. Si se
hubiera tardado una hora menos en efectuar ese recorrido, su
velocidad habria sido mayor 10km/h. ¢, Cual fue su velocidad?

iv. Un ciclista conduce a 35 km/h cuando cruza el kilbmetro 20 de

un recorrido total de 100 Km. Si a partir de ese punto acelera
a razén de 5 km/h, cada hora (a =5Km/h?)(a= aceleracion).

1. ¢En qué kilbmetro ir4 dentro de una hora?
2. ¢A que velocidad ird dentro de 2 horas?
3. ¢Cuanto tiempo tardara en llegar a la meta?

v. En una prueba de persecucion individual, un ciclista va a una
velocidad de 6m/s. En cierto momento empieza a acelerar a
razén de 4m/s®. Si faltan 176m para terminar la competencia:

1. ¢En cuanto tiempo cruzara la meta?
2. ¢A qué velocidad cruzard la meta?
3. ¢A qué velocidad ird después de 5 segundos?

vi. Un camion de carga y un automoévil salen simultaneamente de
la ciudad de México rumbo a Morelia, que se encuentra a 300
Km. La velocidad del auto es mayor que la del camién por 40
km/h, por lo que llega a su destino 2 horas antes que el
camion:

1. ¢A gué velocidad viaj6 cada vehiculo?
2. ¢Cuanto tiempo tardé cada uno en llegar a Morelia?

Problemas que no estan directamente relacionados a la ecuacion

cuadratica:
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Los gastos de una excursion son $120.00. Si dejasen de ir 6
personas, cada una de las restantes tendria que pagar $10.00
mas. ¢Cuantas personas van en la excursion y cuanto paga
cada una?
Un grupo de 180 deportistas se forma en columnas para
desfilar. Si el nimero de deportistas en cada columna es 8
mas que el niumero de columnas, ¢cuantas columnas hay y
cuantos hombres hay en cada columna?
Si una maestra de una primaria reparte 288 dulces entre los
alumnos que aprobaron un examen de matematicas, les toco
un dulce mas que si los reparte entre todo el grupo (4 alumnos
reprobaron el examen).

1. ¢Cuéantos alumnos tiene el grado?

2. ¢Cuantos alumnos aprobaron el examen?
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COMENTARIOS

En este ultimo apartado presenta los siguientes comentarios:

A partir de las tablas anteriores y el analisis realizado a los libros y al contrastar
estos con lo propuesto en el libro para el maestro y el programa de matematicas

de tercero de secundaria se observo lo siguiente:

CONTENIDOS

Con respecto a los contenidos a tratar segun el programa de tercero de
secundaria los 7 textos revisados se apegan a éstos, en la mayoria de los

casos se sigue la secuencia de temas propuesta por el programa.

SECUENCIA

Con respecto a la presentacion que los autores hacen del tema, la linea
gue siguen por lo general es la siguiente:

De los 7 libros revisados, todos presentan como antecedentes a las
ecuaciones cuadraticas, productos notables y factorizaciéon en la parte
algebraica, y en la parte aritmética se presenta la raiz cuadrada resuelta
por el método babilonico, el método geométrico, por el método de Newton,

el método de aproximacion y el algoritmo de la raiz cuadrada.

o La mayoria de los autores dan una definicion general de la ecuacién
de segundo grado y se da una clasificacion de esta. Posteriormente
se incluye una breve explicacion de cada método de resolucion de
los diferentes tipos de ecuaciones, de manera detallada se
resuelve una o dos ecuaciones de segundo grado de cada tipo,

poniendo énfasis en el procedimiento para encontrar la solucion.
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0 Se presenta como ejercicio a los alumnos una lista entre 10 y 15
ecuaciones para que las resuelva de acuerdo con cada método

explicado previamente.

0 Referente a los problemas, no son considerados un asunto central,

la forma general en la que los autores tratan este asunto es:

= Explican la manera en que se resuelven los problemas por

medio de uno o hasta 4 ejemplos, de la siguiente manera:

Se enuncia el problema, se presenta a continuacion la
ecuacion que segun el autor lo resuelve, sin ningun
tipo de explicacion ni justificacion alguna del porqué de
ese planteamiento, lo cual nos lleva a pensar en que la
concepcion que tiene el autor acerca de la manera en
gue los alumnos aprenden a resolver problemas se

basa en la imitacion de la I6gica descrita por él.

Se explica la resolucion de ésta ecuacion justificando
cada paso de manera verbal y/o algebraicamente, lo
cual hace pensar en que el alumno siga “el mismo

camino” para resolver los problemas.

La mayoria de los autores proponen una lista de
problemas de enunciado para ser resuelta por el

alumno.
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A continuacion, presento la resoluciéon de problemas propuesta por 2 libros, a

manera de ejemplificar lo antes mencionado.

1. Libro de CURIEL / TALAVERA / VILLAR.

Problema:

El area de un rectangulo es 90 cm?. Si la altura mide 13 cm mas que su base,

¢cuales son sus dimensiones?

Planteamiento:

No se incluye figura.

Llamemos x a la medida de la base. En tal caso, la medida de las altura es x+13.

El &rea, 90 cm?, es el producto de dichas dimensiones, esto es:

X(x+13) =90
o bien
x?+13x-90=0

Resolucion de la ecuacion cuadratica obtenida:

- 13+/(13) - (4)(1)(- 90) _-13+./169+360 _ - 13+-/529 _ - 13+23 _

= = 5
A 2(1) 2 2 2
-13- 529 _-13- 23 _36
X, = = =—=-18
2 2 2

Comprobacién de las soluciones de la ecuacion:
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(5)(5+13) = 5(18) = 90
(- 18)(- 18+13) = (- 18)(-5) = 90

Respuesta al problema:

La base del rectangulo mide 5 cm y de altura 18 cm.

El autor indica que, en este caso la solucion x, =-18 no se emplea para dar

respuesta al problema, porque las dimensiones de un rectangulo no pueden ser

negativas.
2. GARCIA / RIVERA / DURAN
Problema:
Una persona quiere cruzar nadando un rio de 45 metros de ancho. Si su velocidad
es de 30 metros por minuto en aguas tranquilas y la corriente lo arrastra a razén

de 20 metros por minuto.

¢ En cuanto tiempo atraviesa el rio?

¢,Cual sera la velocidad resultante?

¢, Cual sera la distancia que recorrera el nadador para cruzar el rio?

Los vectores que representan las velocidades anteriores son ortogonales, porque

forman un angulo de 90°.

¢, COmo usar vectores ortogonales para resolver problemas?

Aplicar el teorema de Pitdgoras para plantear una ecuacién cuadréatica.
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x* = 30% + 20

Resolver la ecuacion.

x? =900+ 400
x* =1300

X = +./1300
X =36

X, =-36

Este ultimo valor queda descartado por ser negativo.

Interpretar el resultado de la ecuacion.

La velocidad resultante es de aproximadamente 36 metros por minuto en direcciéon
SE.

Los autores solo da solucién a la segunda pregunta.

ENFOQUE

La mayoria de los libros revisados no consideran lo recomendado en el enfoque
del programa y en las sugerencias del libro para el maestro, especificamente en lo
referente a los problemas, que se sugieren se vean a lo largo del tema en todo el
proceso de ensefianza y no solo como aplicacion, ademas no se establece de
manera explicita algun tipo de relacion o vinculo entre los temas tratados como los
diferentes tipos de ecuaciones cuadraticas, como lo establece el libro para el
maestro, “Un problema debe dar a los alumnos la oportunidad de explorar las
relaciones entre nociones conocidas y utilizarlas para descubrir o asimilar nuevos
problemas. Esta es, esencialmente, la naturaleza de la actividad matematica”
(Alarcon Et. Al., 2000, ppl13).
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La propuesta mostrada en los libros de texto revisados nos hace pensar que
muchas veces los alumnos entienden los métodos de solucion de una ecuacion de
segundo grado, y los aplican de manera adecuada, pues de acuerdo con los libros
antes mencionados, eso es lo que estan pretendiendo, pero eso no implica que el
alumno pueda resolver sin dificultades problemas que involucre ecuaciones de
segundo grado, pasar del enunciado al simbolismo algebraico no es trivial ni

inmediato y los textos lo dejan implicito.

Se puede advertir que el tema de ecuaciones cuadraticas en la mayoria de los
libros, se trabaja de manera descontextualizada, pues, la resolucion de
ecuaciones es el tema dominante, lo cual se puede notar, ademas de lo ya
mencionado en que el numero de ecuaciones es mucho mayor al nimero de
problemas de enunciado presentados en los diferentes libros, como ejemplo de
esto, el libro de CABALLERO (1999, pp. 99 — 116) tiene 96 ejercicios de
ecuaciones cuadraticas y 23 problemas de enunciado, y en la mayoria de los
libros los problemas de enunciado se encuentran al final de la unidad, la
proporcion, en la mayoria de los libros es por cada cuatro ecuaciones hay un
problema de enunciado.

No obstante que los propésitos de las matematicas en nivel secundaria hacen

hincapié en:

Adquirir seguridad y destreza en el empleo de técnicas y procedimientos

bésicos a través de la solucién de problemas.

Reconocer y analizar los distintos aspectos que componen un problema.

Escoger o adaptar las estrategias adecuadas para la resolucion de un

problema.
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Comunicar estrategias, procedimientos y resultados de manera clara y

concisa.

En los libros de texto analizados no se percibe preocupacion por estos al omitir

actividades que de manera explicita los consideran.

En los libros no se muestra ni se ensefia como hacer la traduccion del lenguaje
verbal al lenguaje algebraico, es decir, como establecer la ecuaciéon que permite
resolver el problema, el énfasis si se hace en las técnicas de resolucién de

ecuaciones cuadraticas.

CASIFICACION DE LOS PROBLEMAS

Muchos de estos problemas nos conducen al planteamiento directo de una
ecuacion cuadratica, sin embargo, existen algunos problemas que requieren
establecer otro tipo de relaciones para finalmente arribar a la ecuacion cuadratica.
Este ultimo tipo de problemas resulta de mayor dificultad para los alumnos dado
gue los ejemplos presentes en los textos corresponden al primer tipo de

problemas.

Estos problemas pretenden que el alumno cumpla con lo propuesto en el
programa de estudios oficial (1993) “un problema es algo mas que una situacion
para ejercitar los procedimientos aprendidos. O que una situacién interesante,
pero sin relacion precisa con los propdsitos de la ensefianza. Un problema debe
dar a los alumnos la oportunidad de explorar las relaciones entre nociones
conocidas y utilizarlas para descubrir o asimilar nuevos conocimientos, los cuales
a su vez serviran para resolver nuevos problemas. Esta es, esencialmente la
naturaleza de la actividad matematica”. Lo que se espera es que los alumnos los
trabajen, sin embargo, en los libros, no se presentan estrategias para traducir el

enunciado del problema al lenguaje algebraico.
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La ubicacion en la mayoria de los libros se presentan al final del tema, lo ideal
seria que los diferentes conceptos que se tratan deben de estar relacionados en la
solucion de problemas de enunciado, por ejemplo: que la solucién de un problema
ligado al enunciado de un problema y que cobre sentido y sea significativo, es

decir, que no esté desvinculado de los apartados revisados.
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CAPITULO 5

UTILIZACION DE ELEMENTOS HISTORICOS
EN LA ENSENANZA DE ECUACIONES
CUADRATICAS

El trabajo que desarrollo en este capitulo consta de dos apartados:

Elementos de la historia del algebra que pueden ser retomados para el

tratamiento del tema de ecuaciones cuadraticas.

Sugerencias para abordar el tema en el salén de clases.

Para contribuir a subsanar algunas de las situaciones presentadas en el capitulo
anterior, se puede recurrir al desarrollo evolutivo de las matematicas. En particular,
en cuanto a las ecuaciones cuadraticas, los aportes que de la historia podemos

mencionar son:



151

El tipo de problemas de la historia que se plantearon las sociedades de
civilizaciones antiguas, los cuales pueden ser retomados con el fin de que
los alumnos reconozcan en ellos su utilidad social.

La resoluciéon de problemas desarrollada por DIOFANTO, que puede ser
presentado a los alumnos con el fin de que sepan que no existe una
Unica forma de plantear la ecuacion que resuelve un problema matematico
de enunciado

Finalmente, recupero algunos métodos de resolucién de ecuaciones,

como: el método retdrico y el geomeétrico.

Con relacion a los problemas de la historia, tome algunos de los que se
presentaron en la lista del capitulo 2 , por su diversidad, esto nos permite ampliar
nuestro conocimiento acerca de los matematicos de civilizaciones orientales, a
guienes muchas veces no conocemos ni los problemas que se planteaban, ni la
manera resolverlos, y en este listado hay problemas de chinos, arabes,
babilonicos, egipcios, etc. Muchos de estos problemas fueron resueltos aun sin
tener el desarrollo matematico que ahora tenemos, lo cual al buscar nuevas

formas y métodos para resolverlos, permitié la evolucion de las matematicas .

Algunos de estos problemas no sélo son de caracter algebraicos, sino también
tienen que ver con cuestiones geométricas muy interesantes. Esto nos permite
hablar de que no sb6lo podemos trabajar problemas del ambito matematico, sino
incorporar los de otras disciplinas como: la fisica, la quimica, la biologia,
economia, etc. ya que esta interaccion entre las ciencias es notable en nuestra

historia.

El listado de problemas es el siguiente:

» Determinar los lados y el area de un rectangulo conociendo la suma

de los lados (27 unidades) y sabiendo que si al valor del area se le
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suma el exceso del lado mayor sobre el menor, se obtienen 183
unidades. (PERERO, 1990, pp125).

El area de un rectangulo es 375, el lado menor es igual a 30 veces la
longitud de una cafa, mientras que el lado mayor tiene 5 unidades
menos que el doble del otro lado. (PERERO, 1990, pp125).

Un area esta formada por dos cuadrados cuya suma es 1000
unidades. El lado de uno de los cuadrados tiene 10 unidades menos
gue 2/3 del lado del otro cuadrado. ¢Cuales son los lados de los
cuadrados? (PERERO, 1990, pp126).

Una viga de 30 unidades de largo se apoya verticalmente contra un
muro; si la extremidad superior de la viga se coloca 6 unidades mas
abajo, ¢ en cuantas unidades mas se desplazara el otro extremo de
la viga? (PERERO, 1990, pp126).

Attty
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Encontrar el radio x del circulo circunscrito al triangulo isésceles
ABC, sabiendo que AB = 60 y que CA = CB = 50. (PERERO, 1990,
ppl27).

Adicioné la superficie y el lado de un cuadrado lo cudl dio un
resultado igual a ¥%. ¢ Cuanto mide el lado del cuadrado? (DREDON,
1959, pp. 323).

En un cuadrado, sustraje de la superficie el lado, lo cual me dio como
resultado 2.0. ¢Cuanto mide de lado dicho cuadrado? (DREDON,
1959, pp. 323).

Encontrar 2 nimeros cuya suma Yy la diferencia de sus cuadrados
sean numeros dados. (HEATH, 1964, pp. 141).

Encontrar 2 dos nameros cuya diferencia y producto sean niumeros
dados. (HEATH, 1964, pp. 141).

Teorema 7 del libro Il de EUCLIDES. Si se corta al albitrio una linea
recta, el cuadrado de la linea entera mas el cuadrado de una de las

partes, tomados de vez, son igual al duplo del rectangulo
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comprendido por la linea entera y la parte dicha mas el cuadrado de

la otra parte. (ALVAREZ, 1992, pp. 137).

Geométricamente: se corta arbitrariamente AB por el punto C, se
dice que los cuadrados de las rectas AB y BC son iguales al doble

del rectangulo comprendido por las rectas AB, BC més el cuadrado

CA.

Algebraicamente:

(b+cf+c?=2(b+c)c+b?

» Teorema 8 del libro Il de EUCLIDES. Si se corta al albitrio una linea
recta, el cuadruplo del rectangulo comprendido por la linea entera y
por una de las partes mas el cuadrado de la otra parte es igual al
cuadrado descrito por la linea entera mas la parte dicha tomadas
como un solo lado (ALVAREZ, 1992, pp. 141).

Geométricamente: Se corta la recta AB arbitrariamente en el punto C,
el cuadruplo del rectangulo comprendido por las rectas AB, BC mas
el cuadrado de la recta AC es igual al cuadrado descrito por las

rectas AB, BC tomadas como una sola recta.
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Algebraicamente:  4(b+c)c+b? = (b+2c)’

Teorema 9 del libro 1l de EUCLIDES. Si se divide una linea recta en
partes iguales y desiguales, los cuadrados de las partes desiguales
de la linea total son el doble del cuadrado de la mitad de la linea
entera mas el cuadrado de la mitad de la diferencia entre las dos
clases de cortes (ALVAREZ, 1992, pp. 147).

Geomeétricamente: Se divide la recta AB en 2 partes iguales por el
punto C y en partes desiguales por el punto D, se dice que los
cuadrados de los lados AD, DB son el doble de los cuadrados de las
rectas AC, CD.

2 2
. o
Algebraicamente: b*+c® = Zgb o +28@ €9

e 2 g e2g¢g

Teorema 10 del libro 1l de EUCLIDES. Si se divide una linea recta
en dos y se le afiade en recta otra recta, el cuadrado de la linea
entera mas la afiadida, junto con el de la afiadida, tomadas de vez,

son el doble que el cuadrado descrito por la linea mitad mas el
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cuadrado de la compuesta por la mitad y por la afiadida, tomadas
como una sola (ALVAREZ, 1992, pp. 149).

Geométricamente: Dividase la recta AB en dos partes por el punto C
y afiadase la recta BD. Digo que los cuadrados de las rectas AD, BD

son el doble de los cuadrados de las rectas AC, CD.

2

Do ab 0

+ +2¢_+cC+

Algebraicamente:  (b+c)f +c? =2
e2g €2 g

» El area de un cuadrado es 400 cubits cuadrados, es igual a la suma
de las areas de dos cuadrados pequefios. El lado de uno de ellos es
¥% el lado del otro. ¢(Cuanto miden de lado los cuadrados?
(GILLINGS, 1997, pp. 162).

» Un acuario tiene una base cuadrada de lado 10 “chi”. Una cafia nace
en el centro del acuario y crece perpendicularmente a la base hasta
salir 1 “chi” sobre la superficie del agua. Si se inclina la cafia hacia un
lado, su tope tocara el borde del acuario exactamente al nivel del
agua. ¢Cual es la profundidad del agua y cual es la longitud de la
cafa? (PERERO, 1990, pp134).
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» La sombra de un gnomon de 12 unidades de largo, disminuida en
una tercera parte de la hipotenusa llega a 14 unidades de largo.
¢, Cuanto mide la sombra? (SCOTT, 1969, pp 75).

» Unatira tiene x unidades de ancho y 10 de largo, tiene 10x unidades
cuadradas de area, ésta area es igual a la suma de un area
cuadrada de x* y otra igual a 21 unidades cuadradas. ¢Cuantas
unidades tiene de ancho dicha tira? (DEDRON, 1959, pp 326).

Los anteriores problemas se reducen a areas y perimetros, por ejemplo, los
babilonios, trabajaban sin ninguna dificultad &reas y perimetros en un mismo
problema, mientras que los egipcios no lo hacian asi. También nos podemos

encontrar con problemas artificiales como es el caso de los problemas hindues.

El orden que se pueden rescatar en el salon de clases dependera, del maestro y
las condiciones, gustos, preferencias y la formacion que los alumnos tengan para
poderlos trabajar, por ejemplo, la secuencia historica empieza con los babilonios
con meétodos retdricos por ejemplo, o se puede empezar con meétodos

geomeétricos, etc.

Métodos de resolucion de problemas: De acuerdo con la historia podemos
rescatar métodos que se han ido perdiendo y que pueden ser mas claros para los

alumnos o que por lo menos pueden mostrarles que no hay un solo camino Unico
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para el planteamiento de un problema de enunciado, y su solucién lo cual puede
apoyar el trabajo de los alumnos para que traten de proponer y diseflar algunas
soluciones. En la historia, podemos ver que, los problemas que en la actualidad se
pueden resolver con ecuaciones de segundo grado, los resolvian haciendo uso de
métodos retdricos como en el caso de los babilonios, pues ellos no contaban con
simbologia algebraica, es mas, ellos ni siquiera demostraban matematicamente la
veracidad de sus métodos, simplemente querian dar respuesta a los problemas
que se les presentaban, y mientras sus métodos funcionaran para ellos era
correcto, los egipcios también utilizaron métodos retoricos, ademas para ambas
civilizaciones, el trabajar areas con longitudes (problemas no homogéneos) no
representaba ningun obsticulo . Por otro lado, los griegos usaban métodos
geomeétricos, y nunca trabajaban areas y longitudes en un mismo problema

(homogéneos). Conviene destacar el trabajo de DIOFANTO dado que:

Plantea problemas no homogéneos.

Sus métodos de resolucion de ecuaciones cuadraticas no estdn anclados a
la geometria.

En el planteamiento y resolucion de ecuaciones cuadraticas hace uso de

propiedades de nimeros.

En primer lugar comentaré a cerca de los problemas que resuelve DIOFANTO,
son problemas cuyo enunciado establece relaciones generales, por ejemplo:
Encontrar 2 nimeros tales que su suma y producto sean numeros dados, para
dar respuesta DIOFANTO los resolvia, encontrando soluciones a casos

particulares, el caso particular al problema anterior es:

La suma es igual a 20 y el producto a 96.
Los numeros a encontrar son: 10 + x, 10 — x.
Asi que 100 — x* = 96,

De donde x=2, y los niumeros buscados son 12y 8.
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De lo anterior, podemos ver que DIOFANTO, resuelve cada caso particular de
una manera inusual a lo que actualmente estamos acostumbrados, pues lo que
buscaba era plantear el problema por medio de una ecuacion sencilla, pues nos
queda una diferencia de cuadrados la cual resuelve el problema en el caso

anterior.

La manera en la que DIOFANTO plantea el problema, la explicaré a continuacion:

» En primer lugar lo que queria era construir una ecuacion cuadratica

simple de tal manera que fuera facil de resolver.

» De acuerdo con el problema, hay que encontrar dos niumeros que
sumen 20, asi que los nUmeros propuestos son:
10- x , 10+x
Si los sumamos, veremos que las x se eliminan dando como

resultado 20.

» Una vez que, DIOFANTO construyo los “nimeros” de esa manera, la
otra condicion establece que
“el producto de ambos niumeros sea 967,
asi tenemos que: (10+ x)(10- x) =96
desarrollando el binomio conjugado tenemos que:
100- x* =96, de modo que x°=4, x=2. Sustituyendo en los

binomios, tenemos que un niumero es 12 y el otro es 8.

Podemos ver que del lado izquierdo de la igualdad aparece 100- x*lo que

significa que x* debe ser 4, para que nos de 100 - 4 = 96.

Las observaciones que se pueden hacer referente a este tipo de planteamiento de

problemas son:
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DIOFANTO plantea este tipo de problemas usando una incognita, y por lo general
los alumnos tienden a plantearlos usando dos incégnitas, pero la mayoria de las
veces a los alumnos se les dificulta trabajar asi, lo anterior representa una
alternativa de diferentes planteamientos para un solo problema, que hay mas de
una ecuacion cuadratica que representa al mismo. Por ejemplo, en la actualidad,
el problema anterior , se plantearia de dos maneras diferentes, por mencionar

algunas, mas el planteamiento de DIOFANTO.

(X)(20- x) =96.
Xx+y=20, xy=96.

Lo importante es que el alumno desarrolle su flexibilidad al ver que en
matematicas hay muchas maneras de resolver problemas vy principalmente que
no es una disciplina acabada y que su desarrollo sigue en proceso de evolucion,
un ejemplo mas de esto es la generalizacion, pues la historia nos ha mostrado que
durante mucho tiempo no fue “necesario” para algunas civilizaciones el generalizar
el trabajo matematico y por lo tanto no se realizd, fue un largo proceso el que

permitio a la humanidad poder llegar a esta generalizacion.

Lo anterior, sugiere promover en trabajo inductivo el los alumnos, que desarrollen
habilidades que les permitan partir de casos particulares y llegar a la
generalizacion, y por otra parte que el alumno busque caminos con sus propios
conocimientos matematicos previos, para plantear soluciones a los problemas de
enunciado a los que se enfrenten. Pues solo asi podran comprender las
matematicas actuales y tendra mas sentido para ellos las expresiones algebraicas
relacionadas con la ecuacion cuadraticas y sus métodos de solucion, pues las
veran como meétodos seguros y economicos en el sentido que le permitir4 ahorrar
pasos y trabajo, en lugar de verla como un método impuesto, vera sus ventajas de

aplicacion.
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Es importante reconocer los diferentes roles que puede tener un problema en el
proceso de ensefianza-aprendizaje, en este caso lo que interesa es que el alumno
trate de plantear su propia solucién y que esto le permita llegar a construir una

ecuacion de segundo grado.

Métodos de resolucidén de ecuaciones cuadréaticas: como vimos se presentan
en los libros de tercero de secundaria, algunos métodos de resolucion de
ecuaciones cuadraticas como factorizacion, férmula general, completar cuadrados,
etc. Sin embargo, a lo largo de la historia de las matematicas, se han desarrollado
diversos métodos matematicos particularmente para resolver ecuaciones de
segundo grado que no son conocidos pues se han quedado en el olvido, en el
camino hacia la evoluciéon matematica, la importancia de estos métodos radica en
que nos pueden ofrecer ademas de diversidad metodoldgica, apoyo en la
comprension y claridad en cuanto al trabajo con este tipo de ecuaciones y sélo
revisando la historia de las matematicas los podemos conocer y recuperar, a

continuacion, presento algunos de estos métodos:

Método retérico: la falta de un simbolismo no fue obstaculo para que
matematicos como los babildnicos o los egipcios se plantearan ecuaciones
de segundo grado y trataran de resolverlas de forma verbal, como ejemplo
tenemos una ecuacion resuelta por los babilénicos, haciendo uso del

método retérico.

A continuacion presento a manera de ilustracion el siguiente problema que fue

resuelto por los babilonios usando el método retorico.

Adicioné la superficie y el lado de un cuadrado lo cudl dio un resultado igual a ..
¢,Cuanto mide el lado del cuadrado? (DEDRON, 1959, pp 323).

Solucion (método retdrico):
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Se toma la unidad 1, al dividirla a la mitad nos da ¥ . se multiplica %2 por %
lo cual nos da ¥4, sumamos ¥4 a % lo cual nos da la unidad 1 al cuadrado, al

restar 2 de 1 tenemos Y%, la medida del lado del cuadrado buscado.

Esto, de acuerdo a tablas babilonicas traducidas por NEUGEBAUER vy
presentadas en simbologia algebraica actual, no es mas que las resolucion de la

ecuacion:

La cual corresponde a la del tipo 1 que de acuerdo con las tablas se resuelve

haciendo uso de la siguiente férmula:

2
a0

Ty +b- E, sustituyendo valores tenemos que el valor de x es igual a Y.

Este método, describe paso a paso las operaciones aritméticas para la resolucion
del problema, a partir del trabajo de NEUGEBAUER traduciendo las tablas
babilonicas, lo que observamos es que dichos pasos corresponden a la aplicacion
de una formula anterior, la cual es muy parecida a la Formula General para
resolver ecuaciones cuadraticas que actualmente conocemos. Como ya vimos, los
babilonios, clasificaban los problemas matematicos de enunciado y cada uno tenia

su solucion particular.

El método retorico, no solo debe ser visto como un recurso empleado por los
babilonios o egipcios, sino que esta manera de resolver una ecuacion cuadratica
de manera verbal, puede ser mas cercana al conocimiento de los alumnos mas
familiar que les permita apropiarse de ella, en relacion con un método mas formal

como la férmula general.
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Método geométrico: la geometria tuvo un papel importante en el desarrollo
de las ecuaciones cuadraticas, pues los griegos como EUCLIDES trataron
de demostrar el trabajo de los babilonicos el cual carecia de explicaciones
matematicas, también los arabes trabajaron resolucién de ecuaciones
haciendo uso de la geometria, como la siguiente ecuacioén que fue resuelta

completando cuadrados.

Representacion geométrica de AL-KHUWARIZMI de la ecuacion x* +10x = 39, asi

como su solucion, completando cuadrados:

. . : 1
Trazar un cuadrado de lado x y completar con 4 rectangulos de dimensiones 2E

y X Yy 4 cuadrados de area igual a 631.
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La medida 2; de los 4 cuadrados corresponde a 411 del coeficiente de x.

Sumando el area de los 4 cuadrados rayados (25) y el area de los 4 rectangulos

con el area del cuadrado central (39) se obtiene 25 + 39 = 64. Por tanto el lado,

del cuadrado grande es /64 = 8, donde 8- g%; + 2;9: 3. Entonces x = 3.
é o

Este método, es muy ilustrativo al completar el trinomio cuadrado perfecto, pues

podemos ver geométricamente la construccién de el “cuadrado”, realizando las
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transformaciones algebraicas necesarias a la par de la construccion de dicho
cuadrado, da la posibilidad a los alumnos entender mejor que es completar el
trinomio cuadrado perfecto en algebra.

Estos diferentes métodos, pueden ser retomados en clase, para que los alumnos
se den cuenta de que el algebra en particular no fue desde el principio el algebra
simbdlica con la que se trabaja en la actualidad, sino que el algebra al igual que
las matematicas en general han pasado a lo largo de los afios por procesos de

evolucion.

Ademas de permitir a los alumnos tener mayores recursos al resolver unas
ecuacion cuadratica, al apropiarse de una expresion verbal (método retorico) o de
un modelo geométrico (método geométrico).

Para ilustrar la aplicacion de diferentes métodos a un mismo problema, resuelvo el
siguiente problema en 4 métodos diferentes: método babilonico, método de
DIOFANTO (Grecia), método egipcio, método arabe y meétodo actual (algebra
simbdlica).

PROBLEMA:

Un numero es igual al cuadrado de otro, y las suma de ambos es 42. ¢ Cuales son
estos numeros?

1. Método babildénico.

Solucion:
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Se toma la unidad 1. Al dividir 1 entre 2 tenemos %z , el cual elevado al cuadrado
nos da ¥4, Sumamos % a 42, lo cual nos da 42 % , el cuadrado de 6 % . Al
restar ¥2 de 6 %2, nos da 6, uno de los numeros buscados, de modo que el otro
namero es 36 pues es el cuadrado del primero.

Con este método, solo encontramos una solucion de las dos que corresponden a
una ecuacion cuadratica, pues para los babilonios, los que ahora conocemos
como numeros negativos para ellos no eran numeros y por eso solo les
interesaban las soluciones positivas.

2. Método de DIOFANTO (Grecia).

Solucion:

Vamos a buscar dos nimeros que sumados nos den 42, estos son:

49 - x y X-7

De acuerdo con el problema, uno de los nimeros es el cuadrado del otro asi que:

49- x=(x- 7)>=x>-14x+49

Lo cual nos da la siguiente ecuacion:

x? =13x

La solucién de esta ecuacion es muy sencilla, pues una solucion es el ceroy la

otra es el 13.

De tal modo que si x =0, los niumeros buscados son -7y 49.
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Y si x =13, los numeros buscados son 6 y 36.

Como anteriormente vimos, este método consiste en plantear una ecuacion que
sea facil de resolver, lo cual nos lleva a que un mismo problema puede ser

representado por ecuaciones cuadraticas diferentes.

3. Método arabe.
Solucioén:

Se considera que x* es el area de un cuadrado A de lado x, y el area de un
rectangulo de lados x 'y 1, o bien 4 veces el area de un rectangulo B de
dimensiones x y ¥ . El primer miembro de la ecuacion sera entonces la suma de

las areas del cuadrado Ay de los cuatro rectangulos B.

p— - —
B
1 B A B
T
B 1?
P ——— e

Si trazamos cuatro rectangulos C en las esquinas de la figura anterior, hasta
conseguir un cuadrado grande de lado u, que tiene por medida % + X + Y

unidades, asi tenemos que:

a=Yi+x+Y 1)
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como se muestra en la siguiente figura:

.

BE | A B |
. | -
T Te le |
|

g x|
L a 1

Descomponiendo el area del cuadrado anterior, sumando las areas de las figuras
mas pequefas que lo forman:

2
a® =x +4§x)8d92+ 2O _ +x+‘11

edgy é4g

De acuerdo con (1) tenemos que:

a2=x2+x+f:42+1_@ a:E
4 4 2

E’=a:x+28§9:x+1 X=6

2 edg 2

De tal modo que, 6 es uno de los numeros buscados y el otro nimero como debe

de ser el cuadrado del primero es el nimero 36.

Este método, como es geométrico, nos lleva a una sola solucién, pues no toma el

cuenta, el signo negativo de la raiz cuadrada, pues, en el caso de este método, la
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raiz cuadrada que se saca es del area de un cuadrado, para obtener el lado del
mismo, de tal manera que un valor negativo para el lado de un cuadrado no tiene

sentido.

4. Método actual (dlgebra simbdlica)

Este problema se encuentra resuelto en el libro de CABALLERO (1999, pp. 112)

de la siguiente manera:
Planteamiento
Incognitas:

NUmero menor,
NUmero mayor

La representacion algebraica:

NUmero menor: X

NGmero mayor: x*

Ecuacion:

X2 +X =42 X2 4x—42=0

Resolucion:

Utilizando la formula general tenemos para los dos valores de la x:



169

:-1+Jm:6

2
Lol 1442
2 2

Solucién 1:

NUmero menor = 6

Numero mayor = 36

Solucién 2:
NUmero menor = -7

Numero mayor = 49

Este autor, menciona a los alumnos que se debe de encontrar un nimero mayor y

un numero menor, sin hacer ninguna reflexion del porque de esta aseveracion.

Con los ejemplos anteriores, se puede mostrar que esta diversidad de métodos
permite que el tratamiento de las ecuaciones cuadraticas se aborde recuperando
conceptos de geometria de aritmética, retomando conocimientos previos

relacionados con otros temas.

Anteriormente vimos que en los libros de texto, las maneras de resolver las
ecuaciones cuadraticas se presentan de manera desvinculada y no es claro para
los alumnos la relacion que existe entre la factorizacion, completar el trinomio
cuadrado, etc. y en la historia podemos encontrar ese vinculo, pues lo que se
quiere es convertir una ecuacion que es dificil de resolver en una mas sencilla de
resolver. Tal vez el alumno no alcance a comprender esto, pero si debe ser claro

para el maestro la importancia de este acercamiento historico.
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En relacién al segundo apartado el cual se refiere a las sugerencias para abordar
el tema de las ecuaciones cuadraticas en el salébn de clases, propongo lo

siguiente:

De acuerdo con el analisis hecho a las tablas presentadas al inicio de este
capitulo, y con lo que la historia nos ensefia acerca del desarrollo de las
matematicas en cuanto a las ecuaciones de segundo grado, presento la siguiente
propuesta, para el tratamiento del tema de ecuaciones cuadraticas en tercer afio

de secundaria.

En lugar de empezar con definiciones formales, se deberian de proponer al
alumno situaciones problema, planteamientos de diferentes problemas y
buscar maneras diversas de resolverlos. Pues hay que tomar en cuenta que
cuestiones como las operaciones con numeros negativos o trabajar con el
cero no son faciles para los alumnos, ademas los problemas de ecuaciones
cuadraticas que a los alumnos se les solicitan que resuelvan se pide a los
alumnos que igualen a cero, lo cual es una situacién sumamente artificial,
pues como hemos visto ninguno de los problemas de enunciado al

plantearlo en ecuacion cuadratica nos lleva a una ecuacion igualada a cero.

o Se debe hacer un andlisis de preferencias, de conocimientos y de
modos mas familiares para el alumno y después se elegiran los
métodos de solucion que se han mostrado en las diferentes
civilizaciones y no restringirse a aquellas que resultan mas
accesibles a los alumnos, sino buscar la manera de abordar el mayor
namero de meétodos de resolucion hasta llegar a los formales

(férmula general).

o En cuanto a la forma de trabajar la resolucion de problemas, una

opcion es la siguiente forma:
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= Proponer situaciones problema, derivar de esta diversos
enunciados, de manera que estén bien redactados y que
contengan los datos necesarios para su resolucion, lo cual
propongo se haga a nivel grupal.

= Se debe de reflexionar y discutir en equipo con el fin de
elegir la forma de resolver el problema, y que identifique las
ventajas de un método para abordarlo.

» Resolver un problema matematico de enunciado en equipo.

» Después de resolver el problema plantear problemas
similares.

» Finalmente generalizar.

Una vez que el alumno ha resuelto un niamero considerable de problemas,
debe establecer una clasificacion, (como se puede ver en los babilonios, las
clasificaciones que se pueden hacer son mas que las que se hacen en la
actualidad) con ello los alumnos podran clasificar de una manera mas ricas
y significativa para ellos y posteriormente llegar a las completas e

incompletas.

Después de trabajar casos particulares, los alumnos se encontraran en
mejores condiciones de generalizar para deducir junto con el maestro la

férmula general y que el alumno pueda hacer uso de sus ventajas.

Para llegar finalmente a la formalizacion y a las definiciones y resolver
problemas mas generales. Una vez que el alumno empieza a deducir la
formula y esta mas familiarizado con el trabajo de las ecuaciones
cuadraticas, puede hacer reflexiones sobre cuestiones mas tedricas como:

caracteristicas que el alumno puede detectar en cuanto a los coeficientes y
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signos de las ecuaciones cuadraticas para poder saber cuando encontraran
raices positivas, negativas o una positiva y otra negativa, conocer el
discriminante y su importancia para saber el tipo de soluciones que una

ecuacion de segundo grado tiene.

Con lo anterior, quiero hacer notar que es conveniente considerar la historia de las
matematicas, con el fin de enriquecer el tratamiento de temas matematicos en el
salon de clases, pues al reconocer el camino por al cual las matematicas actuales
han pasado nos nutre mucho en cuestiones did4cticas, para reconocer dificultades
en determinados contenidos, en la organizacién de estos, hacer mas interesantes

y amenas las clases, etc.

También hay que estar concientes de que hay métodos matematicos usados en

otras épocas que han sido complicados, y que el desarrollo de las matematicas

como el simbolismo algebraico nos hace mas sencillo el trabajo, lo cual solo

conociendo esta parte histérica podemos ser concientes de esto.

Las cuestiones que se pueden recuperar de la historia matematica en el salon de

clases relacionadas con la ecuacién cuadratica, son:

Anécdotas.

Problemas.

Métodos de trabajo.

Trabajo de diferentes civilizaciones, no todas occidentales.

Contenidos que presentaron mayor grado de dificultad a la humanidad.



173

Fracasos de algunos matematicos o cuestiones, 0 cuestiones erréneas en

las que cayeron algunos de ellos.

Todo esto para que las matematicas se reconozcan mas humanas, flexibles y
mostrar que no surgieron de repente, sino que son producto de un largo proceso,
gue hubo fracasos, que hay contenidos que no son tan sencillos de entender como
por ejemplo los numeros negativos, ademas las matematicas surgieron y se han
desarrollado en un primer momento para responder a problemas de caracter
social , es decir , a necesidades humanas, Yy su evolucion ha transitado de los
problemas particulares a la teoria y viceversa, a la resolucion de problemas. De
tal manera que debemos de estar concientes de que las matematicas no estan

acabadas que se encuentran en evolucion.
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