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Introduccion

INTRODUCCION

El contexto educativo

La ensefianza y el aprendizaje de las matematicas han sufrido una sensible
transformacién en los Ultimos afios para dar respuesta a las actuales exigencias
educativas de nuestro pais. El desarrollo de nuevas formas electronicas de
comunicacion y procesamiento de informacidn ha realzado la importancia de la
matematica como disciplina y como una parte importante del acervo cultural de
la humanidad, lo cual ha conducido a dar un mayor énfasis a sus aplicaciones
en la vida cotidiana, en la ciencia, y en las diferentes ramas de la actividad

productiva (Plan y Programas de Estudio de Secundaria, SEP, 1993).

El trabajo que aqui se propone esta dirigido a realizar investigacién sobre los
aprendizajes de los estudiantes de secundaria en el area de prealgebra. La
eleccion de estos contenidos de ensefianza se debe esencialmente a que el
algebra es uno de los temas centrales de la matematica en la escuela
secundaria y porque la reforma educativa destaca su papel en los nuevos
programas bajo una perspectiva novedosa que propone una aproximacion a
esta disciplina menos abrupta, mediante la inclusién de temas orientados a
preparar a los estudiantes para que tengan mayores posibilidades de éxito en

sus estudios.

El dlgebra, mas que cualquier otra parte de la matematica en la secundaria,
constituye un punto crucial en la transicién de la aritmética y la geometria
elemental de la primaria a la matematica de grados superiores. Casi toda la
matematica del bachillerato y la educacion superior requieren del lenguaje del
algebra para modelar situaciones y resolver problemas, asi como para expresar

relaciones cuantitativas en niveles cada vez mas abstractos.
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Para favorecer el acceso al algebra, los nuevos programas de ensefianza
recomiendan que desde el primer grado de la escuela secundaria los alumnos
se familiaricen de manera gradual con el uso de expresiones con literales, con
las primeras reglas de escritura algebraica y con otros temas que desde la
aritmética y la geometria preparan el estudio de esta disciplina. Asimismo, se
sugiere que las actividades de ensefianza deben acudir a situaciones concretas,
donde el alumno sea el que construya, disefie, experimente y cultive sus
propios aprendizajes (Plan y Programas de Estudio para Secundaria, SEP,
1993).

Con esto se pretende dejar atras lo que tradicionalmente se ha manejado en la
ensenanza de este tema, que tiende a inscribirse en un contexto en donde las
clases se limitan al uso del gis y la exposicion verbal, con una visidn
tacitamente aceptada por maestros y alumnos en la que siempre hay una regla
0 un procedimiento previamente establecido a seguir para resolver un
problema de matematicas, lo cual parece limitar la capacidad creativa del
alumno. Esta forma de trabajo puede conducir al estudiante a ser demasiado
ddcil y obediente, a ser un sujeto que prefiere ser ensefiado autoritariamente y

desdefa el aprendizaje por descubrimiento.

Es sabido que el alumno tiene problemas para comprender la matematica
escolar, lo cual se manifiesta en los indices de reprobacion; muchos alumnos
no sienten atraccion por la matematica, esta actitud negativa tiene diversas
fuentes; entre ellas destacan por su importancia la naturaleza del pensamiento
matematico y las formas rigurosas de comunicacion y expresion de las
matematicas que dificultan su comprension. En el plan Nacional de Educacién
(2001-2006), se resalta que la calidad educativa no responde cabalmente a las
perspectivas sociales y a el nivel educativo que se desea para el pais, ya que

en evaluaciones realizadas en la ultima década se obtuvieron resultados
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insatisfactorios. Las mediciones de los logros de matematicas en la primaria
muestran que aproximadamente la mitad de los alumnos no alcanza los
objetivos establecidos en los programas de estudio correspondientes al grado
cursado. Ademas, los examenes de ingreso a la educacion media superior y
superior permiten observar que los aspirantes presentan un desarrollo poco
satisfactorio de competencias basicas, especialmente en las areas de

razonamiento verbal y matematicas (Plan Nacional de Educacién, 2001-2006).

El algebra es un nucleo esencial en la comunicacion y expresion de las ideas
matematicas y debe ser introducida como una parte Util, atractiva y bella, que
propicie el desarrollo de procedimientos empiricos, inductivos y creativos frente

al tradicional planteamiento formal y deductivo.

El enfoque actual considera importante promover la ensefanza de las
matematicas desde la accidn auxilidndose de materiales diversos, entre ellos se
encuentran los manipulables y la calculadora, que permiten explorar,
experimentar y estimar, para llegar a la construccion de los conceptos (Planes y
Programas de Estudio 1993).

Segin Dienes, citado por Resnick y Ford, (1990), el uso de materiales
didacticos en la ensefianza de las matematicas promueve el desarrollo
significativo de conceptos que permiten al estudiante activar su creatividad y
descubrir principios por si mismos. De manera similar, Cedillo (1996b), reporta
que la calculadora permite el acceso individual y colectivo a poderosos
procesadores matematicos para explorar distintos acercamientos a la solucion
de un problema, lo cual ayuda a los estudiantes a afinar sus planteamientos y
hacer publico su trabajo cuando ellos lo deciden. Este autor reporta que,
contrario a lo que podria esperarse, la forma individual de trabajo que induce el

uso de la calculadora no inhibe que se dé el trabajo colaborativo; la



Introduccion

retroalimentacién inmediata que da la calculadora y la posibilidad que brinda a
los estudiantes de explorar soluciones siguiendo sus propias formas de
razonamiento, da lugar a la produccién de distintas y originales soluciones a un
mismo problema, lo cual estimula a los estudiantes a compartir y discutir sus
hallazgos con sus compafieros y el profesor. Desde luego, esta manera de
aproximarse al estudio de las matematicas no depende solamente del uso de la
calculadora, el tipo de actividades de ensefianza y la participacion del profesor

desempeiian roles determinantes.

Perspectiva desde la Psicologia.
En este apartado mencionaremos las implicaciones de orden psicologico que

se relacionan de manera mas directa con este proyecto.

A este respecto, Bruner (1995), sefala que la cultura en el sentido de una
forma de vida, es un poderoso instrumento que modela y amplia las
capacidades cognoscitivas del hombre en el mismo sentido en el que los
utensilios y herramientas extienden y modifican las habilidades y capacidades
de éste para transformar el mundo fisico. Bruner estudidé los procesos
cognoscitivos de los nifios, preocupandose especialmente de cdémo
representan mentalmente los conceptos e ideas que van aprendiendo. Para
esto propuso la teoria del desarrollo conceptual, donde describe tres modos
de representacion: enactiva, icdnica y simbdlica. Mediante esta teoria ofrece
una explicaciéon de como el individuo es capaz de darle significado a las
regularidades del entorno como producto de un sistema de codificacion y

procesamiento.

Con relacién al presente trabajo, el planteamiento de Bruner permite guiar el

uso de materiales manipulables para tener impacto sobre el aprendizaje, en
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particular en la fase de representacion enactiva, de la que retomamos la
orientacion que esta postura tedrica proporciona en cuanto al uso de
materiales concretos como medios para activar el proceso cognitivo del
estudiante. Los materiales manipulables, vistos de esta manera, pueden ser
empleados por el profesor con la intencion de que el estudiante transforme,
retenga, descubra y comprenda conceptos matematicos complejos a partir
de experiencias sensoriales, de tal forma que el aprendizaje esté anclado a
un significado en el contexto de una experiencia basada en la manipulacién
concreta de materiales. Para Bruner la experiencia sensorio motora es
necesaria por parte de quien aprende, por que facilita la codificacion y
organizacion de las relaciones cuantitativas involucradas en una actividad de
ensefianza para después hacer uso de esta experiencia en niveles mas altos

de complejidad cognitiva (citado por Linaza J. L., 1989).

En este trabajo de tesis, retomamos el aporte de Vigotsky (1962), que se
refiere a la Zona del Desarrollo Proximo, donde sostiene que hay una
diferencia entre lo que el alumno es capaz de aprender y hacer sélo y lo que
es capaz de hacer y aprender con ayuda de otras personas mas aventajadas,
observandolas, siguiendo sus instrucciones o colaborando con ellas. En este
sentido, la incidencia de la accién educativa se convierte en un factor
importante en para alcanzar, a través de una ensefanza eficaz, que parta del
nivel de desarrollo efectivo del alumno, un progreso de la Zona del Desarrollo

Préximo, para ampliar y generar, eventualmente, nuevas zonas de desarrollo.

Materiales manipulables y la matematica
Ledesma (1994), destaca que el uso de materiales manipulables propicia
cambios en las actitudes hacia las matematicas, que promueven el gusto,

interés y disposicién del estudiante y motivan un aprendizaje placentero,
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apoyado en bases ludicas y mas concretas. El alumno, al transformar,
construir y descubrir conceptos mediante los materiales manipulables, tiene a
su alcance la posibilidad de un aprendizaje por descubrimiento, que a su vez
sea significativo. El uso de manipulables puede facilitar una organizacion,
codificacion, transformacion y uso de la informacion codificada. Estos
planteamientos concuerdan con lo propuesto por Bruner cuando considera
que la cultura es un poderoso instrumento que modela y amplia las
capacidades cognoscitivas del hombre, en el mismo sentido en el que los
utensilios y las herramientas extienden y modifican sus habilidades vy
capacidades para transformar el mundo fisico. Ledesma reporta que la
estrategia de trabajo empleada en su investigacién comenzo con la interaccion
directa del alumno con el material (representacién enactiva de Bruner); esta
fase fue seguida de la realizacién de dibujos y diagramas (modo icénico);
finalmente, se pidid a los alumnos que completaran las actividades propuestas
hasta llegar a construir sus propias reglas, apoyado en sus hallazgos (modo

simbdlico).

Dienes, citado por (Resnick y Ford, 1990), se apoya en la teoria del
desarrollo conceptual de Bruner, defiende la importancia de incorporar los
descubrimientos de las investigaciones psicologicas a la ensefianza de las
matematicas. En sus investigaciones, donde la utilizacion de materiales
manipulativos es el principal estilo de trabajo, se puede apreciar
implicaciones de orden psicoldgico tales como; la percepcion, imaginacion,
reconocimiento, abstraccidn, construccion, y descubrimiento, como resultado
de la actividad con materiales manipulables. Dienes cred un programa para
la ensefianza de los conceptos complejos con nifios pequefios, expresa que
el desarrollo de los conceptos matematicos se consigue mejor mediante una
serie de patrones ciclicos, cada uno de los cuales supone una secuencia de

actividades de aprendizaje que van de lo concreto a lo simbdlico. En su
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programa distingue tres fases del desarrollo de conceptos, en la primera fase
juego libre, los nifios manipulan los materiales matematicos de formas no
estructuradas, haciéndose idea de su tamaio, peso, textura y color, como un

apoyo para inducir construcciones imaginativas.

Después de este periodo de juego libre, sefala otro en el que se puede
empezar a estructurar de forma sistematica las experiencias de los nifos,

aprovechando los materiales concretos.

En la tercera fase del ciclo de aprendizaje, Dienes menciona que cuando a los
nifos se les ha guiado por manipulaciones o juegos controlados, es el
momento de ayudarles a descubrir métodos que les permitan hablar de sus
descubrimientos, dibujando imagenes, graficos o mapas sencillos, para acabar

asociando simbolos matematicos a los conceptos.

A continuacién se mencionan los diversos materiales manipulables elaborados
por los investigadores y empleados en esta investigacion.

e Fichas de domino de cartdn de 6cm de largo por 3cm de ancho
e Tangram cuadrado de foamy de 7 piezas

e Tangram de triangulo equilatero.

e Tangram rectangulo de foamy de 8 piezas.

e Circulos de foamy de 1cm de didmetro

e Tarjetas numeradas de Carton de 10cm?2

e Cuadros pequefios de cartdn de 2 cm?2

e Tridngulos equildteros de 1 cm de altura

e Tiras de cartdn de 0.5 cm de ancho por 5 cm de largo

e Frijoles
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La calculadora

La Secretaria de Educacion Publica, en la reforma curricular de 1992, hizo la
recomendacion de que se incluyera el uso de la calculadora en la ensefianza
de las matematicas en el nivel basico. Diversas investigaciones proporcionan
evidencia a favor de la calculadora como herramienta para la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas. Al respecto Hembree y Dessart (1992),
citado por Waits y Demana (2001), recomiendan el uso de la calculadora
para la ensenanza de los conceptos aritméticos, la resolucion de problemas y
para favorecer las actitudes positivas en los estudiantes hacia las

matematicas.

Un hallazgo que resalta en la investigacion desarrollada por Hembree vy
Dessart (1992) menciona que el uso de la calculadora no inhibe el desarrollo
de habilidades aritméticas basicas, en cambio, propicia que los estudiantes
desarrollen estrategias no formales que les proporcionan herramientas mas

sdlidas para sus estudios posteriores.

Waits y Demana (2001), destacan que el uso de la calculadora genera
cambios en la manera de ensehar y en la manera de aprender,
anteriormente los estudiantes empleaban mucho tiempo en la practica,
llegando a ser expertos en el uso del lapiz y papel y de las técnicas de
manipulacién simbdlicas. Actualmente mucho de ese tiempo se puede
emplear en la comprensién y en la resolucién de problemas y en el desarrollo
de habilidades.

Cedillo (1997), sefala que el trabajo con la calculadora permite que los ninos
transiten de lo particular a lo general y que empiecen a apoyar sus
razonamientos sobre “valores desconocidos”. El autor menciona que al

incorporar la calculadora en el aula se introducen nuevos elementos que
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implican el diseno de actividades de aprendizaje para emplear
fructiferamente la nueva herramienta y por tanto nuevas formas de
ensefanza aprendizaje. El empleo de la calculadora favorece que los
estudiantes se concentren en los procesos de solucién, ya que el calculo

aritmético se realiza en la calculadora.

Cedillo (2000), destaca que la calculadora grafica permite al estudiante usar
estrategias no convencionales como resultado de su propio razonamiento.
Argumenta que el desarrollo de estrategias no convencionales cuando se
emplea la calculadora se debe a que los estudiantes proponen y verifican por
si mismos sus soluciones; los estudiantes hacen conjeturas que después son
evaluadas por ellos mismos, sin necesitar constantemente del apoyo del
profesor para que apruebe sus resultados. Ademas, los estudiantes pueden
dar significados al cddigo algebraico segin la manera en que lo usan, sin
necesitar un conocimiento previo de definiciones y reglas sintacticas. Esto
sugiere que, al emplear la calculadora, los estudiantes pueden aprender

algebra en formas no tradicionales (mediante su uso).

Los conceptos y enfoques de ensefianza que hasta ahora se han bosquejado
seran tratados con mayor amplitud en los distintos capitulos y secciones que

conforman esta tesis.

Estructura de la tesis
Esta tesis estd organizada de la siguiente forma: una introduccion y cinco

capitulos, los cuales se describen brevemente a continuacion.

En la introduccion se hace una presentacion general de los distintos

elementos que constituyen este trabajo.
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En el Capitulo I se aborda la revision de la literatura de investigacion
relacionada con el tema que abordamos en este trabajo, en particular la
literatura que se dirige al estudio de la transicion de la aritmética al algebra
con el auxilio de material manipulable y calculadora grafica y sus
implicaciones hacia la ensefianza.

El Capitulo II aborda el referente tedrico que sustenta el analisis de los datos
que se recabaron en esta tesis. En este capitulo abordaremos posturas
tedricas acerca del aprendizaje, especialmente el trabajo de Bruner, Vigotsky
y Dienes. En particular, se retoman sus aportaciones sobre la introduccion a

la ensefianza del algebra.

El capitulo III da cuenta de los lineamientos metodoldgicos que orientaron el
desarrollo de esta tesis. Este capitulo contiene tres secciones: i) Método de
Investigacion y propositos ii) Reporte del Estudio Piloto vy, iii) Reporte del
estudio principal. En este capitulo se describe el método de analisis

cualitativo que se empled y la técnica de estudio de casos.

El capitulo IV presenta los resultados obtenidos en el trabajo de campo. En
esta seccidn se describe con detalle el trabajo realizado por cada alumno, en
particular las nociones y estrategias que desarrollaron los estudiantes cuando
el ambiente de ensefianza para la introduccion del algebra escolar se basa en
el uso de manipulables y la calculadora grafica . Los datos se discuten con
base en el referente tedrico adoptado en esta tesis y se lleva a cabo una

comparacion con los hallazgos de otras investigaciones en este tema.
El capitulo V presenta las conclusiones que se derivan de los resultados

reportados en el capitulo 1V, estos resultados se analizan a la luz de lo

reportado en la literatura de investigacion que se relaciona con el trabajo

10
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desarrollado en esta tesis.

Se incluyen dos anexos al final del texto de la tesis. En el anexo I se
presentan las hojas de trabajo que se emplearon para recopilar el trabajo
desarrollado por los alumnos durante las sesiones de clase. En el anexo II se
incluyen los protocolos de entrevista que se utilizaron para profundizar en el

analisis de los datos.
Al final del cuerpo de esta tesis se encuentra la lista de Referencias

Bibliograficas que dan cuenta de las diferentes fuentes de literatura revisadas

como apoyo al desarrollo de este trabajo.

11



Capitulo 1: Revision de Literatura

CAPITULO 1
REVISION DE LITERATURA

Introduccion
El presente capitulo aborda la revision de la literatura relacionada con la pre-

sente investigacion. El capitulo se estructura de la siguiente manera:

Referente teodrico.
Transicién de la aritmética al algebra.

Materiales manipulables.

H L=

Uso de la calculadora.

El referente tedrico se derivd esencialmente de investigaciones que se rela-
cionan de manera directa con este trabajo de tesis, considerando posturas
que se plantean desde la psicologia, donde se destacan autores como Bruner
(1995), Vigotsky (1962), Dienes y Golding (1971). Asimismo se revisé mate-
rial bibliografico acerca del uso de materiales manipulables (Szendrei, 1996,
Ledezma, 1994, Nickson, 2000). También se revisaron investigaciones que se
han dedicado al estudio de la transicion de la aritmética al algebra, (Socas,
1996; Cedillo 1995, 1997, 1999; Nickson 2000). A continuacion se discute
cdmo estas posturas han ejercido una influencia en el desarrollo de este tra-

bajo.

Referente tedrico

Teoria del desarrollo conceptual.

En este apartado mencionaremos las implicaciones de orden psicologico que
se relacionan de manera mas directa con esta investigacién. A este respecto,

Bruner (1995), sefala que la cultura, en el sentido de una forma de vida, es

12
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un poderoso instrumento que modela y amplia las capacidades cognoscitivas
del hombre en el mismo sentido en el que los utensilios y herramientas ex-
tienden y modifican las habilidades y capacidades de éste para transformar el
mundo fisico. Bruner estudid los procesos cognoscitivos de los nifios, preocu-
pandose especialmente de cdmo representan mentalmente los conceptos e
ideas que van aprendiendo. Para esto propuso la teoria del desarrollo con-
ceptual, donde describe tres modos de representacidn: enactivo, icdnico y
simbolico. Mediante esta teoria ofrece una explicacion de cémo el individuo
es capaz de darle significado a las regularidades del entorno como producto
de un sistema de codificacion y procesamiento. Los modos de representacion
que propone Bruner pueden describirse sucintamente como sigue.

(i) El modo enactivo es una forma de representar eventos mediante una
respuesta motriz, es decir, a través de la accién. Algunas cosas las conoce-
mos porque sabemos cdmo hacerlas, por ejemplo, montar en bicicleta, hacer

nudos, nadar.

(i)  El modo iconico es la forma de representacion que nos permite codifi-
car los acontecimientos mediante la organizacion selectiva de lo que se per-
cibe a través de imagenes mentales, apoyadas por las estructuras espaciales,
temporales y cualitativas del campo perceptivo. Las imagenes representan
eventos perceptivos con la fidelidad, pero del modo convencionalmente se-
lectivo en que una pintura representa al objeto en ella retratado. Por ejem-
plo, una manera de recordar dénde se olvido algun objeto que hace unos
momentos se tenia en las manos, es recordar los lugares a través de image-
nes en donde se estuvo, después de haber hecho consiente la pérdida del
objeto, junto con las imagenes se recuerdan movimientos y objetos (pueden
ser muebles) donde se detuvo o se sentd, como lugares que destacan ante
los demas objetos que no representan una pista para recordar donde quedd

el objeto extraviado. Estas imagenes no necesariamente se recuerdan con

13
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todo el detalle del lugar, sino que resaltan las acciones mas representativas

de ddénde se pudo olvidar el objeto.

(i)  El modo simbdlico se refiere a las formas en que representamos obje-
tos y acontecimientos por medio de caracteristicas formales, como el distan-
ciamiento y la arbitrariedad donde una palabra no tiene por qué denotar un
referente espacial o temporalmente contiguo a ella, ni guardar una semejan-
za formal con el objeto como si fuera una pintura. Por ejemplo, la palabra
Filadelfia no se asemeja a la ciudad que designa, sino a una serie de silabas
que cobran sentido por otro tipo de informacion. Otra propiedad esencial del
lenguaje, como forma de representacion simbodlica, es su productividad com-

binatoria, que supera con mucho a la de las imagenes o los actos.

Con relacién al presente trabajo, el planteamiento de Bruner permite guiar el
uso de materiales manipulables para tener impacto sobre el aprendizaje en
las tres fases de representacion: enactiva, iconica y simbdlica. Esta postura
tedrica nos proporciona orientaciones para el uso de materiales concretos
como medios para activar el proceso cognitivo del estudiante. Los materiales
manipulables, vistos de esta manera, pueden ser empleados por el profesor
con la intencion de que el estudiante transforme, retenga, descubra y com-
prenda conceptos matematicos complejos a partir de experiencias sensoria-
les, de tal forma que el aprendizaje esté anclado a un significado en el con-
texto de una experiencia basada en la manipulacidon concreta de materiales.
Para Bruner es necesaria la experiencia sensorio motora por parte de quien
aprende, ya que puede facilitar la codificacién y organizacion de las relacio-
nes cuantitativas involucradas en una actividad de ensefianza, para después

hacer uso de esta experiencia en niveles mas altos de complejidad cognitiva.

En cuanto al modo de representacion simbdlica, la postura que retomamos

en este trabajo descansa en el uso de la calculadora, debido a las facilidades

14
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que ésta ofrece para introducir el cddigo del algebra como un lenguaje que

permite representar ideas matematicas.

En contraste con esto, el uso del material manipulable proporciona al estu-
diante un recurso que le permite pasar por el modo enactivo e icdnico como
un antecedente importante en el transito hacia el modo de representacién

simbdlico.

La Zona de desarrollo proximo.

Vigotsky (1962), desarroll6 el concepto de la “Zona del Desarrollo Préximo”,
como un “préstamo de conciencia” que el nifio recibe de manos del adulto y
que conserva hasta que puede valerse por si mismo. Este préstamo se reali-
za no solo estructurando el mundo de un modo adecuado, sino ofreciendo
“claves” y “elementos accesorios”, que seran asimilables en el grado en que
el adulto y el nifio, puedan permanecer dentro de este formato informativo y
accesible. Segun el autor, cada individuo es capaz de aprender una serie de
conceptos que tienen que ver con su nivel de desarrollo, pero existen otros
fuera de su alcance que pueden ser comprendidos con la ayuda de un adulto
o de compafieros mas aventajados. Este concepto es de gran interés para
esta tesis, ya que define una etapa de desarrollo en el nifio donde la accién
del profesor es de especial incidencia. La teoria de Vigotsky concede al do-
cente un papel esencial al considerarle como facilitador y participe en el de-
sarrollo de estructuras mentales que apoyan al alumno en la construccion de

aprendizajes mas complejos (Vigotsky 1962).

La ensefhanza de las matematicas con el empleo de materiales.

Existen propuestas sobre el trabajo en el aula que se han desarrollado en con-
cordancia con la teoria del desarrollo conceptual de Bruner, entre éstas desta-
can los trabajos de Dienes y Golding (1971), quienes sugieren que se creen

recursos de ensefianza que acerquen las matematicas al campo de la experien-
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cia concreta. Segun Dienes, el desarrollo de los conceptos matematicos se con-
sigue mejor mediante una secuencia de actividades de aprendizaje que van de
lo concreto a lo simbdlico. Para este fin sugiere que los materiales se disefien
de manera que estén desprovistos de elementos distractores, es decir, que no
sean objetos que se utilicen para otras cosas en la vida diaria, sino que sean

disefados para facilitar el aprendizaje de las matematicas.

Dienes y Golding, sugieren que debe haber una fase que denominan “juego
libre”,donde el nifio ensaye y pruebe diferentes ideas al tocar y sentir el ma-
terial, al manipularlo, el estudiante tiene la posibilidad de identificar su tama-
fio, su peso y color, asi como descubrir cdmo usarlos y crear construcciones
imaginativas. Se propone que el estudiante juegue libremente durante el
proceso de aprendizaje para que experimente holgadamente con los materia-

les.

Después de este periodo de juego libre, el estudiante puede estructurar sus
experiencias aprovechando los materiales concretos. El papel que desempe-
fia el profesor en esta fase de estructuracién, es la de dirigir al alumno a tra-
vés de una serie de experiencias de aprendizaje, rescatando aspectos impor-
tantes que refuercen lo que se esta aprendiendo. Aqui es donde los materia-
les tienen un maximo impacto sobre el aprendizaje, ya que lo que hace el
nifio, segun Dienes, es empezar a abstraer un concepto, para esto, el nifo
tiene que recopilar todo lo que es comin a una gran variedad de experien-

cias y rechazar todo lo que sea irrelevante a dichas experiencias.

Dienes propone que los nifios utilicen diferentes materiales para facilitar la
clasificacion y abstraccidon de un concepto. Sugiere que las diversas materia-
lizaciones deben diferenciarse entre si todo lo que sea posible, a lo que llama

principio de la variabilidad perceptual, que da un marco de explicacion para
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las formas en que los nifos llegan a ser capaces de “ver” la estructura del

conocimiento matematico desde perspectivas diferentes.

En una fase posterior se debe ayudar a los nifios a descubrir métodos que les
permitan hablar de sus descubrimientos, dibujando imagenes, graficos o ma-
pas sencillos, para apoyar la asociacién de simbolos matematicos a los con-
ceptos. El empleo de simbolos debe ser informal al principio, dirigido a ayu-
dar a los nifios a recordar las formas y relaciones que han percibido. Los ni-
fios pueden, incluso, utilizar simbolos que hayan elegido ellos mismos. Cuan-
do el estudiante alcanza un nivel de simbolizacidon logra extraer significado a
las imagenes mentales, esto le permite una actuacién en una situacion de-
terminada y asi convertirla en herramienta que le permita nuevas formas de
manipulacién simbdlica. Al usarse los simbolos, las experiencias matematicas
se liberan de sus referentes concretos, y se convierten en elementos que

permiten nuevos tipos de manipulaciones mentales.

Los planteamientos tedricos de Bruner, (1995) y Dienes y Golding (1971), asi
como los hallazgos de Ledezma (1994), dan sustento a una hipdtesis del
trabajo. Esta hipotesis se basa en la idea de que el alumno, al transformar,
construir y descubrir conceptos mediante la experiencia con materiales
manipulables y la calculadora grafica, tendra a su alcance la posibilidad de un

aprendizaje por descubrimiento que a su vez sea significativo.

Desarrollo conceptual y psicogenético en el aprendizaje de las matematicas.

Segun Bruner, la formulacién de los modos de representacion equivale, a una
teoria de las etapas de desarrollo del intelecto que es similar en muchos
sentidos a lo propuesto por Piaget (1969), ya que la base del desarrollo
conceptual planteada por Bruner, sigue un curso paralelo a la teoria general del
desarrollo intelectual, es decir, en cada una de las etapas del desarrollo

intelectual de Piaget, estadio sensoriomotriz, estadio de operaciones concretas
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y estadio de operaciones formales, se puede llevar a cabo los modos de

representacion cognitiva propuestos por Bruner.

Bruner (1995), refiriéndose a la obra de Piaget, sefiala que hacia los 5 0 6
anos, el esfuerzo mental del niho se enfoca centralmente a establecer
relaciones entre lo sensorial y lo motor. En este estadio, el nifio se interesa
especialmente en manipular fisicamente el mundo a través de la accién
(estadio preoperacional), en el que el principal logro simbdlico consiste en
aprender a representar el mundo por medio de simbolos establecidos por
simple generalizacion. Lo que aun no ha adquirido el nifio en esta etapa es la
reversibilidad, por lo tanto, no puede comprender ideas esenciales que

constituyen el fundamento de la matematica v la fisica.

Una operacién es un tipo de accidon que puede ejecutarse directamente
mediante la manipulacién de objetos, o bien internamente, manipulando en
nuestra mente los simbolos que representan objetos y relaciones; dicho de otra
forma, una operacion es un medio de introducir en nuestra mente informacion
de lo que pasa, transformarla, organizarla y utilizarla para dar respuesta a
diferentes problemas. En el estadio de las operaciones formales, que abarca
entre los 10 y 14 anos de edad, la actividad intelectual del nino parece basarse
en la capacidad de operar y llegar a una hipétesis, lejos de verse limitada a las

experiencias pasadas o presentes.

Las etapas de desarrollo no cambian drasticamente en el nifio, si no que se van
integrando poco a poco de una etapa a la siguiente y asi hasta llegar a la etapa
donde el nifio alcanza un razonamiento formal. Cada etapa es conclusion de
algo empezado en la que precede y el principio de algo que nos llevara a la que
sigue, esto no quiere decir que la etapa anterior desaparezca, sino que son la
base para desarrollar y estructurar conocimientos mas formales (Inhelder y
Piaget, 1969, citados por Socas, 1996).
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El dlgebra y los estadios del desarrollo

Socas (1996), estudia aspectos relacionados con la ensefianza del algebra en
cada estadio del desarrollo cognitivo planteado por Piaget, asi como la manera
caracteristica del razonamiento y los tipos de tarea que los alumnos pueden
hacer. Socas sugiere que los adultos y adolescentes regresan al estadio de las
operaciones concretas y a un pensamiento preoperacional cuando se les
expone a nuevas areas de aprendizaje, beneficiandose con experiencias

concretas antes de avanzar a niveles abstractos de pensamiento.

En el periodo de las operaciones concretas, la accion fisica y mental del nifio
con los objetos crea operaciones y relaciones. En las operaciones aritméticas
basicas, el significado que le asigna el nifio a los nimeros se sustenta en
alguna analogia fisica que puede lograrse por la disponibilidad del material
concreto. El nifio necesita clausurar; es decir, tiene la necesidad de asignarle
un resultado o darle soluciéon a una operacion para comprender la situacion que
esta enfrentando. El nifio puede relacionar tanto los numeros como las
operaciones con el mundo fisico que le es familiar. El nifio que se encuentra en
el estadio de las operaciones concretas desarrolla relaciones con el apoyo de
materiales concretos. Posteriormente, puede pensar sobre una relacién de
relaciones y en otras ideas abstractas que le permiten apreciar las

abstracciones simbdlicas del algebra.

Socas (1996), propone que el calculo aritmético puede conducirse por medio
de la manipulacién del material fisico, como abacos, bloques aritméticos,
multibase, y tableros de contar que implican operaciones concretas. De
acuerdo con Socas, el calculo con algoritmos formalizados es la frontera entre

las operaciones concretas y las formales.
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Cuando se esta llegando al final del estadio de las operaciones concretas, el
nifo puede comenzar su trabajo con cierto nimero de operaciones en
secuencia si los nimeros son chicos, y con nimeros grandes si forman parte de
operaciones sencillas. De esta manera van conociendo el resultado Unico de
una operacion sencilla con nimeros chicos y asi pueden comparar expresiones
algebraicas mediante su valor numérico; en el caso de nimeros grandes el

nifo cierra cada parte de cada operacion por separado y compara.

Socas (1996), plantea que cuando los alumnos llegan a la generalizacion
concreta logran trabajar con formulas que incluyen hasta cuatro variables;
como V=axbxc, siempre y cuando sean capaces de tener en cuenta que cada
letra representa a un nimero, y que cada operacion binaria puede llevarlo a

una clausura.

En la etapa de las operaciones formales el alumno puede tomar como realidad
un sistema abstracto, bien determinado, con sus definiciones, relaciones y
reglas, no llegando a un resultado, sino poniendo en practica sus conjeturas

hasta agotarlas todas.

El alumno puede resolver problemas en los que las letras representan nimeros
o variables que emplean una operacion bien determinada, puede obtener la
conclusion final hasta haber considerado las diversas posibilidades, ésta es una
estrategia esencial para obtener una relacion distinta a la de obtener un

resultado Unico.

En este periodo la habilidad de los nifios para pensar va mas alla de la realidad
concreta, empleando razonamientos deductivos e inductivos, abstracciones
reflexivas, pensamiento proporcional, esquemas operacionales que implican

combinaciones de operaciones o combinaciones de variables.
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El lenguaje materno y el lenguaje del dlgebra.

En una serie de investigaciones realizadas por Cedillo (1999), encontramos
algunos hallazgos que se relacionan con esta investigacion (Bruner, citado por
Cedillo,1999), propone que el lenguaje natural no es sélo una consecuencia del
desarrollo intelectual, o un resultado del asombroso sistema neuroldgico con el
que estamos dotados los seres humanos. Entre sus principales resultados
encontramos que el lenguaje natural se ensefia, que el adulto arregla
artificialmente el ambiente de manera que sintonice con las posibilidades de

comprension del nifo.

En su estudio de la adquisiciébn del lenguaje, Bruner (1980) sugiere la
existencia de fases: la sintactica, la semantica y la pragmatica. En este estudio,
retomamos la fase de la pragmatica, ya que implica procesos diferentes a los
empleados para dominar un conjunto de cddigos semanticos y sintacticos. La
semantica y la sintaxis estan relacionadas mas directamente con la

/4

comunicacion de la informacién por medio de un cddigo para “representar
algin conocimiento del mundo “real”. En cambio, la pragmatica se dirige a
estudiar el proceso por el cual se llega al habla para lograr fines sociales, como
prometer, humillar, advertir, pedir; los elementos de la pragmatica no
representan nada, son algo. La pragmatica se relaciona con el discurso y
depende del contexto, de un contexto compartido. El discurso presupone un

compromiso reciproco entre hablantes que incluyen elementos como:

e Un conjunto de convenciones compartidas para establecer la intencion del
hablante y la disposicion del que escucha.

e Una base compartida para explotar las posibilidades del contexto temporal,
espacial e interpersonal.

e Medios convencionales para establecer y recuperar presupuestos.
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De acuerdo a lo citado anteriormente, se puede ver que el discurso no puede
necesariamente depender de las categorias gramaticales, ya que son las reglas
las que rigen los actos del habla las que aparecen en las expresiones del
discurso. Por ejemplo, para poder entender lo que un nifio dice, o quiere decir,
es necesario que se sepa qué es lo que él esta haciendo y esto se logra a
través de la interaccion adulto-nifio. Para Bruner, la interaccion que existe entre
el adulto y el nifio es una forma de comunicacién por medio del habla, la cual
denomina formato. Un formato es un esquema de interaccion regulada, en el
que el nifio y el adulto hacen cosas el uno para el otro y entre si. Los formatos,
al regular la interaccién comunicativa antes de que comience el habla Iéxico-
gramatical entre el nifio y la persona a cargo de su cuidado, se constituyen en
vehiculos para la transicion de la comunicacion al lenguaje. Lo destacado
anteriormente sobre la adquisicion del lenguaje materno es algo analogo a la
forma de aprender un lenguaje matematico empleando la calculadora grafica
(Cedillo, 1999).

Cedillo (1999), plantea que la calculadora es una herramienta que puede
emplearse para simular un ambiente en el que el lenguaje que “se habla” es el
lenguaje de las matematicas, concretamente, los cddigos de la aritmética y el
algebra. Con esta herramienta el alumno puede realizar su trabajo y en
ocasiones recurrir al apoyo de un experto a través de formatos de interaccion
preconcebidos por el profesor (en el sentido de Bruner). Cuando hablamos de
formatos queremos decir que debe existir un tipo de actividad altamente
regulada que propicie que el estudiante pueda prever la intencién del profesor
y viceversa, ademas, la actividad debe estar estructurada de manera que sea
posible la incorporacion de elementos matematicos de orden mas complejo que
permitan al estudiante, con el tiempo, avanzar en el conocimiento de la materia

escolar que esta estudiando (Cedillo, 1999).
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El trabajo realizado con el apoyo de la calculadora puede desarrollar un
ambiente en donde el estudiante participe activamente; ademas, esta
herramienta puede estimular la creatividad y llevar al alumno a desarrollar
habilidades matematicas basicas que lo acerque al manejo del codigo

matematico en la resolucion de problemas que incluyen contenidos algebraicos.

Transicion de la aritmética al dlgebra

En este apartado se sefialan las diferentes dificultades que se han reportado en
algunas de las investigaciones relacionadas con el tema de esta tesis. Esta
seccidn se organiza en los siguientes apartados: i) Términos literales, ii) El uso
del signo igual, iii) Obstaculos cognoscitivos, iv) Resolucion de problemas, v)

Simbolizacion.

“Los primeros escenarios en la ensefianza-aprendizaje de la aritmética son
importantes para el significado y aprendizaje del algebra” (Nickson, 2000). Lee
y Wheeler (1989), ven el camino de la aritmética al algebra obstaculizado por

problemas de procedimiento, linglisticos, conceptuales y epistemoldgicos.

La mayor parte de ensefianza del algebra a los nifios puede ser tratada como
un puente temporal de transicion, el cual Gray y Tall (1994) lo han llamado “Un
hueco cognitivo” entre las dos materias. Los autores reportan que los nifios
extrapolan los procesos establecidos en la aritmética hasta que en afos
subsecuentes de escuela se enfrentan a situaciones algebraicas las cuales no
las pueden entender. En las secciones que siguen se abordaron puntualmente
los conceptos algebraicos que con mayor frecuencia se reportan como areas

problematicas.

Peck y Jencks (citados por Nickson, 2000), sugieren que si los nifios pueden
hacer uso del sentido total de la aritmética y emplearla como una herramienta

en su pensamiento, entonces la comprension del algebra fluira naturalmente.
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Desafortunadamente el sentido que los nifios le dan a la aritmética impide la
comprension del algebra, ya que los nifios utilizan las reglas aritméticas en el
contexto algebraico sin entender las diferencias y limitaciones al aplicarlas en el
nivel del algebra. No es posible tener una capacidad de comprension en
algebra sin antes tener una capacidad de comprension para trabajar con la
aritmética.

El algebra es un lenguaje que tiene unidades con significado propio, tales como
términos y expresiones que tienen que ser usados segun sus propias reglas en

el contexto algebraico.

Vergnaud (1997), citado por Nickson (2000), puntualiza en que el algebra no
requiere Unicamente de calculos simbdlicos, ya que es una nueva situacion en
la que también implica aprender nuevos conceptos tales como: ecuacion,
formula, funcion, variable y parametro, en donde los nimeros y operaciones

adquieren un significado diferente

El hecho de aprender a reconocer nuevas entidades como objetos matematicos
de un nuevo lenguaje y distinguirlos del lenguaje que ya se conoce es una
dificultad que los nifios deben superar para hacer una transicion efectiva desde

la aritmética a la actividad algebraica (Sutherland, 1987).

Los nifios son capaces de usar métodos intuitivos en la resolucion de
problemas aritméticos dirigidos a encontrar una respuesta y asi evitar usar las
estructuras implicitas en el problema, sin embargo, en el algebra, las
estructuras no pueden ignorarse, tienen que ser reconocidas para resolver

exitosamente los problemas algebraicos (Kieran, 1989, Vergnaud, 1997).

Las investigaciones citadas por Nickson (2000), sugieren que las dificultades
presentadas en reconocer y usar las estructuras algebraicas provienen del

hecho de que las estructuras son mal comprendidas debido a la manera en que
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los nifios dan significado al uso de simbolos. Ellos continlan usando los
simbolos algebraicos como lo hicieron en aritmética, por lo tanto tratan de usar
y asignar un significado idéntico al que les dan en el contexto aritmético, sin
considerar los aspectos de estructura que no pueden ignorarse a nivel

algebraico.

Lo que menciona Nickson, se relaciona a lo encontrado en este estudio en el
sentido de que los alumnos recurrian a sus conocimientos aritméticos para
solucionar la tarea planteada sin advertir las diferencias existentes de la
aritmética al algebra, consideramos que en parte es debido a que su actuacién
previa en las matematicas, habian sido en el ambito aritmético. Una vez que
hacian consiente esta diferencia o que advertian que se estaba hablando de
cosas diferentes, gradualmente habia intentos de acceder al lenguaje

algebraico, dando significado al uso de las letras.

Se puede ver que existieron dos momentos:

Cuando advertian que el tratamiento que le daban a la letra no era correcto
porque sabian que estaba mal, que la letra tenia un significado diferente que
en aritmética.

Cuando hacen consiente el signo de la letra comenzaron a emplear recursos
aritméticos pero tomando en cuenta el significado de la letra y la relacién
existente entre las letras y las operaciones, esto se puede ver cuando
empleaban el recurso de manipulacién aritmética.

i) 7érminos literales.

Hersovics y Linchesvski (1994), citados por Nickson (2000), sugieren que el
limite cognitivo entre la aritmética y el algebra puede ser caracterizado como la
inhabilidad del estudiante para operar espontaneamente con o en lo
desconocido, sin embargo algunas ocasiones se ha dificultado al utilizar
términos literales deben también subyacer en las diferencias en las que los

estudiantes pueden estar sustentando las formas en que esos términos son
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empleados. Harper (1987), estudio esta clase de confusiéon y encontrd que a
los nifios se les ensefa a ver las literales como etiquetas o incognitas en sus
primeros afios durante el aprendizaje de la aritmética y cuando estan
resolviendo problemas, por lo que se les lleva muy rapidamente a la nocion de
que una letra es como algo dado con lo que pueden calcular con una serie de
valores. Una situacién comudn es que se les presenta a los ninos las tablas de
multiplicaciones en forma de diagrama, por ejemplo como se le muestra en la

figura siguiente.

X X3 Respuesta
>

1 - 3

2 - 6

3 -2 9

4 -> 12

Harper (1987), sugiere que hay etapas en las cuales los nifos deben progresar
para que puedan entender cuando un término literal es una variable, se espera
que ellos sean capaces de conceptualizar esto antes de que realmente puedan
ver de lo general en lo particular. Harper propone que los nifios adquieran
concepciones procedimentales de los términos literales antes de que entiendan
los aspectos estructurales del algebra que los gobierna, la explicacion de esto
es que esta concepcidén procedimental domina, a menos que los conceptos
estructurales se hayan hecho explicitos. Se pide a los nifilos que expresen la
idea de un patron numérico en una forma algebraica antes de que hayan
comprendido el concepto de generalizacion y posiblemente antes de que hayan

tenido una comprension significativa del concepto de patrén numérico.
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Harper (1987), propone que los nifos adquieran concepciones procedimentales
de los términos literales antes de que entiendan los aspectos estructurales del
algebra que los gobierna. En este estudio se encontrd que algunos alumnos
como Shantal, Oscar y Carlos, no lograron consolidar la idea o el concepto de
patron numérico. La fase del estudio que se destino a que los alumnos
consolidaran el concepto de patrdn, no fue suficiente. Coincidimos con el
planteamiento de Harper en el sentido que debe existir una etapa donde se
asegure que los niflos adquieran concepciones procedimentales de los términos
literales antes de que se quiera que entiendan los aspectos estructurales del

algebra.

i) £/ uso del signo igual.

Saenz-Ludlow y Waldgrave (1998), encontraron que la interpretacién de los
ninos de igualdad aritmética y algebraica cambia y se desarrolla gradualmente.
Inicialmente, el signo igual es visto por los nifios como un comando que indica
que se tiene que hacer una operacidn para encontrar un resultado.
Posteriormente, se dan cuenta que a lo que se refiere es a que debe existir la
“igualdad cuantitativa” en ambos lados del simbolo. En esta fase el autor
recomienda que la tarea del maestro se concentre en escuchar a los nifios para
identificar sus dificultades y apoyarles en el entendimiento del significado y la

funcién del signo igual.

Saenz-Ludlow y Waldgrabe (1998), encontraron que el didlogo entre los
alumnos y el maestro es un aspecto vital en el aprendizaje de los nifios de los
procesos de simbolizacion, ya que ayuda a la construccidn e interpretacion de
significados convencionales de los simbolos matematicos. Sugieren que hay dos
procedimientos a sequir: por una parte, ellos estan teniendo que construir
significados aritméticos para el concepto de igualdad, por otro lado, ellos estan
teniendo que aprender a usar el lenguaje simbdlico involucrado. En el curso de

esta "actividad simbdlica", los nifios escriben su "expresion simbdlica" como un
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paso de transicion donde usan simbolos convencionales que representan lo que
ellos han hecho, sin perder lo que esos simbolos se supone significan. Los
autores observaron que en el proceso de expresar el significado del signo igual
en sus propias palabras y trabajando entre si a través del didlogo y con su
maestro, los ninos llegan a reconocer y entender los factores esenciales en la

interpretacion correcta del signo igual.

iii) Obstaculos cognoscitivos.

Linchevski y Herscovics (1994), exploraron la naturaleza de los obstaculos
cognoscitivos en el pensamiento de los nifios. Uno de los propdsitos del trabajo
realizado por estos autores fue hacer una demarcacion sistematica entre los
primeros cursos de ensefianza del algebra escolar de la secundaria,
comenzando con prealgebra. El estudio involucré 7 alumnos destacados

(aproximadamente 12 a 13 afos de edad) y tenia dos objetivos.

A: Estudiar el potencial en predlgebra de alumnos de 12-13 afios de edad.

B: Extender la valoracion de lo que representan las habilidades aritméticas en
el algebra.

Por ejemplo, a los nifos se les ensefid el orden de las operaciones y se

identificaron los siguientes obstaculos.

Generalizacion de el orden de las operaciones.

Se les pidio a los alumnos que evaluaran las siguientes operaciones:

a) 5+6x10=?
b) 7-3x5=?

c) 27-5+3=?
d) 24:3x2=?
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Encontraron que los alumnos tendian a ver a la suma con mayor prioridad que
la resta. Donde la resta se involucraba, ellos optaban por ignorar la expresion
con el signo menos y proceder a partir de esto. Solo la pregunta C fue resuelta
correctamente por todos los nifios.

Cancelacion de términos equivalentes

Se refiere a la manera en que los nifios trabajaron de izquierda a derecha
cuando se enfrentan a expresiones de este tipo y no buscan en toda la
operacién para determinar donde pueden cancelar términos o unirlos. Por
ejemplo, solo el 59.3% de los alumnos obtuvieron la respuesta correcta para

329+167-167, cancelando términos equivalentes.

Retomando lo que mencionan Linchevski y Herscovics acerca de la cancelacion
de términos equivalentes. En esté estudio encontramos que cuando se les
propuso a los alumnos resolver alguna situacion donde tenian que encontrar el
patrén existente en la situacion, al no poder encontrar la respuesta correcta
optaban por ignorar términos e inventar o brincarse signos, letras o nimeros

segun la situacion.

Vision estatica del uso de paréntesis.

Los alumnos entendieron que el paréntesis significa “haz esto primero” y todos
los alumnos respondieron bien a preguntas como 8x(5+7). Como sea, una vez
que el contexto cambid y se les pidié decir que si 926-167-167 era lo mismo

que 926-(167+167), sdlo dos de los 27 alumnos pensaron que era igual.

Separacion de un término de la operacion indicada.

En trabajos anteriores Linchevski y Hercovics habian encontrado evidencia de
que los alumnos tendian a separar un término cuando una substraccion estaba
indicada. Por ejemplo, en 27-5+3 ellos hacian 27-5 primero, después sumaban

3. Hubo alguna variacién en la forma en que hacian todas las operaciones y sus
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explicaciones eran como “baso mi decisidn en lo que creo que es conveniente.
Si hubiera utilizado la multiplicacién hubiera tenido que ser cuidadoso”.

Este tipo de obstaculo que mencionan Linchevski y Herscovics se pudo
observar repetidamente en el estudio, al proponerles la actividad donde tenian
que encontrar el patron numérico, los alumnos tendian a operar
aritméticamente sin involucrar las letras de modo que para encontrar cada uno
de los resultados tenian que hacer una operacién y no involucraban las letras
que es lo que les hubiera permitido generalizar el comportamiento del patrén

involucrado.

Brincarse a la ultima operacion.

Este obstaculo se refiere a la forma en que los estudiantes tienden a agrupar
términos semejantes donde la distancia entre los términos se centra en la
operacion con el termino siguiente, por ejemplo, dada una cadena de
operaciones como 217+175-217+175+67, solamente el 70.3% cancelaron el
217 correctamente y se centraron en el signo negativo después del segundo
termino, los alumnos realmente rechazaron hacer esta tarea diciendo que “tu
tienes que ir de izquierda a derecha, yo no puedo nada mas por que si

brincarmelo”.

Siguiendo su estudio de los obstaculos aritméticos en predlgebra, se les pidio
después que resolvieran algunas ecuaciones. La mayoria de los estudiantes
fueron capaces de resolver las ecuaciones “usando procedimientos basados
exclusivamente en manipulaciones numéricas o sustituciones numeéricas”.
Donde ellos fallaron fue en resolver las ecuaciones con éxito, esto permitié a

los investigadores delimitar un nuevo obstaculo cognitivo.

Este estudio es particularmente importante a la luz del trabajo reportado
anteriormente en conexion con la brecha cognitiva entre la aritmética y el

algebra (Gray y Tall, 1994). Hay pequefios problemas que llaman la atencién
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en prealgebra. Linchevski y Herscovics (1994) optaron por hacer el orden de
operaciones mas claro y menos arbitrario. La introduccién de los paréntesis y
su uso también necesita ser mas explicito mediante nuevas presentaciones,
como la tendencia de los alumnos a sobre generalizar. Esto seria una etapa
donde la calculadora parece ser til; explorandola, los alumnos descubren mas
rapido los diferentes resultados y las reglas que gobiernan la jerarquia de las

operaciones aritméticas.

Boulton-Lewis (1997) citados por Nickson (2000), investigaron la transicion de
la aritmética al algebra. Analizaron la introduccion de los conceptos de variable,
ecuacién y solucion de ecuaciones lineales con alumnos de 8° grado. Ciertos
materiales (manipulativos) fueron usados al inicio como auxiliares para
introducir los conceptos, después de la parte inicial donde fueron usados,
ninguno de los 21 alumnos usaron materiales para resolver las ecuaciones
lineales. La mayoria (14) usaron operaciones inversas, otra evidencia es la
tendencia de los nifios para aplicar procesos aritméticos a la solucién de
procesos algebraicos (Sfard 1989, Kieran 1992, Linchevski y Herscoivics 1996).

La conclusion de los estudios fue:

En primer lugar la estrategia de las operaciones inversas usa una concepcion
diferente de ecuacidon (un cambio en dos vias) a partir del enfoque de
ensenanza (equilibrio). Segundo, las respuestas de los estudiantes reflejan los
hallazgos de Hart (1981), en que existe una brecha entre la representacion
concreta y simbdlica. Tercero, el hallazgo parece reforzar la fuerte carga
cognitiva involucrada en el uso de los recipientes como objetos. Cuarto, el
hallazgo también parece apoyar el argumento de Kieran (1992), de que el
conocimiento algebraico se desarrolla a partir de lo procedimental hacia la
estructura en la misma forma en que las operaciones inversas son una
estrategia procedimental mientras que el enfoque de los recipientes y los

objetos parece tener una tendencia estructural Boulton y Lewis (1997). La
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necesidad para que los estudiantes entendieran una ecuacion algebraica como

una secuencia de operaciones, también se destaco en este estudio.

Los hallazgos que se reportan en este estudio, difieren de los reportados por
Kieran (1992) en el sentido de que el conocimiento algebraico se desarrolla a
partir de lo procedimental hacia la estructura y que los materiales manipulables
no apoyan el desarrollo. En este estudio se encontré que los alumnos vieron el
apoyo de los materiales como un auxiliar que les permitid activar ideas que
posteriormente fueron refinando para llegar a la resolucion de la situacion
planteada. Es cierto que también hubo estudiantes que tuvieron una actuacion
como lo reportan Boulton y Lewis en 1997 en la investigacién que realizaron
con alumnos de 8° grado donde se analizé la introduccion de los conceptos de
variable, ecuaciones y solucion de ecuaciones lineales, en el inicio del estudio
utilizaron materiales manipulables y después la mayoria de ellos ya no vio la

necesidad de usarlos.

Algunos alumnos manifestaron esta misma actuacién pero al mismo tiempo
hubo un reconocimiento hacia los materiales manipulables como algo que les

permitid generar ideas al inicio de la tarea a realizar.

Parte de este estudio involucro entrevistas con nifios de 7° grado, con la
pregunta, épuedo obtener algin conocimiento de qué es lo que ellos sabian
acerca de las operaciones, las leyes de las operaciones, las igualdades y las
variables?, y se encontré que se pudo haber ensefiado a los estudiantes acerca
de las operaciones y las igualdades como una parte en el curriculo de la
aritmética pero no sabian nada o casi nada sobre las variables o ecuaciones
lineales, lo cual podrian haber derivado intuitivamente de su conocimiento
aritmético Boulton-Lewis (1997). A partir de las preguntas que se les hicieron
se encontrd que solo el 26% de la muestra fue capaz de encontrar el orden

correcto de las operaciones aritméticas, por lo tanto ellos lo aplicaron en el
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contexto de las soluciones de las ecuaciones lineales, una vez mas se encontro
que respecto al signo de igualdad en una ecuacion que contenia una serie de
operaciones casi el 100% de los estudiantes creian que encontrar la ecuacion
significaba encontrar una respuesta y cuando habian encontrado la ecuacién
solamente la mitad de ellos podian decir que la ecuacién significaba que los
valores numéricos de los dos lados debian ser los mismos, al menos la mitad
de ellos no tenian el concepto de equivalencia, esto proporciona mas evidencia
de que cuando los estudiantes confrontan este tipo de problemas algebraicos
muchos de ellos tomarian el significado del signo igual como una sefial para
encontrar una respuesta. Una de las implicaciones derivada de este estudio fue
que muchos de los nifios en este estudio necesitaban una mejor comprension
de la division y el orden de las operaciones en una aritmética mas compleja.
Otro factor importante identificado por Boulton-Lewis y otros fue que los
estudiantes en su estudio no entendieron la diferencia entre el uso de X como
una variable y X como una incdgnita cuando estaban resolviendo ecuaciones

que involucraban el uso de mdltiples valores para la variable.

iv) Resolucion de problemas.

Los problemas que enfrentan comiUnmente en algebra los alumnos son de
importancia para los investigadores, por ejemplo, Douady (1997), Davis
(1998), Noddings (1993), Sfard y Linchevski (1994). Muchos de los problemas
que incluyen en los libros no hacen que el alumno se involucre esencialmente
porque no los pueden relacionar con nada remotamente tangible en sus vidas,
aunque para algunos alumnos motivados tal vez los problemas sean el punto
de entrada al algebra. Skovsmose (1994), se pregunta épor qué orientacion
sobre problemas? El propone que esto es importante porque un problema
especifico puede ser el punto de entrada a la complejidad, que puede volverse
comprensible si se estudia el problema central. En las clases de algebra parece

que esto no sucede.
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Hay dos tipos de problemas comunes en el algebra los primeros son: los que
directamente se dirigen a resolver ecuaciones, sin algun contexto mas que el
matematico. Los segundos son los problemas basados en una historia donde el
problema se presenta en algin contexto y se involucra el uso del algebra, se
pide primero entenderlo, luego expresarlo y por ultimo resolverlo, los
problemas de palabras son faciles de definir pero en algebra es dificil (Kieran,
1989).

V) Simbolizacion

Mason (1987), argumenta que la atencion de los estudiantes debe ser
conducida a que observen el poder de los simbolos para que ellos entiendan
por qué esos simbolos son utilizados y que se conviertan en una herramienta
que puedan emplear articuladamente y en particular los procesos de
especializacion para encontrar o descubrir qué es lo que dice una afirmacion
abstracta en términos de casos particulares y de la generalizacion para que
lleguen a ver la generalidad ejemplificada por casos particulares, entonces
puede mostrarse a los estudiantes, por ejemplo, a través de preguntarse a si
mismo, qué es lo comun entre varios actos o situaciones y esto puede

conducirlos a observar la generalidad.

Se les puede mostrar a los estudiantes mediante ejemplos, cdmo es que
frecuentemente son mentalmente interrumpidos al intentar reconstruir un texto
o de qué se trato la clase y pedirles que hagan esto, les ayuda a construir un
recuento razonablemente coherente de un tema y que al tratar de verbalizarlo
con el apoyo de los diagramas y las metaforas ellos pueden generar ideas
accesibles sobre una situacion que ya antes ocurrid, en otras palabras los
estudiantes deben ser consientes de su aprendizaje, la aparente simplicidad del
proceso al que nos estamos refiriendo puede disfrazar la dificultad usualmente

asociada con la abstraccién. Sin embargo el punto que Mason sefala es un
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asunto importante y es Util recordarlo cuando consideramos los problemas
relacionados con la simbolizacidn en una generalizacion.

Este asunto es también tomado por Kaput (1987), quien considera la falta de
significado en situaciones simbdlicas como los objetos algebraicos. Kaput
describe una expresion simbodlica como un esquema que en si mismo no tiene
ningun significado y que requiere de un campo de referencia para darle
significado a ese esquema, el se refiere a los simbolos cdmo objetos
fenomenoldgicos (Mason utiliza la palabra imagenes para dar significado mas o

menos a esto) y ve eso como el mundo de estabilizacion para los estudiantes.

Como se ha sefialado previamente (Kieran 1989, 1992, Sfard 1991) el
tratamiento de situaciones algebraicas como objetos y en concordancia con las
reglas estructurales son la principal dificultad que encuentran los estudiantes
para darle algun significado al algebra. La idea de que los estudiantes pueden
detenerse y mentalmente reconstruir su atencién sobre acciones es muy
importante en el camino para asociar significados a esos simbolos que carecen

de significados.

Abstraccion con datos.
Reden (1994), dio un patrén de cuatro nimeros de elementos simultaneos de
una muestra de 1435 ninos entre edades de 10-13 anos a los cuales realizo 4

preguntas a cada uno.

¢Cual es el siguiente periodo en el patrén?
Describe una regla general del patron en el lenguaje natural.

Calcula el valor de un término incontable.

H N =

Escribe las reglas en la notacién simbdlica de las matematicas.

El clasifico los resultados evaluados, de ellos identifico dos jerarquias a seguir,

la primera era el procesamiento de datos dimensidnales donde los nifios
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exhibieron una habilidad manual con diferentes numeros de elementos
(diferentes datos). Provistos por los estimulos de los reactivos. Dentro de esta
jerarquia habia 2 niveles:

a) El modo simbdlico concreto, donde los nifios estaban respondiendo a una
parte del dato dentro de un elemento, pero no podian dar descripciones
exactas donde existia mas de un dato, era mas complicado.

b) En un nivel mas alto parte de ellos estaban resolviendo con mas de un dato
con éxito.

|II

La segunda jerarquia relacionada a la dimension de “expresion general” donde

cuatro grupos fueron identificados:

a) El grupo pre-estructural donde los niflos no encontraron con éxito los
reactivos de estimulo (su trabajo no incluyo un analisis total).

b) El grupo que respondid a la parte necesaria del reactivo dio un ejemplo
especifico, pero no una descripcién general del patron.

c) El grupo que se enfoco a los resultados dio una descripcion de cdmo se
mueve un término al siguiente en secuencia.

d) El grupo que estaba provisto de una serie de datos “para describir una
relacion funcional entre una variable dependiente y una variable

independiente”.

Esas jerarquias previeron un trazo por la progresién de un procedimiento con
una perspectiva mas estructural en el desarrollo del algebra pensando en los
nifos.

Simbolizando un proceso

Reggiani (1994), estudio los niveles de generalizacién de nifios de 11-12 afos
en Italia enfocandose a un problema dando a los alumnos la solucién, la cual

no depende de un dato introducido. El problema fue el siguiente.
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Piensa en un numero, ddblalo, simale cinco, réstale el nUmero que pensaste,
sumale dos, ahora réstale el nUmero que tu pensaste otra vez y entonces
multiplicale el total por tres.

Tl amigo dice que cualquier nimero que tu pensaste, el resultado sera

siempre 21. Trata de ver si es cierto.

a) Comienza con el niUmero 7 y realiza el calculo necesario.

b) Ahora comienza con el nimero 20 y después con el 100 y sigue el mismo
procedimiento.

c) Trata de entender por qué tu tienes siempre 21, puedes usar esquemas,

simbolos para auxiliarte.

Reggiani encontré que los nifios que tenian experiencia no formal en algebra
estaban “pensando algebraicamente “ y solo algunos casos particulares en
“sentido general”.

Algunos estaban explicando sus soluciones verbalmente y simbdlicamente,
aunque a un nivel muy simple como por ejemplo; El alumno que escribid “yo
siempre obtuve el mismo nimero porque multiplique, sume, reste y sume otra
vez los diferentes nimeros, siempre los mismos numeros, el resultado no

cambio”.

Alli pareci6 estar involucrada la nocidén general pero no se alcanzo el nivel de
generalizacion. Reggiani, noto que el 40% de los ejemplos de los alumnos de

primero de secundaria recurrian a los mismos signos y procedimientos.

Otro estudio dirigido a un diferente tipo de simbolizacion involucra a los nifios a
resolver problemas algebraicos presentados como historias cortas (Bito-Lima y
Da Rocha Falcao, 1997), 72 nifos de 6 a 13 afos de edad fueron
entrevistados, las respuestas de los protocolos fueron analizados. El

investigador noto que los nifios mas jovenes produjeron lo que ellos llamaron
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“esquemas prealgebraicos” el cual incluia ecuaciones hibridas, donde el
lenguaje natural, iconos, nimeros y operaciones matematicas formales

aparecen.

Los alumnos crearon una regla representativa que les apoyo como guia en la
solucién de problemas, la cual se considero como precursor del nivel
intermedio donde los nifios estan dispuestos a seguir con la situacién, por lo

que logran encontrar la expresion matematica que la representa.

cQué se esta simbolizando?

Un ejemplo de como la simbolizacion de un procedimiento matematico toma el
significado como un punto central de un problema matematico es dado por
Underhill (1991), e ilustra el asunto que Mason sefala acerca de lo poco Util
que es detenerse a pensar y reconstruir cuando uno esta concentrado en la
resolucion de un problema matematico. Underhill nota que cuando se le
pregunta a alguien que es lo que quiere decir, los estudiantes contestan en
términos verbales o a través de algin procedimiento de simbolizacion, en el
caso del promedio podria ser x+y+z/ 3 cuando los tres nombres que se
quieren promediar son x, y y z, con relacion a la importancia del concepto de
promedio, el autor cita un ejemplo de cdmo un adulto encuentra dificil explicar
que es lo que quiere decir la palabra promedio. Por lo que se le propuso un
problema que involucra temperaturas a lo largo de una semana a lo cual se le
pidid que encontrar la temperatura promedio y el correctamente calculo la
media aritmética después de esto se le indicd que agregara o restara algunos
grados a ese promedio en cada dia de la semana para ver el efecto que esas
operaciones dara en el promedio, habiendo hecho esto el llega a la conclusién
de que si cada nimero en un grupo es cambiado en la misma forma entonces
la representacion del grupo puede cambiar, en el contexto de otro ejercicio
Underhill explicd que su experiencia en promediar calificaciones le ensefo que

dado que todos los nimeros en un grupo contribuyen de igual manera en un
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promedio, un nimero que es considerablemente mayor o menor que los otros
puede drasticamente afectar a la media aritmética que en este caso es el
promedio. Otro ejemplo de la recapitulacion de Mason menciona la importancia
de recordar la importancia de utilizar la simbolizacién como medio para un fin.
Hemos visto evidencia de las dificultades que tienen los ninos en el aprendizaje
algebraico y como los simbolos se convierten en algo que los aleja de contextos
familiares y vienen a convertirse en el establecimiento de ecuaciones. Las
formulas desde esta concepcion se entienden como medios para presentar
situaciones pero el significado de esas situaciones se deja aparte con el uso
mecanico de esas formulas en la resolucidon de problemas donde su origen son
facilmente olvidados.

Una pregunta de otro estilo relacionada con lo que es simbolizado fue
explorado por Furinghetti y Paola (1994), quienes usaron un cuestionario para
indagar sobre las percepciones de los estudiantes de 12 a 17 afos de edad con
relacion a los parametros y su asociacidén con incognitas y variable. El resultado
que obtuvieron indico que el 69% de sus estudiantes reconocieron que habia
una diferencia entre parametros incdgnitas y variables, solamente el 20% de
199 estudiantes fueron capaces de utilizar alguna expresidén para explicar lo
que ellos consideraban que eran esas diferencias, tales estudiantes no
utilizaron nociones basicas como generalizacion o la presencia de
cuantificadores en sus explicaciones. Un estudiante reconocié que la diferencia
entre tres conceptos, parametros, incdgnitas y las variables tenian que ser

establecidos a través de los problemas matematicos que querian resolver.

Estereotipos de los simbolos literales.

Bills (1997), discute la posibilidad de una dificultad innecesaria a la que se
enfrentan los alumnos al querer que aprendan algebra mediante un uso de las
letras a través de estereotipos presentando casos en los que se les ensefia a
utilizar las letras en ejercicios en los que se espera siempre que cumplan un

papel determinado. Un ejemplo de esto es cuando se pide a los estudiantes
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que factoricen x3-a3, en general Bills se encontré que los estudiantes no saben

|\\ n

representar la literal “a”, en este punto todos los polinomios que habian
factorizado los estudiantes eran mostrados en casos en donde X es la variable
y habia coeficientes numéricos. La respuesta inmediata en estos casos fue
pedirles a los estudiantes evaluar en el caso de x3-a3 y darle valores numéricos
a la letra a, por lo que no hubo ningin problema con la interpretacién de lo
que es la X. La respuesta de los alumnos se puede resumir como sigue “el
papel que desempena la X es la de una variable, esto es como una cantidad
que puede tomar muchos valores y no toma ningun valor particular en
cualquier momento a menos que asi se halla establecido, sin embargo al
utilizar la letra a junto con la letra X como otra manera de presentar los
coeficientes o cualquier otra letra como la b 6 la Y provoco en los estudiantes
que vieran esta tarea como algo distinto en un contexto diferente que los

confundio.

En otro ejemplo se les pidid a los estudiantes que identificaran la ecuacion de
la tangente a un circulo cuyo centro es el (2, 4) en el punto (p, q) que es un
punto que esta en la tangente, Unicamente un estudiante de todos a los que se
les hizo la pregunta dio la respuesta en términos de X y Y, Bills a partir de esto
hace la distincion entre lo matematico y lo culturalmente determinado que
provoca la toma de una decision y senala que las letras X y Y llevan con ellos
muchos contextos y mensajes que pueden en ocasiones ser Utiles para el
estudiante pero también puede resultar un obstaculo. Un problema similar fue
estudiado por Wong (1997), ella propone que para investigar las dificultades de
los estudiantes de secundaria con expresiones exponenciales que contienen
numeros que desempefian el papel de exponentes comparados con
expresiones que tienen letras que desempefar el papel de exponentes. Ella
encontrd que los estudiantes se desenvolvian mejor cuando la base en esas
expresiones exponenciales eran letras y los exponentes eran nimeros que al

contrario. Por ejemplo, los estudiantes no traducian la regla de sumar los
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exponentes cuando esos exponentes estaban representados por literales,
cuando las expresiones exponenciales que llevan esos exponentes eran

multiplicados.

Los procesos y el concepto de simbolizacion

Crowley y otros (1994) discutian el significado de los simbolos en algebra y se
refirieron a la nocion de procepto (Gray y Tall 1993, Gray y Tall 1994) que es
planteado como “un simbolo que se aplica tanto para procesos como al
resultado de esos procesos” (Crowley 1994). Crowley argumenta que la
manipulacion mental de proceptos conlleva un potencial de pensamiento y
flexibilidad que se desarrolla en el tiempo; como resultado de un proceso
gradual que es contenido en si mismo por el que esta pensando hasta el punto
en el que se convierte en un objeto aritmético o algebraico, el ejemplo mas
obvio es el conteo que es un proceso que eventualmente se resume en el
concepto de nimero con los simbolos numeéricos. En este estudio especifico
ellos exploraron la nocién de una expresion algebraica como un procepto:
Desde nuestro punto de vista... los nifos ven X+3 como un proceso y ho como
un objeto mental es decir como un proceso que no puede llevarse a cabo
porgue no saben que es lo que es X. Para ser capaces de abordar tal simbolo
se requiere no solamente que se le de un significado si no que el significado
deberia incorporar tanto un proceso (de evaluacién cuando X es conocida)
como también como un objeto que puede ser manipulado tal como esta
(Crowley 1994), ellos encontraron en una investigacién previa que los
estudiantes tienden a concatenar términos, es decir, cuando ellos tienen
3a+4b+2a lo que hacen es reunir todo en una sola expresién como 9ab. Por
esta razdn su muestra en este estudio involucro tanto un grupo de estudiantes
de 13 a 14 afos de edad y un grupo de estudiantes del segundo afios que se
estaba preparando para ser profesores, habiendo considerado que este Ultimo
grupo deberia mostrar esa tendencia. A esa muestra se les pidid que realizaran

tres sumas y tres multiplicaciones las cuales iban aumentando en el nivel de
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dificultad, las primeras operaciones respetaban un orden sintactico pero en las
Ultimas ese orden ya no se respeto. Los resultados mostraron que a medida en
que la dificultad de las cuestiones se incrementaba tanto los estudiantes de 13
a 14 anos de edad como los futuros profesores invertian los enunciados de
esas operaciones de manera que la operacion apareciera del lado izquierdo y la
respuesta del lado derecho. Cuando la sintaxis era demasiado complicada para
permitirles la primera traslacion de términos de un lado al otro de la igualdad y
como no se les sugirid que utilizaran letras algebraicas los errores ocurrieron al
tratar de pasar términos de un lado al otro del signo igual. Los resultados
mostraron que los estudiantes tuvieron un desempefno particularmente malo
cuando la sintaxis de las ecuaciones fue alterada, esto ocurrid también con
muchos de los futuros profesores aunque cabe mencionar que ellos no habian

estudiado matematicas en tres anos.

Los autores mencionan “vimos que los estudiantes respondian al proceso de
pasar términos de un lado al otro del signo igual no solamente respetando un
orden sintactico puro, si no también intentando darle sentido a los datos
utilizando la aritmética y los conceptos algebraicos relacionados a su nivel de
desarrollo escolar, en cuanto a estas manipulaciones algebraicas, por ejemplo
verificando sus operaciones algebraicas numéricamente tratando de encontrar
si se habian cometido errores.

Stacey y Macgregor (1994), investigaron las razones por las que los estudiantes
tienden a confundir la notacion para el producto algebraico, por ejemplo, a, b,
para demostrar la suma a + b, Tall y Tomas (1991), llaman a esto el obstaculo

de ubicacion.

Materiales manipulables.
El uso de los materiales manipulables como un recurso didactico es
considerado como una herramienta que puede jugar un papel importante en la

construcciéon de un argumento légico. Szendrei (1996), hace una resefia de los
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materiales concretos utilizados a lo largo de la historia con fines educativos,
menciona que estos materiales se pueden clasificar en dos tipos: (i) como
herramientas comunes, que son las que existen en el ambiente, y, (i)
materiales educativos, que son materiales disefiados para un contenido en

especifico.

Szendrei concluye que los materiales concretos pueden ser herramientas
poderosas construidos para lograr propdsitos escolares y educativos en la
clase de matematicas. La autora cita que en algunas escuelas la filosofia
educativa difiere con respecto a como los alumnos aprenden y comprenden los
conceptos necesarios, algunos consideran que la meta principal de la
ensefanza de las matematicas es dar informacion al alumno sobre la materia,
mientras que otros desarrollan medios con el fin de crear formas diferentes que
permitan al alumno comprender y dar significado a los contenidos
matematicos. Las filosofias educativas hacen hincapié en el modo de cémo
deben ser usados los materiales concretos. En algunos sistemas educativos
consideran que los materiales manipulables comunes como fichas, semillas,
piedras, cuentas mostradores, palos y mas, son importantes en etapas iniciales
de la nifiez, en el aprendizaje y creacion de los conocimientos matematicos.

Comenio y Pestalozzi (citados por Szendrei 1996), ven la necesidad de construir
materiales educativos. Segun Comenio, el objetivo debe venir antes de las
reglas y el contenido antes de la forma, Pentalozzi confirmd que los sentidos

son los primeros pasos en cualquier proceso de aprendizaje.

Decroly (citado por Szendrei 1996), refiere que las herramientas comunes y los
materiales concretos como bellotas o castanas, son materiales que favorecen la
clase en las aulas, él no sélo da importancia a las herramientas comunes, sino
también a los materiales educativos. A este respecto, Dienes y Gattegno

(Szendrei, 1996), entre otros educadores, estudiaron la correspondencia entre
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la estructura del conocimiento matematico y la estructura de los materiales

educativos.

Varga (Szendrei 1996), frecuentemente usa herramientas comunes en algunas
situaciones, sin embargo presta atencién al uso de materiales educativos,
particularmente cuando es necesario apoderarse del concepto matematico
subyacente. Por otra parte, sugiere que antes o después de usar el material
educativo, puede haber un periodo en el que sea pertinente usar otros
materiales bajo una estructura diferente.

Boero (Szendrei 1996), en el proyecto Grupo Génova, le da énfasis al uso de
herramientas comunes (calendarios, monedas, termometro, reglas, mapas,
calculadora y otros) ocasionalmente fabricados algunos durante la clase, para
activar los procesos de aprendizaje de los nifios. Dentro del proyecto él es uno
de los que argumenta algunas razones del por qué no usar materiales

educativos, las cuales son:

1. Los conceptos son desarrollados al usar herramientas comunes ya que
permiten resonancias positivas dentro y fuera de la escuela y se experimenta
un inmediato cambio al emplear las matematicas dentro de situaciones de la
vida real, esto generalmente no sucede cuando se usan materiales educativos.

2. Las herramientas comunes pueden ser seleccionadas a través de la
evolucién cultural de la humanidad. Partiendo de la historia, la construccion de
los conceptos matematicos y procedimientos son una consecuencia de
procesos seleccionados. Los maestros pueden explotar las herramientas como
medios eficaces para la construccién y deduccidon real del proceso mental

enfocado a las matematicas.

3. El tiempo empleado para ensefar a los nifios el uso apropiado de los

materiales educativos es tiempo perdido, el tiempo empleado al ensenar a los

44



Capitulo 1: Revision de Literatura

nifos el uso de herramientas comunes es menor y al mismo tiempo es menos

complejo hacerlo.

4. Los maestros pueden abusar de los materiales educativos con la posibilidad
de no llevar al alumno al objetivo, en cambio, otros maestros son expertos por

naturaleza usando herramientas comunes.

Los participantes en el proyecto Génova no emplearon juegos en las
situaciones de aprendizaje, ya que los conductores pensaron que, al hacerlo,
los nifios reciben una imagen falsa de la naturaleza de las matematicas como
disciplina. Los investigadores del proyecto Génova aclaran que el hecho de que
los participantes no empleen situaciones de juego en el aprendizaje, no quiere
decir que no vean al juego como algo Util, por lo tanto, proponen que no se
necesita disefar una actividad de juego, ya que el alumno al tener contacto
con los materiales, se encuentra en una situacion en donde la exploracion y

experimentacion esta implicito el juego.

En suma, Boero menciona que es mejor el uso de herramientas comunes que
el de materiales educativos, sin embargo, no desconoce que las herramientas
comunes se pueden alternar con los materiales educativos permitiendo mas

variaciones en sus usos.

Los autores citados por Szendrei, coinciden en que el uso de materiales, ya
sean los disefados con fines educativos o las herramientas comunes, son
importantes para la ensefianza de las matematicas, ya que facilitan la
comprensién de la estructura del conocimiento matematico y activan los
procesos de aprendizaje en el nifio. Estas aportaciones de los autores coinciden
con lo propuesto con Bruner, ya que para €l es necesario tomar en cuenta la

representacion del entorno para amplificar nuestros actos motores y nuestras
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percepciones, lo cual enriguece nuestra actividad de raciocinio

(representaciones enactiva, icdnica y simbdlica de Bruner).

En el siguiente apartado hablaremos sobre los aspectos de orden matematico
que nos llevan a relacionar la teoria del desarrollo conceptual de Bruner, con el
uso de materiales concretos como activadores de la creatividad para hacer

matematicas, especificamente con relacion a los contenidos de prealgebra.

Un referente empirico que parece ser relevante al trabajo que aqui se
presenta es el realizado por Ledesma (1994). Este autor estudio los efectos que
produce en el rendimiento escolar de alumnos de tercer grado de secundaria el
aprendizaje de los contenidos referentes a productos notables y factorizacion,
haciendo uso de material didactico manipulable. Menciona que la estrategia de
trabajo comenzd con la interaccién directa del alumno con el material
(representacion enactiva de Bruner); luego el alumno debe realizar dibujos y
diagramas adecuados (icdnica) y, finalmente, resolver los ejercicios propuestos
(simbdlica), hasta llegar a construir sus propias reglas apoyado en sus
hallazgos. Reporta que la experiencia que obtuvieron los alumnos al ver, tocar,
e interactuar con el material didactico, que consistié de un paquete de 60
piezas de madera, les permitid clarificar conceptos, descubrir relaciones,
establecer propiedades y elaborar sus propios procedimientos para solucionar
situaciones diversas. Agrega, que el uso de manipulables logra cambios en las

actitudes hacia la matematica.

El uso de los materiales concretos se ha tomado como un método de
ensefianza de habilidades y conceptos numéricos, que ayuda a los alumnos en
el aprendizaje de las matemadticas de una manera mas significativa. Su
aceptacion general ha ganado importancia en el marco de los estudios
piagetianos en el desarrollo del pensamiento de los nifos y de la manipulacién

fisica de objetos que se realizan en las operaciones matematicas. Algunos de

46



Capitulo 1: Revision de Literatura

esos materiales son referidos en las escuelas como materiales de desecho
(material reciclable) que incluyen gran cantidad de objetos que se usan en la
vida diaria y con los que se apoyan en actividades para contar o pesar. Las
propiedades de los materiales tangibles ayudan a los nifios en el desarrollo de
conceptos y construccién de estructuras mentales, el mismo material por si
solo no lleva al estudiante a desarrollar conceptos y habilidades, sino que a
partir de las propiedades de los materiales, y un enfoque didactico adecuado,

se puede construir conocimientos matematicos (Nickson, 2000).

Gravemeijer (1997), citado por Nickson (2000), plantean que no basta con la
tangibilidad de los materiales concretos, si no se equipara con darle sentido a
esos objetos matematicos mediante el apoyo de estos materiales. No basta con
las propiedades del material, la discusion o el trabajo que se hace con ellos es

lo que sirve o les da un sentido matematico.

El uso de los materiales manipulables no esta visto de abajo hacia arriba, mas
bien las propiedades son inherentes, es decir, tienen que ser construidas o
reconstruidas con el proposito de eliminar todos los aspectos del medio
ambiente, que puede ser un obstaculo para que el estudiante aprenda, ademas
tiene que existir alguien que ya sepa codmo usar los materiales para que los

otros vean lo que hay de utilidad para las matematicas (Nickson, 2000).

Lapp (1999), refiere que frecuentemente los educadores ensefian destrezas,
como resultado de esto no se concentran en los conceptos esenciales para
comprender las matematicas, los estudiantes no deberian jugar con simbolos
sobre un pedazo de papel, si no que se les deberia permitir jugar con ideas que
conducen a una comprension conceptual de las matematicas. Los materiales y
la tecnologia estimulan el descubrimiento de destrezas las cuales pueden ser
aprendidas en un tiempo muy corto. Para resolver un problema se sugiere

comenzar por los manipulativos para que puedan los estudiantes examinar los
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procesos. El acto de colorear los bloques o iluminar las hileras para construir las

figuras puede ser de gran beneficio en la comprensién de un proceso.

Lapp (1999) menciona que el estudiante puede confirmar sus respuestas a
través de varias formas de representacion, enriqueciendo el proceso de
razonamiento en la mente de éste. Los manipulativos pueden ayudar para que

los estudiantes descubran el proceso que conduce a una respuesta.

Uso de la calculadora.
En este apartado se aprecia la importancia que ha tenido el uso de la
calculadora grafica como recurso para la ensefianza aprendizaje del algebra en

la investigacion.

Las calculadoras ocasionan cambios en la manera de ensenar y la manera de
aprender, antes de las computadoras y las calculadoras, era necesario que los
estudiantes pasaran mucho tiempo practicando, llegando a ser un experto en el
uso del lapiz y el papel y de las técnicas de manipulacién simbodlica
(algoritmos). En la actualidad mucho de ese tiempo puede utilizarse en la
comprension creciente, profunda, conceptual, valiosa y critica, pensando en la
resolucién de un problema y desarrollando habilidades. (Waits y Demana,
2001).

Estos autores destacan lo siguiente:

e Las calculadoras reducen la carga de trabajo en los procedimientos
aritméticos y algebraicos cuando éstos no son el foco de la atencion.
Proporcionan mejores formas de manipular simbolos, por lo tanto, en una
situacion problematica, el desafio para el estudiante sera determinar si la
respuesta que obtuvo tiene sentido en la situacién del problema, tarea que
requiere de toda su atencidn, llegando a ser menos importante el calculo

aritmético y algebraico apoyado en la técnica de lapiz y papel.
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e Las calculadoras ayudan a los estudiantes a apreciar las matematicas. Los
estudiantes que usan calculadora ven a las matematicas mas interesantes.
Texas Instruments, introdujo el 1994 un dispositivo que permite conexiones
mundiales y propicie al estudiante haga mediciones precisas de muchos
fendmenos cientificos y almacene las medidas en sus calculadoras para su
analisis posterior (Bruneningsen y Krawiec 1998, citado por Waits y Demana
2001).

Hembree y Dessart (1992) citado por Waits y Demana (2001), recomiendan el
uso de la calculadora para la instruccion, ya que mejora el desarrollo de
habilidades y el aprendizaje de los conceptos aritméticos, la resolucién de
problemas y favorece actitudes positivas de los estudiantes hacia las

matematicas.

Para Waits y Demana (2001), es importante que los estudiantes desarrollen la
habilidad para reconocer cuando las respuestas son correctas y que ellos sepan
métodos para comprobar sus respuestas sin necesidad de resolver el problema.
Ademas, también es importante que los alumnos comprendan por lo menos a

nivel intuitivo por qué procedimientos trabajar y cuando son aplicables.

En el curriculo debe proveerse tiempos para la practica apropiada de las
habilidades. Un método que pueden utilizar los profesores para lograr un buen
balance esta en tener estudiantes que rutinariamente empleen las siguientes
estrategias.

e Resuelvan problemas utilizando lapiz y papel y después verifiqguen los
resultados usando tecnologia.

e Resuelvan problemas donde usen tecnologia y después confirmen los

resultados utilizando papel y lapiz.

49



Capitulo 1: Revision de Literatura

e Resuelvan problemas donde ellos elijan qué es mas apropiado, utilizar
técnicas de papel y lapiz o técnicas con la calculadora o la combinacion de

ambos.

Cedillo (1999), sefiala algunas ventajas, a continuacion mencionaremos la

relacién que tienen estos hallazgos con nuestra investigacion.

Cedillo (1997) que el trabajo con la calculadora permite que los nifios transiten
de lo particular a lo general y empiecen a basar sus razonamientos sobre
“valores aun desconocidos”. Para este autor incorporar la calculadora en el aula
introduce nuevos elementos que implican, entre otros aspectos, el disefio de
actividades de aprendizaje acordes a esa nueva herramienta, y por lo mismo,
en consonancia con nuevas formas de ensefianza y aprendizaje. El uso de la
maquina favorece que los estudiantes se concentren en los procesos de
soluciéon al hacer descansar el calculo aritmético en la calculadora
(Shumway, 1990; Shuard, 1992, citados por Cedillo 1997).

Otro aspecto sefialado por Cedillo (1995), es que al editar expresiones
algebraicas en el ambiente de calculo numérico automatizado de la maquina,
hace factible un acercamiento al algebra con base al bagaje aritmético que los
alumnos han adquirido en la escuela. Por otro lado, la maquina permite
abordar el estudio del algebra a partir de su uso y ademas, que ese uso del
cddigo algebraico promueve que los estudiantes generen significados para ese
lenguaje simbolico que les permite emplearlo para abordar la solucion de

problemas y expresar y justificar generalizaciones.

Para Cedillo (1995), al introducir la manipulaciéon sobre expresiones simbdlicas
a partir de la nocién de variable, propicia que los estudiantes desarrollen sus
propias reglas para operar y, ademas , como una consecuencia de esto, que

cuenten con elementos para verificar la validez de esas reglas.
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También reporta que el trabajo con la calculadora propicid que el uso de
paréntesis y la prioridad de las operaciones se aceptaran como convenciones
necesarias para expresar procedimientos que pudieran ser “comunicados” a la
calculadora. Otro punto que se destaca al usar la calculadora, es que los
alumnos comprenden que una letra sirve para representar “cualquier numero”,
0 que la eleccion de la letra con la que se va a hacer un programa no afecta la

manera en que éste funciona (Cedillo, 1995).

Con la calculadora puede apoyarse el desarrollo de la nociéon de equivalencia
algebraica basada en el referente numérico de las expresiones que se
construyen, esa nocidn permite aborda situaciones que implican operar
algebraicamente con términos semejantes e invertir funciones lineales (Cedillo
1999).

El trabajo con las calculadoras propicia que los estudiantes exploren tantas
estrategias como les sea posible sin que eso agote sus esfuerzos, lo cual
parece favorecer que en muchas ocasiones encuentren mas de una forma de

resolver un problema (Cedillo 1997).

Cedillo (2000), las facilidades que ofrece la calculadora para editar y evaluar
expresiones algebraicas, permiten a los estudiantes ir mas alld de una simple
memorizacion, como se hace con el lapiz y papel. Un aspecto importante de la
calculadora grafica es que facilita al estudiante trabajar con expresiones
algebraicas usando una lista de valores para la variable y para verificar

resultados obtenidos calculados en el programa formulado.

La calculadora grafica permite al estudiante usar estrategias personales no
convencionales como resultado de su razonamiento. Los estudiantes hacen

conjeturas que después son evaluadas por ellos mismos, sin necesitar
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constantemente el apoyo del profesor para que apruebe sus resultados, los
estudiantes proponen y verifican soluciones, y los métodos de validacion se

discuten con el profesor (Cedillo, 2000).

Los estudiantes pueden asignar significados al cddigo algebraico seguin la
manera en que lo usan, sin necesitar un conocimiento previo de definiciones y
reglas sintacticas. Esto sugiere que los estudiantes pueden aprender el algebra

al usar la calculadora.

Cedillo (2000), desarrollé un modelo didactico para el uso de la calculadora en
el aula se aborda aspectos que se relacionan con esta investigacion. Resalta
que la calculadora facilita la realizacion de calculos aritméticos ya que admite
todo tipo de manipulaciéon numérica y algebraica, que facilita el analisis del
comportamiento de funciones a través de graficas y tablas, este recurso de la

calculadora ha llamado la atencion de profesores e investigadores.

Se pueden distinguir dos formas de incorporar la calculadora en el aula: (a) La
adaptacién de los recursos de la calculadora a las formas de ensefianza
habituales; y (b) Concepcidon de nuevas formas de ensefanza a la luz de los
recursos que ofrece la calculadora. La primera forma se caracteriza por
promover que los estudiantes usen la calculadora para verificar sus calculos, ya
sea en la ejecucidn de ejercicios o en la resolucion de problemas. La segunda
forma del uso de la calculadora conduce a la creacion de nuevos enfoques
didacticos que implican de manera inmediata una revision de las concepciones
sobre la ensefanza y el aprendizaje. La propuesta didactica que se desarrolla

se basa esencialmente en base a estas dos premisas:

e Concebir a la aritmética y el algebra como sistemas de signos que
constituyen un lenguaje mediante el que se expresan, manipulan y comunican

las ideas matematicas.
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e Incorporar la calculadora en el aula como el ambiente de trabajo que
exigira al profesor y al estudiante emplear los lenguajes de la aritmética y el
algebra como medio de comunicacion.

Cedillo (1996b,1999), menciona que la calculadora programable posee cddigos
que son gobernados por la sintaxis algebraica, ademas de que cuenta con una
notacion muy parecida a la del algebra, sefala que algunos modelos emplean
la notacion algebraica en especifico. El alumno que cuenta con las nociones
aritméticas puede manejar las calculadoras eficientemente ya que las maquinas
disponen de un lenguaje formal que esta instalado para ser usado, y lo Unico
que se requiere es que la persona se disponga a utilizarla para realizar una
tarea en especifico.

También indica que al usar la calculadora se requiere emplear el codigo
matematico como la aritmética y el algebra, ya que juegan el papel de un
lenguaje matematico, lo cual inicia la comunicacién y conversacion entre la
calculadora y el usuario para resolver alguna tarea cuyo contenido es
estrictamente matematico. La maquina es un elemento de mediacion entre el
sujeto y el contenido matematico que ademas le exige expresar su linea de
razonamiento en términos rigurosamente matematicos. Mas que ningun otro
medio desde la perspectiva la calculadora justifica el que veamos a la

aritmética y el algebra como lenguajes matematicos.
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CAPITULO 2: REFERENTE TEORICO

En este capitulo se discuten de los aspectos tedricos que se consideraron en el
desarrollo de este trabajo. Se retoman las aportaciones de Bruner (1995),
Vigotsky (1962), Dienes (citado por Resnick y Ford 1990), Piaget (citado por
Resnick y Ford 1990), Socas (1996) y Cedillo (1990, 1996, 1996b, 1997, 19973,
1999). Iniciaremos destacando la Teoria del Desarrollo Conceptual de Bruner y
el concepto de Zona del Desarrollo Proximo de Vigotsky. Posteriormente
tratamos algunos aspectos de la teoria psicoldgica en el ambito de aprendizaje

de las matematicas, destacando los estudios de Dienes, Socas y Cedillo.

El referente tedrico que se adoptd en esta tesis se basa principalmente en la
teoria del desarrollo conceptual de Bruner (1995), quien estudi6 los procesos
cognoscitivos de los nifios preocupandose en especial de como representan
mentalmente los conceptos e ideas que van aprendiendo. En palabras de
Bruner, "si queremos sacar partido de nuestro contacto con las regularidades
recurrentes del entorno debemos representarlas de alguna forma. Dejar de
lado este tema diciendo que se trata de “memoria pura y simple” supone no
entender el problema. Porque lo mas importante de la memoria no es el
almacenamiento de la experiencia pasada, si no la recuperacién de lo que es
relevante, en un formato que se pueda utilizar. Esto depende de como se
codifica y se procesa la experiencia anterior para que pueda ser relevante y
aprovechable en el presente cuando se necesite. El producto final de tal
sistema de codificacibn y procesamiento es lo que podemos llamar

representacion" (Bruner, 1995, pp. 47).

Como se ha mencionado antes, Bruner propone tres modos de representacion:
(i) modo enactivo, es el modo de representar acontecimientos pasados por

medio de respuestas motoras apropiadas; (i) modo icdnico, codifica los
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acontecimientos mediante la organizacion selectiva de los perceptos y las
imagenes, mediante las estructuras espaciales, temporales y cualitativas del
campo perceptivo y sus imagenes transformadas; (iii) modo simbdlico,
representa objetos y acontecimientos por medio de caracteristicas formales

entre las que se destacan el distanciamiento y la arbitrariedad.

En esta tesis retomamos también el trabajo de Vigotsky (1962),
particularmente el concepto de Zona del Desarrollo Préximo, donde plantea
que el aprendizaje no se deriva simplemente del desarrollo intelectual, sino
que, por el contrario, es el que lo impulsa. Vigotsky propone que el
aprendizaje que se da a partir de desarrollos especificos ya establecidos; el
aprendizaje es el que impulsa un avance que se produce en la Zona de
Desarrollo Actual y evoluciona hasta alcanzar los limites de autonomia
posibles definidos por la Zona de Desarrollo Préximo; el concepto de
aprendizaje como vehiculo del desarrollo intelectual es el que nos permite

descubrir la estructura y caracteristicas del aprendizaje humano.

Vigotsky (1962), establece una diferencia entre lo que el alumno es capaz de
hacer y aprender solo y lo que es capaz de hacer y aprender con ayuda de
otras personas, observandolas, imitandolas, siguiendo sus instrucciones o
colaborando con ellas. La distancia entre las capacidades del sujeto
trabajando solo o con el apoyo de un colega mas experimentado es lo que
Vigotsky llama Zona de Desarrollo Préximo, este aprendizaje se sitla entre el
nivel de desarrollo efectivo y el nivel de desarrollo potencial. Este concepto
delimita el margen de incidencia de la accidon educativa, Vigotsky propone
que la ensenanza eficaz es la que parte del nivel del desarrollo efectivo del
alumno, no para acomodarse, sino para propiciar el progreso a través de la
Zona de Desarrollo Proximo, para ampliar y generar eventualmente nuevas

zonas de desarrollo proximo.

55



Capitulo 2: Referente Teorico

Teoria psicoldgica y el aprendizaje de las matematicas

Existen propuestas sobre el trabajo en el aula que se han llevado a cabo en
concordancia con la teoria del desarrollo conceptual de Bruner, entre éstas
destacan los trabajos de Dienes, (citado por Resnick y Ford 1990), quien
plantea que los nifios van formandose una imagen de la realidad a partir de sus
experiencias con los objetos del mundo. Dienes sugiere que se creen recursos
didacticos que acerquen las matematicas al campo de la experiencia concreta
mediante materiales que pueden emplearse de manera que sean
particularmente Utiles para la ensefianza. Para esto recomienda que esos
materiales estén desprovistos de elementos distractores, es decir, que no sean
objetos que se utilicen para otras cosas en la vida diaria, sino que sean

disefiados especificamente para facilitar el aprendizaje de las matematicas.

Dienes propone el juego libre como la primera fase del desarrollo de
conceptos, sugiere que en esta fase se debe permitir que los nifos
manipulen los materiales libremente sin que haya unos pasos a seguir,
dandoles oportunidad de ensayar y probar sus ideas; sefiala que debe darse
al nino la posibilidad de familiarizarse con los materiales y reconocer sus
propiedades, propiciando que se forme una idea de su tamano, peso, textura
y color, y que descubra las maneras en que se pueden utilizar para realizar
construcciones imaginativas. Este tipo de actividad debe propiciar que los
nifos descubran las formas y regularidades del entorno. También
recomienda que no se intente reducir la fase de juego libre en el ciclo de
aprendizaje, porque los nifos necesitan tiempo para experimentar con los
objetos que los rodean.

Después de este periodo de juego libre, Dienes plantea otro en el que se
debiera empezar a estructurar sistematicamente las experiencias de los nifos
aprovechando los materiales concretos. Para esto, sugiere que el profesor

guie a los nifios a través de una serie de experiencias de aprendizaje que
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apuntan a las propiedades de interés y refuercen el concepto que se esta
aprendiendo. En este periodo es donde los materiales manipulables tienen su
maximo impacto sobre el aprendizaje. Segun Dienes, lo que hace el nifo al
trabajar con materiales manipulables es empezar a abstraer un concepto,
para lo cual el nifio tiene que recopilar todo lo que es comuUn a una gran

variedad de experiencias y rechazar todo lo que sea irrelevante.

Dienes propone que los nifios trabajen con materiales de diferentes tipos. Al
usar materiales diversos se facilitan los procesos de ordenacion vy
clasificacion, que son necesarios para la abstraccion de un concepto. Agrega
que las diversas materializaciones de un hecho matematico deben
diferenciarse entre si tanto como sea posible cuando se trabaja con
materiales manipulables; Dienes llama a este proceso principio de /a
variabilidad perceptual, que proporciona un marco de explicacion para
comprender las formas en que los nifios llegan a ser capaces de “ver” la

estructura del conocimiento matematico desde perspectivas diferentes.

Dienes propone un tercer ciclo en el aprendizaje que se refiere a las
experiencias de los niflos a través de manipulaciones guiadas, o juegos
controlados. Este tercer ciclo es el momento en que debe ayudarse a los
nifios a descubrir métodos que les permitan hablar de sus descubrimientos,
dibujando imagenes, graficos o mapas sencillos, para apoyar la asociaciéon de
simbolos a los conceptos matematicos. Sugiere que el empleo de simbolos
debe ser informal al principio, dirigido a ayudar a los nifios a recordar las
formas y relaciones que han percibido, en esta etapa Dienes recomienda que
se permita a los nifos utilizar simbolos elegidos por ellos mismos. Este autor
sugiere que cuando el nifo se encuentra en el periodo de simbolizacion es
cuando puede elevar su actividad matematica a un plano superior al de las
experiencias que hasta ese momento ha registrado mediante manipulaciones

fisicas o como imagenes mentales (representaciones enactiva e iconica de
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Bruner). La existencia de este plano superior se basa en el supuesto de que
las materializaciones multiples propician la creacidon de un banco significativo

de imagenes mentales.

La transicidén a la representacion simbdlica debe apoyarse permitiendo que
esas imagenes se lleguen a evocar por simbolos matematicos asociados a las
ideas. Al aplicarse los simbolos, las experiencias matematicas se liberan de
sus referentes concretos, y se convierten en herramientas que dan lugar a

nuevos tipos de manipulaciones mentales.

Una investigacion relevante al trabajo que aqui se presenta es la realizada por
Ledezma (1994), quien estudid los efectos que produce en el rendimiento
escolar de alumnos de tercer grado de secundaria el aprendizaje de los
productos notables y la factorizacion haciendo uso de material didactico
manipulable. Su estrategia de trabajo tiene como punto de partida la
interaccion directa del alumno con el material (representacion enactiva de
Bruner); luego el alumno debe realizar dibujos y diagramas adecuados
(iconica) y, finalmente, sugiere que se proponga al alumno resolver los
problemas propuestos empleando simbolos hasta llegar a construir sus propias
reglas con base en sus hallazgos. Ledezma (1994), reporta que la experiencia
que obtuvieron los alumnos al interactuar con el material didactico, que
consistid de un paquete de 60 piezas de madera, les permitid clarificar
conceptos, descubrir relaciones, establecer propiedades y elaborar sus propios
procedimientos para solucionar situaciones diversas. Agrega que el uso de
manipulables logra cambios en las actitudes de los alumnos hacia las

matematicas.

Los planteamientos tedricos de Bruner y Dienes, asi como los hallazgos de
Ledezma, dan sustento a una hipotesis que subyace en esta tesis. Esta

hipétesis se basa en la idea de que el alumno, al transformar, construir y
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descubrir conceptos mediante la experiencia con materiales manipulables y la
calculadora gréfica, tendrd a su alcance la posibilidad de un aprendizaje por

descubrimiento que a su vez sea significativo.

En el siguiente apartado abordaremos los aspectos de orden matematico que
nos llevan a relacionar la teoria del desarrollo conceptual de Bruner, con el uso
de materiales concretos como activadores de la creatividad para hacer

matematicas, especificamente con relacidn a los contenidos de prealgebra.

Materiales manipulables y el aprendizaje prealgebraico.

Piaget, citado por Resnick y Ford (1990), supone una reestructuracion
constante de los datos y de las relaciones como consecuencia de las
interacciones de los nifios con su entorno. Bruner, apoyandose en parte en las
ideas de Piaget, se centr6 en como se representan estos resultados en

episodios interactivos en la mente del nifio.

Bruner propone que el desarrollo de la representacion se da en el orden
enactivo-icdnico-simbdlico; cada modo de representacion depende del anterior
y exige practica antes de que se pueda llevar a cabo la transicién al modo
siguiente. La formulacion de los modos de representacion equivale, segun
Bruner, a una teoria de las etapas de desarrollo del intelecto. Resnick sefala
que el planteamiento de Piaget es similar al de Bruner en varios sentidos. La
base del desarrollo conceptual planteada por Bruner, sigue un curso paralelo a
la teoria general del desarrollo intelectual, es decir, en cada una de las etapas
del desarrollo intelectual de Piaget (estadio sensoriomotriz, estadio de
operaciones concretas y estadio de operaciones formales) se puede llevar a

cabo los modos de representacién cognitiva propuestos por Bruner.
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Bruner (1995), refiriéndose a la obra de Piaget, sefiala que hacia los 5 o 6 afios
el esfuerzo mental del nifio se centra sobre todo en establecer relaciones entre
lo sensorial y lo motor. En este estadio, el nifo se interesa especialmente en
manipular el mundo a través de la accion (estadio preoperacional), en el que el
principal logro simbdlico consiste en aprender a representar el mundo exterior
mediante simbolos establecidos por simple generalizacién. Lo que el nifio aun
no ha adquirido es la reversibilidad, por lo tanto, no puede comprender ciertas
ideas esenciales que constituyen el fundamento de la matematica v la fisica.

El estadio de las operaciones concretas es operatorio, en contraste con el
anterior que sélo es activo. Una operacion es un tipo de accion que puede
ejecutarse directamente mediante la manipulaciéon de objetos, o bien
internamente, esto es, manipulando en nuestra mente los simbolos que
representan objetos y relaciones; dicho de otra forma, una operacién es un
medio de introducir en nuestra mente datos acerca del mundo real para
transformarlos de manera que podamos organizarlos y utilizarlos de forma

selectiva en la resolucion de problemas.

En el estadio de las operaciones formales, que media entre los 10 y 14 afios de
edad, la actividad intelectual del nifio parece basarse en la capacidad de operar
sobre proposiciones hipotéticas, lejos de verse limitada a las experiencias
pasadas o presentes. En este estadio el nifo es capaz de considerar las
posibles variables e incluso reducir relaciones potenciales que mas tarde
podran verificar experimentalmente.

Las etapas de desarrollo no cambian drasticamente en el nifio, se van
integrando poco a poco a la siguiente etapa, hasta finalizar en las etapas donde
el nifo llega al razonamiento formal. Cada etapa es conclusion de algo
empezado en la que le precede, y el principio de algo que nos llevara a la que
sigue, esto no quiere decir que la etapa anterior desaparezca, si no que es la

base para desarrollar y estructurar conocimientos mas formales.
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En cuanto a la relacién de lo antes planteado con el aprendizaje del algebra,
Socas (1996), describe aspectos relacionados con la ensefianza del algebra en
cada estadio del desarrollo cognitivo segin Piaget, asi como la manera
caracteristica del razonamiento y los tipos de tarea que los alumnos pueden
hacer. Socas propone que los adultos y adolescentes regresan al pensamiento
de operaciones concretas y a un pensamiento preoperacional cuando se les
expone a nuevas areas de aprendizaje, beneficiandose con experiencias
concretas antes de avanzar a niveles abstractos de pensamiento.

En el periodo de operaciones concretas, la accion fisica y mental del nifio con
los objetos crea operaciones y relaciones. En las cuatro operaciones
aritméticas, el significado que se les asigna a éstas y a los nimeros se sustenta
en alguna analogia fisica que puede lograrse por la disponibilidad del material
concreto. El nifio necesita clausurar; es decir tiene la necesidad de asignarle un
resultado o darle solucién a una operacién para comprender la situacién que
esta enfrentando. El nifio puede relacionar tanto los numeros como las

operaciones con el mundo fisico que le es familiar.

El estadio de las operaciones concretas se caracteriza por la necesidad de
manipular materiales fisicos, implica solamente operaciones que presentan
clausuras, es decir, una expresion matematica sera significativa para el nifio si

es posible concluir en un Unico nimero.

Socas (1996) propone que el nifio que se encuentra en el estadio de las
operaciones concretas desarrolla relaciones con el apoyo de materiales
concretos; posteriormente puede pensar sobre una relacién de relaciones y

llegar a ser capaz de apreciar las abstracciones simbdlicas del algebra.

En general, los calculos aritméticos conducidos por el uso de materiales fisicos,

como abacos, blogues aritméticos, multibase, y tableros de contar, implican

61



Capitulo 2: Referente Teorico

operaciones concretas. De acuerdo con Socas (1996), el calculo con algoritmos

formalizados es la frontera entre las operaciones concretas y las formales.

Al finalizar la etapa de las operaciones concretas, el nifio es capaz de trabajar
con cierto nimero de operaciones en secuencia si los nimeros se mantienen
pequefios, y puede trabajar con numeros grandes si forman parte de
operaciones simples. Asi los alumnos reconocen la unicidad del resultado de
una operacién simple con numeros pequenos y de este modo pueden realizar
tareas de comparacién de expresiones algebraicas. En el caso de numeros
pequenos sin recurrir a la clausura, y en el caso de niUmeros grandes que se
escapan a la visualizacion fisica, el nifio se repliega a la clausura, cierra cada

parte por separado y compara.

Socas (1996), plantea que cuando los alumnos llegan a la generalizacion
concreta estan dispuestos a entender y a usar con significado la generalizacion
y a trabajar con féormulas que incluyen hasta cuatro variables, como V=axbxc,
siempre y cuando sean capaces de tener en cuenta que cada letra representa a
un numero, y que cada operacion binaria puede clausurarse en cualquier

momento.

En la etapa de las operaciones formales el alumno puede tomar como realidad
un sistema abstracto, bien determinado, con sus definiciones, relaciones y
reglas, no abordando la clausura hasta que han agotado todas Ilas

posibilidades.

El alumno puede resolver problemas en los que las letras representan nimeros
0 variables que emplean una operacion bien determinada, puede evitar sacar la
conclusion final hasta haber considerado las diversas posibilidades, estrategia

esencial para obtener una relacion distinta de la de obtener un resultado Unico.
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Este periodo se caracteriza por la habilidad de los nifios para pensar mas alla
de la realidad concreta, empleando razonamientos deductivos e inductivos,
abstracciones reflexivas, pensamiento proporcional, esquemas operacionales

que implican combinaciones de operaciones o combinaciones de variables.

Relacion entre la teoria y los instrumentos para la toma de datos.

En este trabajo se aborda la iniciacion al dlgebra tomando en cuenta el nivel de
desarrollo intelectual donde se encuentra un alumno de 12-13 afos de edad.
Se tomd como punto de partida el estadio de operaciones concretas para
abordar los temas de predlgebra, que de acuerdo con Bruner, es la etapa del
desarrollo intelectual en que inicia el desarrollo de los modos de
representacion.

Para llevar a cabo el presente estudio se recurrid al uso de hojas de trabajo con
la finalidad de contar con evidencia escrita de las diferentes manifestaciones de
comportamiento que el estudiante tiene cuando manipula materiales didacticos
y la calculadora gréfica. Las actividades que se presentaron en las hojas de
trabajo fueron seleccionadas para motivar la reflexion, la construccién de
conceptos y la elaboracion de métodos propios que permitieran crear vinculos
que facilitaran el paso al estudio del algebra. Una hoja de trabajo es, en
extension, una pagina. Su contenido incluye situaciones en las que el fin que se
persigue esta claramente establecido para propiciar que el estudiante inicie de
inmediato su trabajo haciendo algo que se concreta en una produccidn propia.
Para esto, en cada hoja de trabajo se propone un reto intelectual al estudiante,
cuidando que ese reto permita al estudiante percibir desde el principio que
puede abordar la actividad, y que sea claro que lo Unico que todavia no sabe es
cdmo organizar su razonamiento para empezar a hacer lo que se le esta
planteando (Cedillo 1996b).
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El aprendizaje del algebra empleando la calculadora.

El uso de calculadoras en la clase de matematicas ha sido un tema de gran
debate durante las ultimas dos décadas, uno de los principales temas han sido
las preocupaciones de los profesores acerca de la introduccién del uso de la
calculadora en una tradicién de ensefianza fuertemente orientada en auxiliar a
los nifios a desarrollar destrezas aritméticas en la escuela elemental. Hembree
y Dessart (1986), estudiaron el potencial de la calculadora como una
herramienta para facilitar el trabajo de los estudiantes cuando se les exige
poner en practica sus habilidades al resolver problemas y en qué medida el uso
de la maquina permite al estudiante descubrir, explorar y crear su propio
conocimiento. Estos autores reportan evidencia obtenida en estudios con
poblaciones amplias que han mostrado que un uso adecuado de la calculadora
no inhibe el desarrollo de destrezas aritméticas basicas. Especificamente,
encontraron que la calculadora permite al alumno desarrollar conceptos y crear
estrategias para la solucion de problemas, ademas de que estimula sus
habilidades para producir respuestas. También reportan que el apoyo que
brinda la calculadora lleva a mejores resultados que los encontrados mediante

el uso del papel y lapiz con estudiantes de diferentes grados escolares.

La investigacion llevada a cabo por Hembree y Dessart en Estados Unidos a
finales de los 70 y principio de los 80, donde integraron 79 estudios sobre el
uso de la calculadora, estuvo enfocada a los efectos de su uso desde el nivel de
educacion preescolar hasta la preparatoria. En cada estudio un grupo de
estudiantes tenia permitido usar la calculadora en un periodo de 30 dias en la
escuela, las maquinas fueron empleadas para ayudarles a desarrollar conceptos
y estrategias en la resolucion de problemas; durante el mismo periodo se
observd un grupo testigo que recibia instrucciones sobre los mismos temas
matematicos pero sin tener acceso a las calculadoras. Los resultados de esa
investigacion sugieren que el uso de las calculadoras, en conjuncién con la

instruccién tradicional en matematicas, puede ayudar a mejorar el promedio de
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las habilidades basicas de los estudiantes al trabajar con lapiz y papel tanto en

la realizacidn de ejercicios como en la resoluciéon de problemas.

Otro hallazgo importante se refiere a que las calculadoras benefician
notablemente tanto a los estudiantes con desempefios pobres en la resolucion
de problemas, como a los estudiantes con buenas habilidades para esta tarea.
Hembree y Dessart (1986) hacen énfasis en el potencial del uso de la
calculadora durante los examenes, a este respecto encontraron que a lo largo
de todos los grados y niveles de habilidad, el apoyo brindado por la calculadora
auxilid a los estudiantes al lograr mejores calificaciones que las alcanzadas
empleando estrategias basadas en el uso de papel y lapiz. En particular, ellos
observaron los efectos mas positivos en los estudiantes con bajas habilidades y
los de habilidad notable en la resolucion de problemas, asi como una mejor
actitud hacia las matematicas y el logro de una mas alta autoestima, a

diferencia de los que no manipulan la calculadora.

En la busqueda de evidencia mas sdlida y amplia para fundamentar de mejor
manera sus hallazgos, Hembree y Dessart (1992) realizaron nueve
investigaciones adicionales, esto les permitid confirmar de que usando la
calculadora durante la instruccion, los estudiantes de bajo promedio mejoran
considerablemente su desempefio en matematicas. Confirmaron también que
los estudiantes que usaron la calculadora mejoraron su actitud hacia las

matematicas.

Ruthven citado por Cedillo (1996), reporta que las caracteristicas de la
calculadora dan lugar a un uso individual de la tecnologia que ofrece ventajas
para emplearlas como herramientas que propicien un aprendizaje por
descubrimiento. Las facilidades de edicion y recuperaciéon de datos que
presentan modelos actuales de algunas calculadoras, aunadas al pequefio

tamano de su pantalla, permiten al estudiante realizar numerosos intentos sin
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ser sometidos a la critica de su profesor y sus compafieros; se observo durante
las clases donde se permitid el uso de la maquina que los estudiantes hacian
menos preguntas a sus profesores y que cuando mostraban su trabajo era
porque estaban seguros que sus respuestas eran correctas. En general, las
observaciones de los profesores destacan que los estudiantes habian seguido
estrategias que ellos no les habian ensefiado (estrategias no convencionales);
Ruthven (citado por Cedillo,1996) sustenta en estos hallazgos la afirmacion de
que las calculadoras, empleadas adecuadamente, pueden ayudar al desarrollo
de un aprendizaje por descubrimiento y a elevar la autoestima de los

estudiantes.

Ruthven (citado por Cedillo, 1996) sefiala que una micro computadora puede
se un obstaculo en aulas donde sélo cuentan con una sola maquina, porque
esto ofrece pocas posibilidades de acceso a los estudiantes de grupos
numerosos. Este hecho propicia que muchos maestros utilicen la computadora
COmMO Uun recurso para mostrar imagenes o texto a todo el grupo, de manera
similar a como se usan las laminas presentadas en cartulina, el pizarron o
incluso un pizarrén electronico. Ademas, el acceso de los estudiantes a la
computadora se ve limitado por el control del maestro y pocos estudiantes
hacen uso espontaneo de los recursos de la maquina. Respecto a costos, la
calculadora ofrece una alternativa, ya que el precio de todo un equipo de
calculadoras para un saldon de clases es comparable con el de una sola

computadora.

En un estudio de dos afos en dos escuelas, donde se proporciond una
calculadora grafica para uso personal de cada alumno dentro y fuera de la
escuela, se encontrd que los estudiantes mostraron un gado de participacion e
iniciativa que sugiere que la disponibilidad de la calculadora puede ejercer una
influencia positiva sobre las actitudes de los estudiantes hacia la tecnologia en

las matematicas. El proyecto arrojo datos que alentaron la aplicacién de
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politicas escolares en Inglaterra para que los estudiantes dispongan de una

calculadora para su uso personal (Ruthven, 1995).

(Cedillo, 1994, 1995, 19953, 1996c¢), realizd una investigacién que tuvo como
propdsito obtener evidencia empirica acerca del modelo didactico basado en el
uso de la calculadora, centrandose en las estrategias y nociones algebraicas
que desarrollan los estudiantes. Reportd que la calculadora puede emplearse
para abordar la ensefanza de la aritmética bajo un enfoque didactico que
ofrece un promisorio antecedente para el estudio del algebra, ya que permite
que los estudiantes transiten de lo particular a lo general y comiencen a basar
sus razonamientos sobre valores aun desconocidos. En ese estudio obtuvo
evidencia empirica que sugiere que las estrategias que desarrollan los
estudiantes muestran una tendencia hacia la generalizacidén y que esta forma
de trabajo puede ser un antecedente importante en el paso de la aritmética al

algebra

Cedillo reportd que la incorporacion de la calculadora en el aula crea nuevos
elementos que involucran entre otros aspectos el disefio de actividades de
aprendizaje acordes a esa nueva herramienta y nuevas formas de ensefianza y

de aprendizaje.

Al trabajar con expresiones matematicas en la calculadora se inicia una
comunicacion entre el estudiante y la maquina que consiste en la anticipacion a
una respuesta que genera el estudiante antes de acudir a la maquina, la
respuesta que da la maquina le ofrece retroalimentacién inmediata que le
indica si sus instrucciones fueron emitidas y recibidas con la intencién y el
significado que él perseguia. Este proceso cierra el ciclo de comunicacion entre

la maquina y el sujeto.
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Cedillo (1996), realizd una investigacion en la escuela secundaria sobre el uso
de la calculadora como apoyo en la ensefianza del algebra. Reportd que el uso
del codigo de programacion de las calculadoras permite introducir el “lenguaje
algebraico” a partir de su uso y que esto propicia que los estudiantes generen
significados que les permiten usar el lenguaje simbolico del algebra para
explorar y expresar generalizaciones. Cedillo sugiere que la calculadora puede
emplearse para crear un ambiente de trabajo que motive al estudiante, en el
cual puede expresar su razonamiento mediante el cédigo que la calculadora
exige, el algebraico. La calculadora también ofrece la posibilidad de obtener
retroalimentacion inmediata y fomenta una actitud favorable para Ila

exploracion y verificacion de conjeturas.
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CAPITULO 3: METODOLOGIA

Introduccion

Este capitulo aborda los aspectos metodoldgicos que orientaron la realizacion
de este trabajo, en él se detalla la informacién que da cuenta del proceso, los
temas abordados, las actividades experimentales utilizadas y la forma en que
se incorpord el material manipulable y la calculadora, como herramientas para

la ensefianza del algebra.

El capitulo esta estructurado en las siguientes secciones:
e Eleccién del método de investigacion.
e Estudio piloto

e Estudio principal

En la primera seccién se aborda el método de andlisis cualitativo y la técnica de
estudio de casos. La segunda seccidon da cuenta de los trabajos preliminares a
la fase del estudio principal (Estudio Piloto). En esta fase se pusieron a prueba
las actividades disefiadas, en particular, para verificar su congruencia con el
método de investigacién, se revisaron la pertinencia del referente tedrico, los
instrumentos para la recoleccion de datos, las entrevistas, la eleccion de los
alumnos, la forma de organizacion de las actividades, la interaccion maestro-
alumno, los contenidos de ensefanza, las categorias de andlisis, todo esto en el
marco de los propodsitos del proyecto. Como se reporta en esta seccion, el
poner a prueba lo anterior permitid ajustar, ordenar, afinar y redisefiar algunas
actividades de ensenanza. Los avances obtenidos en el estudio piloto nos
permitieron disefar las fases del Estudio Principal.

En la tercera seccion, que es la fase principal de la investigacion, se presenta la

planeacion de la toma de datos y las categorias de andlisis.
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Método

Se empleo el método de andlisis cualitativo con apoyo de la técnica de estudio
de casos. Las razones por las que se eligid este esquema metodoldgico se
discuten brevemente a continuacion. Este estudio se enfocd a conocer en
profundidad el tipo de estrategia que emplearon los estudiantes en su
aprendizaje, los datos que se recabaron son episodios donde se indagd sobre
sus formas de razonamiento, por lo que la informacién recabada proviene de
datos de entrevistas y observaciones del trabajo en clase. Una fuente de datos
importante fue el trabajo escrito de los estudiantes, que arrojd informacion
sobre la manera en que éstos abordaron cada actividad, para esto las
actividades se disefaron de manera que permitieran documentar
aceptablemente los procesos de razonamiento que emplearon los alumnos en

sus respuestas puntuales a preguntas especificas.

Lo anterior sugiere que un método de investigacién adecuado es el de analisis
cualitativo de datos. El método de analisis cualitativo que se selecciond es el
que desarrollaron Miles y Huberman (1984). Aunque en muchos estudios es
factible combinar métodos cuantitativos con métodos cualitativos, en esta tesis
no parece ser un buen recurso de investigacién esta combinacion, ya que los
métodos cuantitativos solo informarian las veces que un estudiante pudo lograr
una respuesta correcta, cuando no lo logra, o después de cuantos intentos fue
capaz de superar los problemas que se le plantearon. En contraste, el analisis
cualitativo permite documentar cudles fueron sus formas de razonamiento y
como fueron afinando sus estrategias, lo cual concuerda de mejor manera con
los propdsitos de este estudio. A continuacion se resume el modelo de Miles y
Huberman, (citado por Cedillo, 1996). Estos autores destacan tres fases
esenciales: el proceso de reduccion de datos, la representacion de datos vy el
establecimiento de conclusiones. Los autores puntualizan que estas fases de

analisis, junto con la de recopilacién de datos forman un proceso interactivo y
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ciclico. De acuerdo con las necesidades del proceso de investigacion, los
procesos de reduccion de datos, estructuracion y analisis de los mismos, y la
formulacion de las conclusiones, se interrelacionan, e influyen unos a otros. El
analisis cualitativo es un sistema activo, los datos asi obtenidos son fuente de
informacion y de procesos altamente interconectados que dan sentido al

proceso indagatorio.

Marcelo (1995), citado por Calix (2000), sefiala que Miles y Huberman se
refieren a “dar sentido” a los datos cualitativos, como el proceso que consiste
en reducir notas de campo, descripciones, explicaciones, y justificaciones, mas
o menos prolijas, hasta llegar a una cantidad de unidades significativas y
manejables. Este proceso significa también estructurar y representar los

contenidos y por ultimo, extraer y confirmar conclusiones mas comprensibles.

Durante la recopilacion de datos se buscd sistematizar las ideas generales que
se encuentran inmersas en las actividades realizadas durante el proceso de
investigacion. Normalmente, estas ideas generales se registran a través de
cddigos (Marcelo, 1995). Los cddigos son estructuras que permiten reducir las
declaraciones individuales, pero ademas representan un esfuerzo interpretativo
y explicativo del investigador, buscando siempre la validez y la objetividad de
los resultados. Por tanto los cddigos se convierten en un auxiliar para
transformar los datos primarios en unidades pertinentes y eficaces que

permiten una mejor lectura de las caracteristicas del contenido abordado.

En el siguiente cuadro se presenta un esquema del modelo de Miles y

Hueberman en el que se apoya esta investigacion.
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‘ Recoger datos ‘

Recopilar
Datos
Reduccion de datos

Antes‘ Durante ‘Después Representar
Datos

A 4

Representar datos Reducir

Natne

Durante ‘ Después

A 4

Conclusiones

A
N

A

L A
I

S

I

S Inferir/Validar

\Conclusiones (inferir/validar),

| Durante ‘ Después |

Esquema 1

Como se puede apreciar, en este modelo el "andlisis consiste en tres momentos
concurrentes en una actividad: reduccion de datos, representacion y
conclusiones inferir/verificar”. En el momento de la reduccion de los datos, los
autores recomiendan una actividad anticipadora o inicial que permite
perfeccionar las actividades que tendran que ver con la representacion de los
datos o estudio principal. A este respecto, para esta investigacion se realizd un
estudio piloto que permitié redisefiar, cuando fue necesario, las actividades

que forman parte del estudio principal.

El tercer momento recomendado en este modelo consiste en localizar los
componentes mas significativos que dan sustento a la tarea de busqueda y que
tienen que ver con los propdsitos predisefiados en el proyecto de investigacion.
Esta fase metodoldgica no se da de manera aislada, ya que /a reduccion de
datos, su representacion y la formulacion de conclusiones son tres fases
interactivas que siempre deben estar presente en el proceso de investigacion.

(Véase esquema 1).
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Resumiendo, "/a investigacion cualitativa consiste en descripciones detalladas de
situaciones, eventos, personas, interacciones y comportamientos que son
observables. Ademads, incorpora lo que los participantes dicen... tal y como es
expresado por ellos mismos y no como uno los describe’, Montero, 1984
(citado en Calix, 2000).

También nos apoyamos en la técnica de estudio de casos para investigar sobre
el concepto de variable, el de funcidon y equivalencia algebraica y sobre
estrategias de generalizacién que los estudiantes desarrollan cuando el
ambiente de ensefianza para la introduccion al algebra escolar se basa en el
uso de manipulables y calculadora. El estudio de casos analiza las formas
personales de pensar y las estrategias a las que el sujeto recurre para dar
respuesta a una situacion de acuerdo a su realidad en determinado contexto,
reflejando actitudes, dudas y habilidades. A través del estudio de casos es
posible conocer las representaciones de cada individuo, recuperando en parte

el sentido y la légica de las actitudes.

El proceso de investigacion consistié en llevar a cabo una serie de actividades y
registros en el aula, asi como entrevistas individuales. Consideramos que los
trabajos en el aula realizados por los alumnos son una herramienta importante
para poder analizar tanto los resultados de los trabajos individuales como los

de las entrevistas.

Disefo de la investigacion

Problema a estudiar

¢Qué nociones sobre el uso de las literales en el algebra y estrategias de
generalizacion desarrollan los estudiantes cuando el ambiente de ensefianza
para la introduccién al algebra escolar se basa en el uso de materiales

manipulables y calculadoras graficas?
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Propositos de la investigacion

Obtener evidencia empirica que permita proponer respuestas plausibles a las
siguientes preguntas de investigacion.

1. ¢éCémo influye un modelo didactico en el que se combinan materiales
manipulables y la calculadora programable, en el aprendizaje de las
expresiones algebraicas como un medio para expresar generalizaciones?

2. ¢Qué tipo de generalizaciones pueden plantear algebraicamente los
estudiantes una vez que han trabajado con materiales manipulables y la
calculadora?

3. ¢Qué estrategias desarrollan los estudiantes para resolver problemas que
involucran el reconocimiento de patrones numéricos?

4. ¢Qué estrategias generan los estudiantes para abordar situaciones de

equivalencia algebraica?

Categorias de analisis

A continuacidén se mencionan las categorias de analisis que se emplearon en
este trabajo:

e Expresion verbal de una generalizacion.

e Generalizacion mediante el codigo aritmético.

e Generalizacion empleando el cddigo algebraico.

La categoria Expresion verbal de una generalizacion se refiere a episodios en
los que los alumnos acudieron al lenguaje comun para describir la forma en
que razonaron al abordar una actividad. Por ejemplo, cuando emplearon

n

expresiones como las siguientes: “siempre te va a salir lo mismo”, “el

comportamiento es de dos en dos”, “va de tres en tres”, etcétera.
La categoria de Generalizacion mediante el cddigo aritmético se asocio a

episodios en los que los alumnos, ademas de utilizar el lenguaje comun,

emplearon recursos aritméticos para explicar el comportamiento de un patrén
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numérico. Por ejemplo, cuando usaron el cddigo aritmético o expresiones como
“es la tabla del tres” o “se va sumando de dos en dos”.

La categoria Generalizacion empleado el codigo algebraico se empled para
distinguir los casos en los que los alumnos usan literales para expresar una
generalizacion y les daban significados como los siguientes: “la letra representa
los nimeros de entrada”, “la letra representa los valores que estan en las
llaves” (se referian a los nimeros de entrada cuando creaban un programa en
la calculadora), “la letra representa cualquier niUmero”, “puedes utilizar letras
en vez de numeros”. Las expresiones anteriores se interpretaron como
acciones en las que los estudiantes fueron capaces de usar las literales como

variables algebraicas.

Estudio Piloto

El estudio piloto es una réplica breve, resumida, que sintetiza lo que se hara en
el estudio principal. El propdsito inicial fue poner a prueba las actividades
disefiadas en cuanto al nivel de dificultad de las tareas que se proponen, su
pertinencia con los propdsitos del estudio principal y obtener informacion que
permita hacer los ajustes correspondientes. Ademas permitid obtener una
experiencia previa y con esto la posibilidad de abordar con mejor oportunidad
de éxito, y mayor sustento, la siguiente fase de investigacién (estudio
principal). A continuacion se reporta como se llevd a cabo el trabajo de campo

durante el estudio piloto y los resultados que de éste se obtuvieron.

Escenario

El trabajo de campo se llevd a cabo en la Escuela Secundaria JesUs Reyes
Heroles No 425, turno vespertino, en esta etapa del “estudio piloto”,
participaron 44 estudiantes de primer grado y se desarroll6 del 18 de octubre al

24 de noviembre, del 2000. durante este periodo se efectuaron doce sesiones
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de trabajo con una duracidon de 50 minutos cada una, las cuales se
distribuyeron de la siguiente forma:

e Dos sesiones para la actividad de preparacion en el uso del material
manipulable.

e Cuatro sesiones para la actividad principal con el uso de manipulables.

e Seis sesiones en la que se uso la calculadora grafica. El estudio piloto se
realizd en dos partes, la primera consistié en la actividad preparatoria para el
uso de material manipulable y calculadora grafica, y tuvo como finalidad que el
estudiante se familiarizara con el manejo del material manipulable y el
reconocimiento de las principales funciones de la calculadora. La segunda fase,
es la actividad principal la cual estuvo orientada al reconocimiento de patrones

NUMEricos.

Diserio de las actividades

El disefio de las actividades considera los contenidos matematicos (aritmética y
algebra), se centran en proponer al estudiante que encuentre patrones
numéricos. Para contar con informacién mas clara y confiable nos auxiliamos
de entrevistas al inicio, durante y al final de cada etapa de ensefianza durante

las sesiones de trabajo, cada una de las entrevistas fue video grabada.

Miles y Huberman (1984), establecen tres formas de describir y sistematizar la
informacion obtenida; cddigo descriptivos, interpretativos y explicativos.
Codificar “es un proceso por el que los datos brutos son transformados
sistemadticamente y agregados en unidades que permiten una descripcion
precisa de las caracteristicas pertinentes del contenido’ (Bardin, citado en
Marcelo 1995). De acuerdo con el propdsito de esta investigacion, y la

informacion obtenida, elegimos los tres tipos de codigos citados para sustentar
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los hallazgos encontrados en este proyecto. Primero se describid el proceso de
investigacion abarcando los contenidos, actividades, y herramientas; después
se interpretaron los resultados recabados; por ultimo se explica y sustentan los

hallazgos a partir del marco tedrico.

Actividades que se pusieron a prueba

Durante el estudio piloto se pusieron a prueba 46 hojas de trabajo, de las
cuales las que se emplearon para trabajar con materiales manipulables fueron
disefiadas por los investigadores y las que se emplearon para trabajar con la
calculadora fueron disefias por Cedillo (1995, 1999). En las hojas de trabajo se
propusieron actividades relacionadas con contenidos que introducen al algebra,
tales como patrones numéricos, uso de variables, y jerarquia de las
operaciones aritméticas. Para realizar las actividades propuestas en las hojas
de trabajo el alumno se auxili® de materiales manipulables y calculadoras

graficas.

Durante el trabajo del pilotaje se pidié a los alumnos contestar un cuestionario
donde se buscod obtener informacién acerca del gusto o rechazo hacia las
matematicas y sobre la experiencia previa que tuvieran trabajando con

materiales manipulables y calculadora grafica.

Posteriormente se invito a los alumnos resolver las actividades propuesta en las

hojas de trabajo, de la siguiente forma:

Uso de material manipulable:

e Se les proporcionaron 13 hojas de trabajo para la actividad preparatoria.

e En las actividades de la segunda parte del estudio piloto se emplearon 13
hojas de trabajo, en estas actividades se introdujo el tema de reconocimiento

de patrones numéricos.
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Uso de calculadora gréfica:

e En las actividades preparatorias, se propusieron 11 hojas de trabajo.

e En la segunda parte se abordaron nueve hojas de trabajo correspondientes
a las actividades principales donde se pidid a los alumnos que identificaran las

regla que gobiernan ciertos patrones numeéricos.

Actividades preparatorias

El trabajo efectuado por los alumnos en esta etapa con materiales
manipulables y calculadora grafica tuvo una duracion de cuatro sesiones de 50
minutos cada una, de las cuales, dos fueron para manipulables y dos para la
calculadora, con el desarrollo que se describe a continuacion:

Se propuso a los alumnos actividades como formar figuras con palillos, circulos
y el tangram; explorar las diversas funciones de la calculadora a partir de
actividades relacionadas con el valor posicional en el sistema decimal, la lectura
y escritura de numeros y equivalencia numérica. En estas actividades se
pretendia que pusieran en juego habilidades que les permitieran resolver las
situaciones propuestas, la finalidad central fue que adquirieran experiencia en

el manejo de los materiales y la calculadora grafica.

Durante el desarrollo se observé que las actividades propuestas despertaron
interés en los estudiantes, sin embargo, pronto manifestaron cierta
confusion al enfrentase a situaciones con las que no estaban muy
familiarizados y en las que habia que seguir instrucciones. Creemos que
algunas de las razones por las que los estudiantes tuvieron dificultad fueron
la apatia por el trabajo que mostraron algunos de ellos, la indisciplina grupal
gue impidi® que los estudiantes se concentraran y, una de mayor
importancia, la baja capacidad de comprensidon lectora, que al parecer
impedia que los estudiantes abordaran el material escrito para seguir

instrucciones.
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En cuanto al manejo de los materiales, se observd que en las actividades
donde se propone el uso de dos materiales distintos presentd un alto grado
de dificultad por lo que ningln alumno pudo resolver la actividad propuesta.
Creemos que influy6 en gran medida el espacio reducido del que se dispuso

para trabajar

El tiempo para el trabajo con las calculadoras fue muy corto, por lo que los
estudiantes no alcanzaron un dominio que les permitiera explotar los
recursos que les brinda. Aunque el tiempo utilizado fue corto, en la mayoria

de los casos las respuestas eran exitosas.

El desempefio que alcanzaron en la solucidn de las actividades no fue el que
se esperaba, probablemente debido al poco tiempo que se empled para el
desarrollo de estas actividades preparatorias. El tiempo dedicado a esta
etapa debid ser mayor, sin embargo debiamos restringirnos a las facilidades

que la escuela nos podia otorgar.

Actividades relacionadas con el Estudio Principal

Las actividades se desarrollaron en ocho sesiones de 50 minutos cada una, en
las primeras cuatro se trabajo con material manipulable y en las restantes con
calculadora. Al inicio del trabajo se dio una breve explicacién de lo que es un
patron de comportamiento numérico, con la intencion de clarificar lo que se

proponia en las actividades de las hojas de trabajo.

En la medida que se desarrollaban las diferentes actividades propuestas en las
hojas de trabajo se les iban proporcionando los materiales a los alumnos segun
lo solicitaran. A cada alumno se le proporciond en préstamo una calculadora, se
les fue guiando sobre el manejo y funcién de las teclas de la calculadora para

desarrollar las actividades que se le propusieron en hojas de trabajo.
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En algunos casos unos quince alumnos alcanzaron cierto dominio de los
materiales y la calculadora grafica, lo cual les permitié resolver las diferentes
situaciones que se les presentaron. Hubo alumnos que no alcanzaron un
dominio de los materiales y la calculadora gréafica, que les permitiera
utilizarlos como auxiliares en la resolucion de las situaciones que se

propusieron.

De acuerdo a las observaciones realizadas y las respuestas de los alumnos
en las hojas de trabajo, pensamos que entre los factores que influyeron en
el buen desempeio de los alumnos, se encuentran: la disposicién e interés
que mostraron para realizar las actividades, la persistencia que manifestaron
y la iniciativa constante de pedir apoyo a los investigadores, situacion que
no se dio con los alumnos que mostraron menor dominio en el manejo de

los materiales y la calculadora grafica.

Se observd que a partir de la hoja de trabajo 5 de las actividades principales
con material manipulable se requeria del uso de paréntesis (jerarquia de
operaciones), situaciones que no se abordaron previamente, por lo que los
caminos que siguieron para solucionar las actividades no se apegaban en
mucho de los casos al uso de recursos algebraicos, si no que se valian de sus
conocimientos aritméticos para contestar lo que se les pedia. Este resultado es
importante porque proporciona indicadores de que los alumnos podian generar

por si mismos estrategias validas no convencionales.

En cuanto al tipo de respuesta que los alumnos dieron, gran parte de ellos
utilizaron recursos aritméticos para solucionar las situaciones, sélo en algunos
casos lograron utilizar letras dandole un significado algebraico vy

comprendiendo cual es su funcién.
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En términos generales se observd que los alumnos al inicio de las
actividades se auxiliaban de los materiales para resolver las actividades
propuestas, en la medida que avanzaban con las actividades dejaban de
utilizarlos argumentando que ya le habian entendido y que ya no era

necesario utilizarlos.

Conclusiones
Como resultado de las observaciones y el analisis de las respuestas derivadas
de la aplicacion del estudio piloto recabamos informacién que nos permitio

hacer los ajustes que a continuacion se mencionan.

Durante el desarrollo de las actividades del estudio piloto se observd que uno
de los factores que interfirieron en el desempefo de los estudiantes para
realizar las actividades, tanto con materiales como con calculadora grafica,

fue el espacio reducido en el que trabajaron.

Otro de los factores que influyeron en el desempefo es que existe dificultad
en los alumnos en la capacidad lectora, ésta no parece ser suficiente para
abordar el material escrito donde se tiene que seguir instrucciones, por lo
tanto se modificd la forma en que abordaron las actividades. En el estudio
principal el maestro realizd la lectura de las actividades junto con los
alumnos, procurando clarificar lo que se propone, en la medida que los

estudiantes manifestaron mayor soltura, se les fue dando mas autonomia.
En las actividades de preparacion del estudio piloto, se hicieron ajustes en

las hojas de trabajo. Debido a que durante el desarrollo se observd que

representa un grado de dificultad muy elevado para los alumnos el manejar

81



Capitulo 3: Metodologia

dos materiales manipulables al mismo tiempo, se eliminaron las hojas de

trabajo6y 7.

Se hicieron los siguientes ajustes respecto a las hojas de las actividades
disenadas para el estudio principal para el uso de materiales manipulables.
Durante el andlisis del tipo de respuesta que dan los alumnos, notamos que,
en la mayoria de los casos, sus respuestas se apoyan en conocimientos
aritméticos. Creemos que esta situacion limita el tipo de respuesta que puede
dar el estudiante, por lo tanto decidimos incluir en las actividades del estudio
principal con manipulables el recurso de jerarquia de operaciones, para
brindar al estudiante la posibilidad de ampliar la gama de estrategias para la

resolucién de las situaciones planteadas.

Durante el desarrollo del estudio piloto notamos que el orden en el que se
propone la resolucion de las hojas no es el mas adecuado ya que el grado de
dificultad no fue correctamente valorado. Por lo anterior, en el estudio
principal se cambid el orden en el que se proponen las actividades, ademas

de incluir las dos hojas de jerarquia de operaciones.

Otro factor que provocd que en general el desempefio de los alumnos no fuera
el que se esperaba fue el poco tiempo del que se dispuso para la actividad de
familiarizacion con los materiales y la calculadora grafica, ya que los alumnos
como con cualquier otra herramienta, requieren de tiempo para tener un
dominio aceptable de los materiales. Por lo anterior, en el estudio principal se
duplicd el tiempo que se dedicd a las actividades de familiarizacién con los

materiales y la calculadora.

De acuerdo a lo observado en el estudio piloto, en las actividades de

preparacion con calculadora para el estudio principal se anexd la hoja de
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trabajo 13, una presentacion de este tipo permitira al alumno clarificar el tipo

de situaciones que realizara en las actividades principales con la calculadora.

El estudio piloto se realizd bajo condiciones reales en una aula de trabajo, es
decir se dispuso del espacio y tiempo similar al de otras asignaturas y con
todos los integrantes del grupo, de a cuerdo a lo anterior y a los datos
recabados en el estudio piloto creemos que es posible llevar a cabo una

practica de este estilo en una aula en condiciones normales.

Estudio principal

Escenario

La escuela secundaria donde se desarrolld la investigacion es una institucion
privada, esta situada en la calle 12, Mz. 100, lote 34, colonia Valle de los
Reyes, Estado de México. La condicion socioecondmica de los estudiantes se
puede caracterizar como media baja, la colonia cuenta con servicios publicos

como agua potable, drenaje, luz, teléfono, biblioteca y areas verdes.

La escuela, cuenta con biblioteca, laboratorio de computacion y departamento
de orientacion vocacional. El aula estd equipada con mesas rectangulares, las

cuales fueron usadas por tres estudiantes al mismo tiempo.

Fuente de datos
Hojas de trabajo
El disefio de las hojas de trabajo dio el contexto de generalizacion algebraica
a las actividades realizadas tanto con material manipulable como con la

calculadora grafica.
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Las entrevistas se basaron en las actividades que habian desarrollado los
estudiantes al abordar las hojas de trabajo, cuya estructura se describe a

continuacion.

El formato de las hojas de trabajo se empled para realizar las actividades
durante la fase de campo de esta tesis. Las hojas de trabajo fueron el
recurso para entregar a los estudiantes las actividades que ellos debian
realizar, con este fin construimos hojas de trabajo para ser abordadas
mediante el material manipulable y otras que se abordarian usando la
calculadora. En términos de la investigacion las hojas de trabajo fueron
empleadas como fuentes de datos, es decir, fueron los instrumentos que nos
permitieron registrar todas las respuestas e intentos que desarrollaron los
estudiantes para obtener la solucion a los problemas planteados en cada una

de las actividades.

Para el material manipulable se emplearon 27 hojas de trabajo, disefiadas
por los investigadores y para la calculadora 23 disefadas por Cedillo (1995,
1999).

e Hojas de trabajo para la fase de preparacion, cuya finalidad fue que los
estudiantes se familiarizaran con los estilos de trabajo basados en el uso de

materiales manipulables (ver anexo 1).

e Hojas de trabajo para la fase de preparacion, cuya finalidad fue que los
estudiantes se familiarizaran con los estilos de trabajo basados en el uso de la

calculadora grafica (ver anexo 1).
e Hojas de trabajo para el estudio principal disehadas para el uso de

materiales manipulables, consistio de un paquete de 16 hojas donde se

introdujo el tema de reconocimiento de patrones numéricos (ver anexo 1).
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e Hojas de trabajo del estudio principal para el uso de la calculadora,
consisti6 de un paquete de 9 hojas, donde se pidid a los alumnos que

identificaran las reglas que gobiernan ciertos patrones numéricos (ver anexo 1)

La investigacion se desarrolld en dos etapas, la fase de preparacion cuya
finalidad fue familiarizar al estudiante como una forma de trabajo basada en
el material impreso que les exige una capacidad de lectura que debiamos
confirmar. Y la etapa del estudio principal en la que una vez familiarizados
los estudiantes con el estilo de actividad presentado en las hojas de trabajo

nos proporcionarian la informacion que esta tesis requeria

La estructura de las actividades propuestas se inicia con la presentacion de
un patrén numérico mediante una secuencia de figuras, o de relaciones
numeéricas, o de una tabla de valores.

En esta presentacién se hacen preguntas al estudiante cuyo propdsito es
motivarlo para que encuentre el patron numérico correspondiente. El disefio
de las actividades tuvo como finalidad que el estudiante las percibiera como
un juego que consistia en identificar la regla que genera el patron numérico
que se le da. El juego finalizaba cuando lograba crear un programa que

expresara el comportamiento general de la relacién numérica propuesta.

Es importante mencionar que las actividades propuestas no fueron disefiadas
como ejercicios en el sentido de propiciar el desarrollo de destrezas mediante
la ejecucion repetida de un mismo tipo de actividad, sino que estas
actividades fueron disefiadas con la finalidad de ofrecer al estudiante
experiencias distintas en el manejo del cddigo algebraico. En cada una de las
hojas de trabajo se introdujeron nuevos elementos que hacen de cada

actividad un problema que plantea un nuevo reto al estudiante en un
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contexto que le es familiar. En el diseno de la hojas de trabajo de esta tesis,

se tomo como base la estructura desarrollada por Cedillo (1999).

El modelo didactico constituido por las hojas de trabajo pretende guiar a los
alumnos en la identificacién de las invariantes involucradas en relaciones
numéricas generadas por funciones de la forma f(x)=ax+b. El
reconocimiento de una invariante es un elemento indispensable en la
formulacién de una generalizacidn, si no se identifica lo que no varia, no se

podra descubrir el comportamiento general implicito en la situacion.

Entrevistas

e Protocolos para las dos entrevistas individuales que se realizaron al final del
trabajo de campo con el objeto de obtener informaciéon a profundidad sobre
aspectos especificos que no pueden ser observados a partir del trabajo escrito
de los estudiantes ni del registro de observacion en clase. Estas entrevistas se

video grabaron y transcribieron para su analisis (Ver anexo 2).

Como se menciond antes, la investigacion se realizd en dos etapas, el Estudio
piloto que se ha descrito en las secciones anteriores y el Estudio principal. El
estudio principal consistid en el trabajo de campo, las etapas de registro y
analisis de datos. El trabajo de campo se llevd a cabo en el saldon de clases, en
12 sesiones de 50 minutos, durante dos meses. Los investigadores
desempenaron el papel del profesor y se encargaron de orientar, aplicar,
observar, registrar la informacion y reportar los detalles que resultaron del

actuar de los alumnos en las diferentes actividades.
Sujetos

La poblacién con la que se trabajé cursa el primer grado de la escuela

secundaria, es un grupo de 20 estudiantes de ambos sexos cuyas edades
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fluctian entre 12 y 13 afios de edad, de los cuales se eligieron ocho sujetos de
acuerdo con su desempefio en la clase de matematicas para el estudio de
casos. Para esto se solicitd el apoyo del profesor titular del grupo, quien
proporciond datos acerca del desempefio de los alumnos. Los sujetos que se
eligieron para el estudio de casos corresponden a los siguientes estratos: i) alto
desempefio en matematicas; ii) Desempeno promedio; (iii) desempefio por
debajo del promedio. Se procurd que los sujetos seleccionados no tuvieran

dificultades para comunicarse verbalmente.

Los datos que se recabaron tuvieron como proposito dar cuenta de los

aprendizajes de los estudiantes y las dificultades que se observaron.
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Capitulo 4

Descripcion y analisis de resultados

Introduccion

En este capitulo se describen y analizan los datos obtenidos mediante la apli-
cacién de las hojas de trabajo y la realizacion de tres entrevistas con cada
uno de los estudiantes que participaron en el estudio de casos. Los resulta-
dos que aqui se presentan se refieren esencialmente a dos aspectos:

(i) Como influyd el modelo didactico en las formas en que los estudiantes
usaron expresiones matematicas para describir el comportamiento general de
un patrén numeérico.

(i)  Los tipos de estrategias que desarrollaron los estudiantes para abor-

dar situaciones que involucran nociones de equivalencia algebraica.

Los resultados se presentan en el siguiente orden: nivel alto: Amairany, Ma-
riel, Carlos Montiel; nivel medio: Jared, Miguel Angel, Carlos Mendoza; nivel
bajo: Oscar y Shantal. Se describe cdmo evoluciond cada estudiante con ba-
se en el andlisis de sus respuestas a las hojas de trabajo y en cada una de

las tres entrevistas.

Usaremos las categorias de andlisis descritas en el capitulo anterior. Con la
finalidad de favorecer la lectura de este documento , nuevamente se descri-

biran de una manera sintética.
e Expresion verbal de una generalizacion.

e Generalizacién mediante el cédigo aritmético.

e Generalizacién empleando el codigo algebraico.
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La categoria Expresion verbal de una generalizacion, se asignd a episodios en
que los alumnos se apoyaron exclusivamente del lenguaje comin para des-
cribir la forma en que razonaron al abordar una actividad. Por ejemplo,
cuando emplearon expresiones como “siempre te va a salir lo mismo”, “el

” \\

comportamiento es de dos en dos”, “va de tres en tres”, entre otras.

Generalizacion mediante el codigo aritmético es una categoria que se asocio
a episodios en los que los alumnos, ademas de acudir al lenguaje comun,
emplearon recursos aritméticos para explicar el comportamiento! de un pa-
tron numérico. Por ejemplo, cuando usaron el cédigo aritmético o expresio-

nes como “es la tabla del tres” o “se va sumando de dos en dos”.

La categoria Generalizacion empleando el codigo algebraico se empled para
distinguir casos en que los alumnos usaron literales para expresar una gene-
ralizacion y les daban significados como los siguientes: “la letra representa
los nimeros de entrada”, “la letra representa los valores que estan en las
llaves” (se referian a los numeros de entrada cuando creaban un programa
en la calculadora), “la letra representa cualquier nimero”, “puedes utilizar
letras en vez de numeros”. Lo anterior se interpretd como acciones en las
que los alumnos fueron capaces de usar las literales como variables algebrai-

Cas.

Descripcion y analisis de resultados
El caso de Amairany
Primera entrevista.

Propositos de la entrevista

' Cuando utilizamos el término comportamiento, nos referimos a encontrar la regularidad o patrén en
una secuencia de figuras o relaciones numéricas que no son generadas al azar.
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La primera entrevista se disend para estudiar con mayor profundidad las no-
ciones y estrategias que desarrollaron los estudiantes para expresar generali-
zaciones en el contexto de actividades que consisten en reconocer un patron
de comportamiento en una secuencia de figuras o en una relacion numérica
(ver protocolo, entrevista 1, Anexo 2). Las relaciones numéricas que se em-
plearon corresponden a valores particulares de funciones de la forma

f(x)=ax+b.

Antecedentes

Amairany es una alumna de 12 afios de edad que cursa el primer grado de
secundaria, su nivel escolar es alto de acuerdo con su desempefio en su cla-
se regular de matematicas. En la entrevista se observd que para ella los ma-
teriales manipulables no fueron un apoyo esencial para resolver las activida-

des que se le propusieron.

El trabajo realizado por Amairany en las actividades previas a la entrevista
sugiere que esta nifa tiende a desempenarse de manera independiente, las
notas de observacion que se hicieron después de cada clase indican que en
muy pocas ocasiones requirid del apoyo del profesor; ademas, en sus res-
puestas mostré una gama de estrategias propias que utilizd exitosamente en

la resolucién de las actividades que se le propusieron (ver anexo 1).

Datos obtenidos: primera entrevista

Los siguientes extractos corresponden a las respuestas de Amairany a las
preguntas 6 y 7 de la primera entrevista, en ellos se encuentra evidencia de
que fue capaz de expresar generalizaciones empleando el c6

digo algebraico. Asimismo, es posible observar el tipo de apoyo que le brin-

daron los materiales manipulables (E: entrevistador; A: Amairany).
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E: ¢(Crees que has podido aprender mas matematicas utilizando los
materiales manipulables?

A: ¢Quiere un ejemplo? Cuando estas multiplicando, aqui... es que va
aumentando [ver figura abajo], vas sabiendo cuanto hay, las bolitas
que se deben poner, por ejemplo, Q+4, con eso ya sabes que va
aumentando el numero de canicas en cada figura.

Fig. 1 0]0)

Fig. 2 000000

Fig. 3 0000000000

Fig. 4 0000000000000

Fig. n
Al preguntarle sobre el significado de la expresion Q+4 contestd: “cualquier

letra sumada con un ndmero te vuelve a dar Q+4... Si Q=2 te da 6..., Q+4

te da 8 si Q=2... y asi te da el valor”.

En otra actividad se le pidié que explicara el comportamiento numérico que

se muestra en el diagrama de abajo.
Fig. 1 o
Fig. 2 000
Fig. 3 00000
Fig. 4 0000000

Fig. n

Amairany respondid lo siguiente.

A: El comportamiento es de dos en dos para cada figura [escribid lo
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siguiente]® 1=1, 2=3, 3=5, 4=7, 5=9, 6=11, 7=13, 8=15...

E: Explica lo que hiciste.

A: Mira, aqui vemos figura 2 y nos damos cuenta de que son de
dos en dos, es la tabla del dos, para sacar el anterior se resta
dos [lo expresa escribiendo las expresiones Q+2 y Q-2 como
una forma de referirse a como avanzar hacia arriba o hacia aba-

jo en la secuencia de figuras]®.

Analisis de este episodio.

Las respuestas de Amairany muestran que alcanzd un nivel de generalizacion
que incorpora un uso de las literales muy cercano a la nocion matematica de
variable, ya que logra ver a las letras como simbolos que sirven para repre-
sentar “cualquier nimero que se suma, resta o multiplica por algo”, como

ella lo manifiesta.

Debemos destacar que Amairany no recurrié a la manipulacién del material
concreto, sélo lo empled como un referente a nivel visual; el material le facili-
td seguir el arreglo fisico de los objetos y le permitié concentrarse en la acti-
vidad. De acuerdo con las categorias de analisis que se emplearon en el es-
tudio, la podemos ubicar en generalizacion mediante el cddigo algebraico.
Aparentemente el razonamiento de Amairany es recursivo, el nivel de gene-
ralizacion que alcanza solo le permite hacer prondsticos sobre los valores de
la tabla cuando conoce el valor inmediato anterior o el inmediato posterior
(Q-2 y Q+2). Sin embargo, cuando hace el listado: 1=1, 2=3, 3=5, que pa-
rece incoherente, se refiere a que en la tabla al lugar 1 le corresponde el
numero 1, al lugar 2 le corresponde el nimero 3, al 3 le corresponde el 5, y

al 4 el 7. Es decir, estaba empezando a reconocer el patron funcional que

? De aqui en adelante, el texto que aparece entre paréntesis rectangulares corresponde a notas aclarato-
rias introducidas por nosotros.
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corresponde a la lista de los nimeros impares, sin embargo su razonamiento
fue dominado por la diferencia entre los valores 1, 3, 5, 7 (lo que ella expre-
s6 como Q+2 o Q-2). En las dos siguientes fases de actividades y en las res-
pectivas entrevistas se observara si llega a definir una regla de correspon-

dencia no recursiva.

Segunda entrevista

Propdsitos de la entrevista

La segunda entrevista se centrd en recabar nueva evidencia empirica sobre
los siguientes aspectos:

(i) Los significados que asignaron los nifios a las letras cuando las usan
para construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de
un patrén numeérico.

(i)  Eltipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equiva-

lencia algebraica.

Significados

Las respuestas que dio Amairany a la pregunta 1 durante la segunda entre-
vista muestran que alcanzd un nivel de generalizacién que le permitié argu-
mentar sus hallazgos con mayor precision. En el episodio que se transcribe a
continuacidon puede observarse que cuando las relaciones numéricas podian
determinarse mediante el uso de una sola operacion aritmética, Amairany fue
capaz de expresar generalizaciones empleando el codigo algebraico. La cal-
culadora fue un apoyo importante cuando las relaciones numéricas requerian

la combinacion de dos 0 mas operaciones.

E: ¢Hubieras podido resolver las actividades si no contaras con la cal-

culadora?
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A: Si, por ejemplo, en la actividad de los niUmeros de entrada y nime-
ros de salida, el nUmero que estaba aca y el nimero que estaba
aca [senala los nimeros de entrada y de salida que se le presenta-
ron en la tabla] lo dividias y te daba el resultado, entonces ya todos

los de entrada los multiplicabas y ya te daba todos los nimeros de

salida.
NUm. de en- 1 2 3 4 5
trada
NUm. de salida 9 18 27 36 45

Cuando se le pidié crear un programa contesté lo siguiente:

E: ¢Puedes programar tu calculadora para conocer los numeros de

salida que faltan en la siguiente tabla?

Nim. de en- 1 2 3 4 5
trada
NUm. de salida 6 10 14

A: [Analizé la tabla y después de algunos intentos que ella misma des-
cartd y produjo el siguiente programa]
zx2+4|z={1,3,5,7,9}

Lo corrid y obtuvo como valores de salida 6, 10, 14, 18, 22.
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E: ¢Qué representa la letra z? éQué representan los nimeros?
A: La letra z representa los nimeros de entrada y te va diciendo que
cualquier nimero lo multiplica por dos mas cuatro. Los nimeros de

entrada cambian y por 2 mas 4 es el patron.

En el episodio descrito anteriormente se observa que Amairany logrd cons-
truir expresiones de generalizacion que describen el comportamiento de un
patrén numérico empleando reglas de correspondencia no recursiva, es decir
logré un avance en su nivel de comprensidon que muestra al emplear expre-
siones de generalizacion donde hace evidente el significado que logré cons-
truir acerca de las letras, el cual se relaciona con la manera en que éstas se

emplean en el codigo del algebra.

Anélisis de este episodio

Las respuestas de Amairany muestran que fue capaz de producir expresiones
algebraicas mas complejas (como la mostrada en el ejemplo). Las estrategias
que desarrolld para el reconocimiento y representacion algebraica de patro-
nes numéricos se pueden caracterizar como “tanteo y refinamiento”, usé
esas estrategias para validar o refutar las expresiones algebraicas que ella

producia.

Amairany fue capaz de identificar las operaciones aritméticas que debia reali-

zar para reproducir un patrén numérico sin acudir ostensiblemente a la calcu-
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ladora ni a los materiales manipulables, eso muestra sélo una fase en el de-
sarrollo de sus habilidades para expresar generalizaciones, a esta fase se le
puede definir mediante la categoria “generalizacién empleando el codigo
aritmético”. Sin embargo, también es claro que el trabajo con la calculadora
fue un apoyo importante cuando se le pidid construir un programa para re-
producir una tabla de valores. Para programar la calculadora ella debia ex-
presar la secuencia de operaciones numéricas que tenia en mente en un ni-

vel de generalizacidon que le exige emplear el codigo algebraico.

Este episodio confirma una de las hipdtesis en que se sustenta el tratamiento
didactico basado en el uso de la calculadora. La calculadora se introdujo co-
mo un medio que le exige al estudiante expresar su razonamiento algebrai-
camente, esto es, para que el alumno logre hacer lo que la calculadora haga
lo que él quiere, necesita usar el cddigo que la maquina entiende y ese es el

cddigo del algebra.

Equivalencia
Se observé que Amairany fue capaz de encontrar varios programas que pro-

dujeron los mismos valores, por ejemplo, Sx2+4, Sx2+2+2, Ax2+3+1.

Hay que destacar dos momentos: (i) la equivalencia de las expresiones alge-
braicas apoyada en la equivalencia aritmética, por ejemplo, la descomposi-
cion de 4, como 2+2 y 3+1, que no parece estar relacionada con la nocién
de equivalencia algebraica, sin embargo la nifia afirma que Sx2+4 vy
Sx2+2+2 son expresiones equivalentes. El segundo momento es cuando
crea a la expresion Ax2+3+1, donde ademas de descomponer 4 como 3+1,
también cambia la literal S por A. Eso significa que la nifia acepta que las

literales en una expresion algebraica son “mudas”, es decir, el cambio de
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literal no modifica el valor numérico de la expresién, por lo que para ella las

expresiones Sx2+4, Sx2+2+2 y Ax2+3+1 son equivalentes.

En los programas realizados por Amairany se observa que el referente numé-
rico de las expresiones que construyd le permitid desarrollar la nocion de
equivalencia algebraica. En el analisis que hizo Amairany se hace evidente
que su estrategia para encontrar programas equivalentes se basa principal-

mente en trabajar sobre los términos independientes de la expresion.

La estrategia desarrollada por Amairany para encontrar programas equiva-
lentes consistid en explorar el valor numérico de las expresiones algebraicas,
esta forma de trabajo sugiere que la nocidon de equivalencia que estaba des-
arrollando esta articulada a la forma en que se usa el cddigo de la calculado-

ra para describir patrones numéricos.

Estos hallazgos se relacionan con lo reportado por Cedillo (1998), él encontrd
que los alumnos dan respuestas como la siguiente: dos programas son equi-
valentes si producen los mismos valores de salida cada vez que los corro con
distintos nimeros de entrada. Esta nocidon de equivalencia se sustenta en el
valor numérico de una expresion algebraica y no en reglas de transformacion

algebraica.

Tercera entrevista

Propdsitos de la entrevista
La tercera entrevista se dedicd a recabar nueva evidencia empirica sobre los

siguientes aspectos:
e Los significados que asignaron los nifios a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un

patrén numérico.
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e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

cia algebraica.

Significados

En esta entrevista Amairany mostré un mayor dominio en el manejo de las
literales, lo cual sugiere un avance en sus estrategias de generalizacion. Esta
afirmacion se sustenta en el tipo de respuestas que ella produjo. El siguiente

episodio proporciona evidencia que apoya lo anterior.

E: ¢Qué valor toma la “n"?
A: Cualquier nimero.

E: ¢Puedes construir un programa que produzca los siguientes valo-

res?
No. de en- 2 5 7 8 10
trada
No. de Sali- 4 25 49 64 100
da

A: nxn|n={2,5, 7,8, 10}

[l acbralcore ot e PramIo|c1eon Ue| |

ln'r‘llr‘l={2 3 ¥ 9 4 25 49 81;
n¥nln={2.5,.7.9>

FMAIM EAD AUTO FUHC 1/30

¢Qué pensaste para construir ese programa?
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A: Porque es el nimero por el mismo numero, los nimeros que tene-
mos son 2, 5, 7, 8, 10, entonces seria el nimero por él mismo... y

ya da el resultado; 2x2, 5x5, 7x7, 8x8...

Anélisis de este episodio

Ubicamos las respuestas de Amairany en la tercera entrevista en la categoria
generalizacion empleando el codigo algebraico. Sus respuestas hacen eviden-
te que ha comprendido que las reglas o férmulas que construy son expre-
siones generales que sintetizan el comportamiento de la situacion propuesta.
Es importante destacar que desde la primera entrevista Amairany asigné un
significado a las letras como simbolos que representan cualquier numero. El
trabajo con los nimeros le daba “pistas” para obtener la regla que gobierna
a las relaciones numéricas que se presentaban, esas pistas son las que le
permitieron aceptar o refutar sus conjeturas y asignar un significado a las

letras que empleaba al construir programas en la calculadora.

Equivalencia

En la tercera entrevista se observd un cambio importante en las estrategias
de Amairany para construir programas equivalentes. A continuacién se trans-
cribe un episodio que ilustra el nivel de dominio que alcanzé para producir

programas equivalentes.

E: Al tratar de escribir el programa (nx2)+1, me equivoqué y escribi
(nx4)+1, épuedes ayudarme a corregirlo sin suprimir nada?

A: [Analiza el programa y teclea el programa (nx4-8)+1. Al darse
cuenta de que ese programa no produce los valores esperados mo
difica la estrategia y teclea el programa (nx4-2)+1, lo corre y se da
cuenta que no es programa correcto. Finalmente produjo el pro-
grama (nx4+4x2)+1|n={2,4, 6, 8}
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E: ¢Me quieres explicar qué es lo que hiciste? ¢Qué significa el pro-
grama que acabas de hacer?

A: n es cualquier niUmero, entonces si lo estas multiplicando por 4, con
la operacidon contraria de multiplicar ... seria dividir entre 4 ... en-

tonces ya quedaria cero y ahora se le aumenta por dos (sic).

Estos datos muestran que Amairany desarrolld una nocion de equivalencia
algebraica apoyada en el referente numérico de las expresiones que constru-
y0, sus respuestas hacen evidente que fue capaz de entender que dos pro-
gramas son equivalentes si producen los mismos valores cada vez que se

corre® en la calculadora con distintos valores.

Anélisis del episodio

Estos hallazgos contrastan con los resultados reportados por Kiicheman (ci-
tado por Cedillo,2000), quien, con base en trabajo de Piaget, sugiere que los
estudiantes solo son capaces de interpretar las letras como variables hasta
que alcanzan la etapa de las operaciones formales. Segun Kiicheman, para
que el alumno desarrolle la nocidn de variable (en el sentido algebraico), tie-
ne que desarrollar antes la nocién de las letras como objetos y después co-

mo numeros generalizados, para poder alcanzar la nocién de las literales co-

* Cuando se utiliza el término correr se refiere a dar instrucciones a la calculadora para que
ejecute las operaciones o programas que se estan trabajando.
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mo variables. Los resultados de este estudio sugieren que los estudiantes
pueden usar las literales como variables sin tener que transitar por las con-
cepciones descritas por Kiicheman. La evidencia empirica obtenida en este
estudio sugiere que la nocidn de variable no depende Unicamente de un nivel

de desarrollo intelectual, sino también de las formas de ensefianza.

Resumen del caso de Amairany.

Desde la etapa inicial del trabajo de campo Amairany mostrd haber asignado
un significado a las letras como simbolos que sirven para representar cual-
quier nimero. El episodio de la primera entrevista que presentamos ofrece
evidencia en favor de esta afirmacién. Cuando se le preguntd acerca del sig-
nificado que tiene la expresion Q+4 contestd: “cualquier letra que se suma a
un numero te vuelve a dar Q+4... mire, Q+4 da 6 si Q=2 y Q+4 te da 8 si

Q=4... y asi te da el valor... siempre da lo que valga Q agregandole 4.”

Aparentemente Amairany no tuvo dificultades al manejar expresiones alge-
braicas debido a que logrd dar un significado al uso de letras; para ella, el
material y la calculadora son utensilios que le ayudaron a simplificar su tra-
bajo y a comprobar sus conjeturas. Su desempefio en este estudio se rela-
ciona con lo planteado por Bruner en el marco de la teoria de desarrollo con-
ceptual: “si el intelecto se desarrolla en el orden enactivo-iconico-simbdlico,
entonces lo ldgico es ensefiar los conceptos en dicho orden” (citado por Res-
nick y Ford, 1990, pagina 140). Bruner también sefiala que existe un tipo de
alumnos que pueden estar preparados para aprender a partir de una repre-
sentacion puramente simbdlica, pero aun asi recomienda propiciar por lo
menos experiencias en el modo icdnico, con la finalidad de que los estudian-
tes dispongan de imagenes de reserva como antecedente a la representacion

simbdlica.
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Podemos situar el caso de Amairany en este tipo de alumnos, porque para
ella no parecioé ser necesario el paso previo de las representaciones enactiva
e iconica. Ella inmediatamente comenzd a trabajar empleando literales, al
parecer esto se debid al tipo de actividades que se propusieron, donde la
nocion de variable estuvo presente desde el primer momento, la presenta-
cion de las relaciones numéricas mediante tablas es una de las tres formas
posibles de representar una funcién, y es en las relaciones funcionales donde

se emplea cabalmente la nocidn de variable en la matematica escolar.

El tipo de estrategia que desarrolld6 Amairany para construir expresiones de
generalizacidon acerca del comportamiento de patrones numéricos se basé en
el analisis del valor numérico de las expresiones. Empled estrategias de “tan-

teo y refinamientd’ para aceptar o refutar sus respuestas.

El tipo de estrategia que generd para abordar situaciones de equivalencia
algebraica consistid esencialmente en operar sobre los términos independien-
tes de las expresiones algebraicas. Es importante destacar que en la segunda
entrevista produjo programas equivalentes donde, ademas de descomponer
la parte numérica de la expresion, también cambio la literal original por otra,
lo cual sugiere que la alumna acepta que las literales en una expresion alge-
braica son “"mudas”, es decir, el cambio de la literal no altera el valor numéri-
co de la expresion. Esto nos condujo a ubicar su desempefio en un nivel in-
termedio entre generalizacion mediante el cddigo aritmético y generalizacion

mediante el cddigo algebraico.
Cabe destacar que a pesar de que aparentemente ni los materiales manipu-

lables ni la calculadora fueron herramientas indispensables para Amairany

que, final del estudio reconocié que los materiales le facilitaron organizar sus
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ideas y ademas fueron un referente visual que le sirvid6 como punto de parti-

da en la busqueda de sus respuestas.

El caso de Carlos Montiel

Primera entrevista

Propdsito de la entrevista

La primera entrevista se disefié para estudiar con mayor profundidad las no-
ciones y estrategias que desarrollaron los estudiantes para expresar generali-
zaciones en el contexto de actividades que consisten en reconocer un patron
de comportamiento en una secuencia de figuras o en una relacién numérica
(ver protocolo, entrevista 1, Anexo 2). Las secuencias de figuras y relaciones
numeéricas que se emplearon se basan en valores particulares de funciones

de la forma f(x)=ax+b.

Antecedentes

Carlos Montiel es un alumno de trece anos de edad que cursa el primer gra-
do de secundaria; su desempefio escolar es alto de acuerdo con sus califica-
ciones en la clase de matematicas. Durante la primera entrevista se pudo
observar que el material manipulable le proporcion6 un apoyo importante
para formular generalizaciones. A continuacidon se presentan las respuestas
del alumno a las preguntas 1 y 4 del protocolo de la primera entrevista en las

que proporciona evidencia de lo anterior.
Datos obtenidos: primera entrevista.
A continuacidon se muestran extractos con las respuestas de Carlos Montiel a

las actividades realizadas en esta entrevista.

E: (Te fueron Utiles los materiales para realizar las actividades?
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Los materiales en ocasiones son Utiles para resolver las activida-
des, por ejemplo, en las actividades de las tarjetas numeradas® se
me complicaba, me hacia bolas, tenia que regresar a lo mismo,
necesitaba ayuda y los materiales me ayudaron.

¢Crees que hubieras podido resolver las actividades si no contaras
con los materiales?

Me hubiera atorado, con las tarjetas numeradas me di cuenta qué
pasaba... que iba sumando y quitando de cinco en cinco y asi sé

de cuanto en cuanto va aumentando, agarro mas ldgica (sic).

Al dar respuesta a esta preguntas Carlos evocaba el trabajo que realizd en la

actividad de la fase preparatoria con las tarjetas nhumeradas, donde repre-

sentd con operaciones lo que ocurria cuando acomodaba las tarjetas en dis-

tintos drdenes para dar respuesta a la pregunta 7 del protocolo de la primera

entrevista (ver anexo 2).

A continuacion se describe el trabajo que realizd, se observa que para encon-

trar el patrén de comportamiento primero usé estrategias recursivas y des-

pués estrategias que sugieren un acercamiento al concepto de funcion.

Fijate qué pasa en cada una de las figuras y dime cémo le haria

para saber qué numero de figura corresponde a N.

No de fig. Sucesién
4 0000000
5 000000000
6 00000000000

* Es parte del material, consiste en tarjetas de carton cuadradas (de 4x4 cm), numeradas.
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N 000000000000OO0O0OOOOO000

Aqui lo que he visto es que hay 7+2, 9+2 y se puede decir que

cada figura va de dos en dos [sefala con su dedo]

¢Crees que exista una forma mas facil de conocer la respuesta?

También puedo realizar una multiplicacién para llegar al resulta-
do rapidamente; 2x4-1= 7, 2x5-1=9,

Ahora representa eso con letras

¢Con letras?

Si, équé valores se pueden representar con letras y cuales no?

El 2... seria mx2

Tienes 4x2=8. ¢Eso te daria el resultado que buscas o recurririas
a otra operacion?

Se haria otra operacidn... la resta... mx2, esta m quedaria como
6 y queda... mx2=12, 12-1=11.

Ahora sdlo escribeme la férmula, ¢éCdmo queda lo que acabas de
hacer?

mx2-1

Analisis de este episodio.

Carlos logré encontrar el patron numérico apoyado en el trabajo que realizd

con los nimeros encontré que el patron va de 2 en 2, después ajustd para

obtener los resultados que buscaba y lo representd como 2x4-1=7, 2x5-1=9,

llegando finalmente a generar la expresion algebraica mx2-1.

Se puede observar que empled un razonamiento recursivo y mas adelante

vio la relacion entre los valores de la primera y la segunda columna como la

funcién m— mx2-1. En sus respuestas hace explicito que el nimero de figu-
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ras va aumentando de 2 en 2 (razonamiento recursivo), para hacerlo mas
rapidamente y no tener que ir sumando recurrié a otra interpretacion del
patrén y propuso las expresiones 2x4-1=7, 2x5-1=9, 2x6-1=11 (razonamien-
to funcional), cuando se le pidid que lo expresara empleando letras constru-
yo el programa mx2-1. Como en el caso de Amairany, el trabajo de Carlos
Montiel se basé en la manipulacion numérica para obtener pistas que le per-
mitieran explorar las relaciones particulares para construir la regla general

que gobierna a un patron numérico dado.

Segunda entrevista

Propdsito de la entrevista

La segunda entrevista se dedico a recabar nueva evidencia empirica sobre
los siguientes aspectos:

e Los significados que asignaron los nifos a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un
patrén numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

cia algebraica.

Significados

En esta entrevista se obtuvieron respuestas de Carlos Montiel que muestran
la importancia que tuvo la inclusién de literales en el lenguaje matematico
que se usd en las actividades de las hojas de trabajo. A continuacion se des-
criben algunas respuestas de este alumno a las preguntas 4 y 5 del protocolo

de la segunda entrevista.
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E: (Tiene para ti algin significado utilizar letras en las actividades?

CM: Suplantarlas por nimeros... ponerlas en lugar de los nimeros.

E: ¢Crees que si no se te permitiera usar letras hubieras podido reali-
zar la actividad?

CM: Si se podria, por ejemplo utilizar Unicamente nimeros, seria 7x5=
35, utilizando letras seria 7xn, por ejemplo igual a 35, aqui a lo
que me estoy refiriendo es que tengo que encontrar el nimero, o

sea qué valor tiene n para que me dé 35.

Cuando se le pidié encontrar el programa para la actividad de la pregunta 6
contesto lo siguiente:
E: En la siguiente tabla, écomo le harias para encontrar el programa

que me da los numeros de salida?

NUm. de entrada 1 2 4 7
Nam. de salida 9 18 36 63

CM: El nimero de entrada lo esta multiplicando por 9 para que me
dé los numeros de salida.

E: ¢Como lo programarias en la calculadora?

CM: 1xj=9, aqui la ] representaria el patron... o sea, el nimero 9,
aqui lo que me esta diciendo es 2x9=18, 3x9=27 y asi nos po-
driamos seguir siempre y cuando el 9 no cambie y los nimeros
de entrada van cambiando.

E: A ver, haz ese programa en la calculadora y pruébalo.
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CM: [Después de probar en la calculadora notdé que el programa 1xj
no funcionaba como esperaba y finalmente tecled el programa
Kx9|k={1, 2, 3, 4, 5, 6}]

a1 dbra|c ot [other Franto|c1ean Us| |

mE9|k=41 2 3 4 5 &
£9 18 27 35 45 543

k*¥?1k=¢1.2,3,4.5,6>

HMAlN KAD ALTOD FUNC 1/%0

Anélisis de este episodio

Las respuestas de Carlos Montiel muestran que en la segunda entrevista
usaba las literales como variables con mayor confianza, evidencia de esto es
que fue capaz de crear los programas que se le pedia, ademas pudo verificar
por si mismo sus respuestas comunicandose con la maquina mediante el co-

digo algebraico.

La estrategia de Carlos Montiel para expresar generalizaciones se baso en el
trabajo numérico, al inicio empled el codigo aritmético como un recurso que
le permitid dar respuesta a las situaciones planteadas, con el tiempo fue per-
feccionando sus ideas hasta aproximarse a una generalizacion algebraica.
Como se observd, los episodios del trabajo de Carlos proporcionan evidencia
de que alcanzd una generalizacion algebraica, fue capaz de ver las letras
como representantes de cualquier nimero y ése es un significado plausible
para una variable. La calculadora fue un instrumento que le permitié verificar
sistematicamente sus respuestas y la comunicacion con la maquina fue el
medio que propicid un aprendizaje del lenguaje algebraico a través de su

uso.
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La informacidn obtenida en este episodio concuerda con lo que reporta Cedi-
llo (2001), donde reporta que no importa que las actividades de ensenanza
se centren en el trabajo numérico, lo que tiene mayor impacto es que las
actividades exijan que los estudiantes generen sus propios métodos, porque
los que conocen previamente no les permiten abordar la situacion problema-
tica que se les propone. Cedillo sugiere que las actividades de ese tipo dan
lugar a que los estudiantes generen una tendencia hacia la generalizacion de
procedimientos y que esa forma de trabajo puede ser un antecedente impor-
tante para ayudar a los estudiantes en la transicion de la aritmética al alge-

bra.

Durante el trabajo de campo se observd que las actividades asi disefiadas, y
el apoyo de la calculadora, propiciaron que Carlos explorara tantas estrate-
gias como le fuera posible sin que eso agotara sus esfuerzos, lo cual parece
haber favorecido que en muchas ocasiones encontrara mas de una forma de
resolver un problema. Este hecho ayudd para que este alumno rompiera el
esquema de respuesta Unica y se iniciara en la busqueda de estrategias mas

generales y mas eficientes.

Equivalencia
A continuacion se muestra un breve extracto de la entrevista con Carlos
Montiel, donde por medio de la exploracion del valor numérico de las expre-

siones algebraicas dadas encontrd programas equivalentes.

E: ¢Me puedes decir cuales son los nimeros de salida que faltan en la

siguiente tabla?

NUm. de entrada 1 3 5 7 9

NUm. de salida 6 10 14
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CM: Los numeros de salida 6, 10, 14... 18 y 22

E: Para que me dé 6, 10, 14,... (Qué tengo que hacer?
CM: Nx2+4|N={1, 3,5, 7, 9}
E: Ahora dime, éhabria otro programa con el que te puedan salir los

mismos resultados?
CM: [teclea en la calculadora los programas que se muestran a conti-

nuacion]

|’F1 T Fer Faw 1_ Fuw FE FE™ T ]
- E AlgshbralCalc Dther‘TF'r*ngDTCleah Up

En2+2+42|n={1 3 5 7 3

{6 18 14 18 223
"n-2+22|n=£1 3 5 7 93

{6 18 14 18 223
B2+ 16s4|n=41 3 5 7 9

{6 10 14 13 223
n*¥2+16-41n=4¢1,3.5.7, 91

HMAIN EAD ALTO FUMC /20

Anélisis de este episodio
Carlos, igual que Amairany, trabajé sobre los términos independientes de la
expresion, en este caso sblo con los términos numéricos y no sobre la parte
literal, mediante esta estrategia logré encontrar 3 programas equivalentes:
Nx2+2+2|N={1, 3,5, 7, 9}
Nx2+2x2|N={1, 3, 5, 7, 9}
Nx2+16+4|N={1, 3,5, 7, 9}

Carlos encontrd expresiones algebraicas equivalentes apoyandose en la equi-
valencia aritmética, descompuso el 4 de como 2+2, 2x2 y 16+4 y los resul-
tados que le da la maquina le permitieron afirmar las tres expresiones son
expresiones equivalentes porque todas producen los mismos numeros de
salida para los mismos valores de entrada (en términos de la programacion

con la calculadora).
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Los resultados que aqui se describen parecen confirmar lo que reporta Cedi-
llo, quien informa que los alumnos que participaron en su investigacion fue-
ron capaces de construir nociones de equivalencia algebraica apoyados en
estrategias basadas en la exploraciéon del valor numérico de expresiones al-
gebraicas, la descripcion que los alumnos presentaron con mas frecuencia
fue: “dos programas son equivalentes si producen los mismos valores cada

vez que se corren los programas con distinto nimero (Cedillo, 1998).

Tercera entrevista

Propdsitos de la entrevista
La tercera entrevista se dedicd a recabar nueva evidencia empirica sobre los

siguientes aspectos:

e Los significados que asignaron los nifos a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un
patrén numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

Cia algebraica.

Significados

Carlos Montiel mostré un mayor dominio en el manejo de las letras y mostro
un nivel de generalizacidon de orden algebraico apoyandose en el uso la cal-
culadora. A continuacion se describen algunas respuestas de este alumno
con base en las preguntas 4, 5 y 13 del protocolo de entrevista (E: Entrevis-
tador, CM: Carlos Montiel).
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E: ¢Qué resultado dard la calculadora si a n le doy el valor 2 en el
programa (nx2)+17?

CM: (2x2)+1...5

E: ¢Sipongo 3?

CM: (3x2)+1...7

E: Al tratar de escribir el programa nx2+1 me equivoqué y escribi el
programa nx4+1, écdmo le puedo hacer para que me salgan los
mismos resultados que en el programa (nx2)+1 sin borrar nada
de lo que escribi?

CM: [Después de probar y comprobar en la calculadora lo que estaba

pensando cred el programa que se muestra abajo]

|’F1 T Fzr Fax _ Fu™ FE FE™
v;:EHIQEbPaEalcDthEHFPngdklean Upl |

”;+1|n={2 3 4 53

9o ¢ 9 117

n¥*d,2+11n={2,3,.4,5%

MAIN EAD AUTO FUMC 1/z0

Analisis del episodio

El trabajo de Carlos sugiere que el apoyo que le brindd la calculadora le ayu-
dé a asignar un significado a las expresiones algebraicas que le permitio
usarlas como instrumentos para describir relaciones generales. En la tercera
entrevista se observo que tenia un mayor dominio en el manejo de las letras.
Para expresar generalizaciones de orden algebraico acudio en primer término
a una generalizacion de orden verbal, por ejemplo, “va de dos en dos”; pos-
teriormente expresd esas relaciones en forma aritmética recurriendo a las
operaciones basicas y apoyandose en el uso de la calculadora. Mas adelante,
al darse cuenta que el hacer operacidon por operacion implicaba mas trabajo

recurrio al uso de las letras.
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Carlos le dio sentido al uso de las letras cuando se dio cuenta que éstas po-
dian tomar cualquier valor. De manera similar a como lo hizo Amairany, Car-
los acudio al trabajo con los nimeros para obtener pistas que lo orientaran
en la construccion de la regla que gobierna a las relaciones numéricas que se
le presentaban, esas pistas le permitieron confirmar sus conjeturas y darle

significado a las letras cuando construia un programa en la calculadora.

Equivalencia
A continuacion se trascriben las respuestas de Carlos a las preguntas 6 y 7

del protocolo de la tercera entrevista.

E: Al tratar de escribir el programa Ax2-1, me equivoque y escribi
Ax2-2, icrees que pueda corregirlo sin suprimir nada y obtener
los mismos valores que produce el programa inicial?

CM: Si, 2x2+1-2

E: ¢Puedes escribir eso como un programa?

CM: iSi, a la primera! [tecled el programa Ax2)+1-2]

E: Pruébalo con los nimeros 2, 3,4, 5, 6, 7, 8

CM: (Ax2)+1-2|A={2,3,4,5,6}{3,5,7,9, 13}

Analisis de este episodio

Las estrategias empleadas por Carlos Montiel en la tercera entrevista para
expresar programas equivalentes se apoya de la exploracion del valor numé-
rico de las expresiones algebraicas, mediante este recurso logré encontrar
programas equivalentes transformando los términos independientes de la
expresion dada. El trabajo de Carlos se centra en descomponer el valor nu-
mérico de la expresidn para llegar a los programas que produzcan los mis-

mos valores cada vez que se corren en la calculadora.
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Resumen

En el caso de Carlos Montiel destaca el empleo de estrategias basadas en la
exploracion numérica de las expresiones, lo cual parece haberle sido de ayu-
da para dar significado a las letras que usaba al construir programas en la

calculadora para describir el comportamiento de un patréon numérico.

Durante las sesiones de trabajo Carlos manifestd que los materiales manipu-
lables le fueron Utiles para resolver ciertas actividades, que le ayudaron a
organizar sus ideas y como un apoyo visual. Los materiales manipulables le
apoyaron a desarrollar sus primeras nociones sobre el significado que tienen
las letras cuando se usan para construir expresiones de generalizacion, esas
nociones fueron la base para que desarrollara estrategias que le permitieron
expresar algebraicamente el comportamiento de un patrén numérico. Las
estrategias que desarrollé para abordar situaciones de equivalencia algebrai-
ca consistieron en el analisis de los términos independientes de la expresion.
En sus respuestas a preguntas sobre el significado de las letras, respondid
que “las letras sirven para suplantar a los nimeros” y con ese significado las

usé para expresar la regla que gobierna a un patron numérico.

El caso de Mariel

Primera entrevista

Propositos de la entrevista

La primera entrevista se disefié para estudiar con mayor profundidad las no-
ciones y estrategias que desarrollaron los estudiantes para expresar generali-
zaciones en el contexto de actividades, que consisten en reconocer un patron
de comportamiento en una secuencia de figuras o en una relacidn numérica

(Ver protocolo, entrevista 1, Anexo 2). Las secuencias de figuras y relaciones
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numeéricas que se emplearon se basan en valores particulares de funciones

de la forma f(x)=ax+b.

Antecedentes

Mariel es una alumna de 13 afos de edad que cursa el primer grado de se-
cundaria, de acuerdo con sus calificaciones tiene un desempefo promedio en
matematicas. En la primera entrevista se obtuvo informacién que muestra
que el apoyo con el material manipulable le permiti6 comenzar a formular

generalizaciones. (E: Entrevistador, M: Mariel)
Datos obtenidos: primera entrevista
A continuacion se transcriben algunos extractos de las respuestas de Mariel

recabadas durante la entrevista.

E: ¢(Los materiales te permiten comprobar si tus respuestas son co-

rrectas?

M Si

E: ¢En qué te apoyaron los materiales? Si quieres dimelo con algunos
ejemplos.

=

El material te ayuda a resolver las actividades siempre y cuando
sigas las instrucciones precisas, porque si no sabes si el resultado
es correcto con los materiales si... si los manejas como dice la acti-
vidad... Si me ayuda... a veces no me salia bien lo que queria
hacer, entonces trataba de hacerlo con el material y utilizandolo

encontraba la solucion.

Para introducir a Mariel en la actividad que se muestra a continuacion se le
recordd que anteriormente ya habia resuelto una actividad similar (la activi-
dad es muy parecida a la actividad realizada en una hoja de trabajo de la

fase preparatoria).
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E: Observa la siguiente secuencia de figuras. Ayidame a encontrar el
numero que corresponde a la figura n.
Fig.1: 00000

Fig.2: 0000000000
Fig.3 0O00000000000000
Fig. 4 O00000000000000000000

Fig. n O0O00000000000000000O0O0O0O0O0O0O00O0O0O0OO0O0O0O00000

m <

00000

[Observé las “bolitas” y las contd] Va aumentando de 5 en 5.

Ya te fijaste qué pasa de la Fig. 1 a la Fig.2, a la Fig. 3... Ahora di-
me, équé numero corresponde a la Fig. n si ésta tiene 45 circulos?
9

¢Como le hiciste para saberlo?

Pues multiplique 9x5

Escribelo en la calculadora, {Crees que haya un programa que me
permita conocer el nimero de cualquier figura si te digo cuantos
circulos le corresponden?

Puede ser con una letra.

¢Cual es el patron numérico?

Es el cinco

¢Cual es el niUmero que va a cambiar?

Puedo poner Mx5

¢Nada mas queda Mx5?

Si, Mx5
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Anélisis de este episodio

En las respuestas que da Mariel se observd que acude a la expresion verbal
para describir la generalizacién existente en la secuencia de figuras, poste-
riormente, conforme se le pedia continuar con el analisis empled el cddigo
aritmético auxiliandose del material manipulable. La estrategia que utilizd fue
analizar la regularidad existente entre las figuras, y asi poder sumar, restar o
multiplicar para encontrar el nUmero de objetos en la figura que se le pre-
sentd. Las respuestas de Mariel sugieren que los materiales manipulables le
apoyaron en la generacion de imagenes mentales, en el sentido que lo pro-

pone Bruner en su Teoria del Desarrollo Conceptual.

Sus respuestas también hacen evidente que a pesar de que no se refirio a la
letra “n” con algun significado explicito, le dio un tratamiento como si fuera
un numero, de hecho, como si representara a cualquier nimero. En este epi-
sodio hubo un momento en el que se le sugirié a la alumna recordar alguna
actividad en la que utilizd material manipulable, cuando la alumna recordd
esa actividad logré comprender la relacion existente en la sucesion de figuras
que se le presentd en la pregunta 7 de la entrevista 1, por lo que aparente-
mente logré expresar la regla que gobierna el comportamiento de esta suce-

sién (mx5).

En el trabajo realizado por esta alumna encontramos que logré darle utilidad
a las letras como una forma de representar nimeros de manera general. Se
observa que hay un acercamiento inicial que permite ver que el material ma-
nipulativo le sirvid de apoyo, y que su comprension en el uso de las letras es

un inicio promisorio a la interpretacion algebraica del uso de literales.

En esta entrevista se observd que Mariel realizd las actividades propuestas

apoyandose en sus conocimientos aritméticos. Al identificar la regularidad
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que existia en las actividades generd una regla para encontrar rapidamente
la respuesta, la regla estaba representada por una expresion que contenia
una letra y un ndmero, la letra tomaba cualquier valor y el nimero significa-

ba el patrén.

Lo anterior parece confirmar lo propuesto por Lapp (1999), quien sugiere
que para resolver un problema es conveniente comenzar empleando materia-
les manipulables; argumenta que el acto de colorear y poner bloques al
construir una figura puede ser de gran beneficio, ya que esto puede ayudar a
la comprension del problema, ademas sugiere que se comprueben las res-
puestas a través de varias formas de representacion porque esto enriquece
el proceso de razonamiento del estudiante. Los manipulativos pueden ayudar
para que los estudiantes descubran los procesos que conducen a una res-
puesta. Los datos que hemos obtenido sugieren que el uso de distintas re-
presentaciones, empleando modelos fisicos e icdnicos, pueden jugar un papel

importante en la construccién de un argumento.

Waits y Demana (2001), proponen que una estrategia promisoria para la en-
seflanza aprendizaje de las matematicas es emplear un enfoque equilibrado
en el que se usen materiales manipulables y técnicas de papel y lapiz duran-
te el desarrollo inicial de conceptos, y el uso de la calculadora en la extension

y generalizacion de fases.

Segunda entrevista
Propdsito de la entrevista
La segunda entrevista se dedicd a recabar nueva evidencia empirica sobre

los siguientes aspectos:
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e Los significados que asignaron los nifios a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un
patrén numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

cia algebraica.

Significados
En la segunda entrevista se mencionan algunos datos que proporcionan evi-
dencia de lo alcanzado por la alumna.

E: ¢Qué significado tiene para ti manejar las letras en la clase de matemati-

cas?
M: Representan para mi un nimero que no esta escrito.
E: ¢Crees que si no te permitiera usar letras podrias realizar la actividad?
M: No, me confundiria mas.
E: ¢Me podrias decir qué programa me ayuda a conocer los valores de
los nimeros de salida de la siguiente tabla?
NUm. de entrada 1 2 3 4 5
NUm. de salida 9 18 27 36
M: Estd aumentando de 9 en9
E: ¢Qué operacion utilizarias?
M: La multiplicacién 9x2=18, 9x3=27, se multiplicaria por los niUmeros
E: ¢Cuales nimeros cambian?
M: 1,2,3,4,5,6,y el patrén es 9
E: ¢Como queda el programa?
M: [Después de probar y comprobar sus ideas en la calculadora] construyé el

programa nx9|n={1, 2, 3, 4, 5, 6}
e[ b | ot e [0t e e 10 Loy, Up| |

-3 |n=41 2 3 4% £9 12 27 Ier

FRIN FRD AUTO FUNC 1/%0
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Anélisis de este episodio
En esta entrevista Mariel se apoya nuevamente en la estrategia que utilizo en

la primera entrevista, donde después de analizar la relacion existente entre
los nimeros que se le presentaron en una tabla como valores de entrada y
de salida, logré construir un programa que describe el comportamiento gene-

ral de esa relacion.

En esta entrevista se observd un avance en las estrategias empleadas por
Mariel para encontrar la regla que expresa el comportamiento de los valores
de una tabla dada, se observa con mas claridad que entre los recursos que
emplea para expresar un programa estan presentes las letras. Mariel habia
hecho uso de las letras como un recurso que representa cualquier niUmero en
la primera entrevista, en la segunda entrevista esta idea es utilizada mas fir-
memente al expresar que las letras significan “un nimero que no esta escri-
to”. Un avance importante que alcanza Mariel con respecto a la primera en-
trevista es que en la segunda hace uso de las letras sistematicamente, es
decir, emplea las letras como su primer recurso para expresar el comporta-

miento general de un patrén numérico.

Equivalencia

La informacion obtenida en este segmento de la entrevista con Mariel fue la

siguiente:

E: Vamos a construir una tabla y describir un programa, équé crees
que esté pasando en la tabla? éQué operacion debes hacer para

obtener los nimeros de salida? Piensa en la operacion mas senci-

lla.
NUm. de entrada 1 3 5 7 9
NUm. de salida 6 10 14
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M: Dx2+4|D={1,3,5,7,9, 11}

E: ¢Puedes hacer otro programa que haga lo mismo?

M: [Después de algunos intentos teclea el programa que se muestra

abajo]

1 Fer Faw |_ Faw FE FE~
- E HlgehralCalc Dther*TPr*ngDTClean Up |

my-2+Z2+2|w=41 3 5 7 9
£6 1@ 14 18 223

HMAIN ERD AUTO FUMC 1/20

Anélisis de este episodio
Como se puede observar, Mariel fue capaz de encontrar el programa
Vx2+2+2|V={1, 3, 5, 7, 9, 11}, que cumple la condicién de que producir los

mismos valores que el programa Dx2+4|D={1, 3, 5, 7, 9, 11}.

La estrategia que empled Mariel para abordar situaciones de equivalencia
algebraica consistid en explorar del valor numérico de las expresiones alge-
braicas, empled recursos como los utilizados por Amairany y Carlos Montiel,
consistentes en probar varias conjeturas con la finalidad de encontrar un pa-
tron numérico, al parecer esto le permitid establecer una relacion entre sus
nociones de equivalencia y el uso del cddigo de la calculadora para describir

patrones numéricos.

En el caso de esta alumna destaca que su idea de equivalencia contempla
que las literales significan “un ndimero que no esta escrito y pueden tomar

cualquier valor”, por tanto, el cambio de la literal no altera el valor numérico
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de la expresion; del mismo modo, con los términos numéricos tiene claro que
puede transformarlos siempre y cuando esas transformaciones mantengan la

equivalencia aritmética.

Las respuestas de Mariel contrastan con los resultados obtenidos por Kiiche-
mann (citado por Cedillo, 2000). En su investigacion con nifios de 12 y 13
anos de edad, encontré que un porcentaje muy alto de 12000 estudiantes no
pudieron responder a las preguntas planteadas sobre equivalencia, aparen-
temente debido a que los nifios no habian podido asignar un significado ma-
tematico a las literales. Reporta que en entrevistas individuales encontrd que
alguno de los significados probables que los ninos asignaron a las letras fue
el de darle un valor dependiendo del lugar que la letra ocupa en el alfabeto.
Al plantearles la pregunta de que si A podia valer mas que Z contestaban que

nunca, ya que la Z es mayor A por la posicién que tienen en el alfabeto.

Reporta que también le asignaron a las letras significados linglisticos, usan-
dolas como iniciales o abreviaturas, por ejemplo, en la expresion M+P le
asignaban significados a M como manzana y a la P como pera, si se les pedia
comparar los valores de P y M mencionaban que no eran comparables por
que eran manzanas y peras. En algunos casos también asignaron significados
a las letras como los que se les dan en geometria, por ejemplo a la A como

area y a la P como perimetro.

En este estudio no encontramos resultados como los de Kiichemann, una
explicacion plausible es que en la propuesta didactica en la que se baso este
estudio las literales se introducen en el contexto del uso de la calculadora, y
ese contexto, tanto sintactica como semanticamente esta estrechamente vin-

culado al valor numérico de las expresiones algebraicas.
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Tercera entrevista

Propdsitos de la entrevista
La tercera entrevista se dedicd a recabar nueva evidencia empirica sobre los

siguientes aspectos:

e Los significados que asignaron los nifios a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un
patrén numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

cia algebraica.

Significados

El siguiente episodio muestra las estrategias que empled Mariel para crear
programas algebraicamente equivalentes y cdmo sus formas de trabajo estan
relacionados con el significado que asignd a las literales como simbolos que
representan a cualquier nimero. En la pregunta 4 del protocolo de entrevista
se le pidio corregir el programa nx4+1 para obtener los mismos valores que
los que produce el programa nx2+1, se le indicd que no podia borrar nada
de lo que ya estaba escrito; empezd verificando qué resultados numeéricos
que producia el programa nx2+1. A continuacion se transcribe un extracto

de la entrevista con Mariel.
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M: [Comienza a sustituir n por valores numéricos en el programa
nx4+1]

E: ¢&Qué tienes que “decirle” a la maquina para que dé los mismos
numeros de salida que el programa nx2+1?

M: Después de probar y comprobar sus ideas en la calculadora escribid

el siguiente programa:
Er| NS SRR S L I R

m42n+l|n=42 3 4 53

4 5%n i n=¢2 3. 4.57

FMAIN EAD ALUTO FUMC 1/1

Analisis del episodio

En esta entrevista se puede observar que Mariel mostré un mayor dominio
en el manejo de las letras, un indicador de esto es que las empled como su
primer recurso para representar diferentes valores y simplificar asi su traba-
jo.

Las respuestas de Mariel muestran que se desempeid en el nivel de genera-
lizacion de orden algebraico al crear programas equivalentes. Los datos ob-
tenidos durante el trabajo de campo sugieren que la estrategia recursiva que
empled desde la primera entrevista le dio elementos que le permitieron
avanzar gradualmente en la consolidacion de sus ideas y en el empleo de las
letras como recursos algebraicos. Después de explorar diversas estrategias
con la finalidad de generar una férmula que describiera el comportamiento
general de un patron numérico reunié informacidon que le permitié pasar de
una estrategia recursiva a una funcional. Del trabajo realizado por Mariel se
puede concluir lo siguiente:

e La calculadora fue una herramienta importante en la concrecion de sus

ideas, ya que fue el medio que le facilitd crear significados para el lenguaje
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algebraico que emplea el cddigo de la calculadora. También se apoyd en el

uso de la maquina para poner a prueba sus conjeturas.

e Los hallazgos observados en el trabajo de Mariel se relacionan con lo en-
contrado por Cedillo (2000), quien reporta que las facilidades que ofrece la
calculadora para registrar y manipular simbdlicamente expresiones algebrai-
cas permite a los estudiantes ir mas alla de una simple memorizaciéon, como
puede ocurrir con el papel y lapiz. Un rasgo importante de la calculadora es
que permite al alumno trabajar con expresiones algebraicas dando valores
numeéricos a las variables con la posibilidad inmediata de verificar los resulta-

dos obtenidos en el programa creado.

Equivalencia

El trabajo que realizé Mariel en esta entrevista indica que desarrollé una no-
cion de equivalencia algebraica con base en la exploracién del valor numérico
de las expresiones algebraicas, a continuacion se presenta un extracto con

las respuestas que ejemplifican lo anterior.

E: Al tratar de escribir el programa Ax2—1 me equivoque y escribi
Ax2-2 (Crees que se pueda corregir sin suprimir nada de lo que ya

esta escrito y obtener los mismos valores que con el programa ini-

cial?
M: Si
E: ¢Como?
M: Multiplico (2x2)—2+1=3
E: (Te dio el resultado que esperabas utilizando el 2?
M: Si
E: Ahora pruébalo con los valores 5, 7, 9 y 11.
M: Ax2-2+1
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E: Completa el programa
M: (Ax2-2)+1|A={2, 3,4,5,6}

Pregunta 10

E: En la calculadora escribi el programa 3.5xN|N={1,2,3,4,5}, del cual
obtengo los valores 3.5, 7, 10.5, 14, 17.5. Si anoto 3.5xN|N={75}
écuanto me da?

M: 262.5

E: Ahora necesito que me ayudes a encontrar otro programa que haga
lo mismo, pero diferente a mi programa, con los mismos ndmeros
de entrada (1, 2, 3, 4, 5,6).

M: ¢(Debo encontrar un programa que me de los valores 3.5, 7, 10.5,
14,y 17.5?

E: Si, busca otro programa basandote en mi programa y encuentra
esos valores

M: 7-3.5xH|H={1,2,3,4,5}

I‘Fi T Fer Fav |_ Fuw FE FE™
- E AlgebiralCalc Dther‘TPr*ngDTElean U|:-| |

"7 -3.5h|h=¢1 2 3 4 5
£3.5 8. -3.5 -7. -10.53
72-3.5%hlh=41,.2.3.4,.5>

HMAIN ERD AUTOD FUMC 1730

E: ¢Qué paso ahi por que no salieron los valores que esperabamos?
M: Me faltaron los paréntesis

E: Andtalos

M
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|f1 T Fer Fev [_ Fu™ FE FE™
- E AlgebralCalc Dther*TF‘r‘ngDTElean Llpl |

"7-3.5-h|h={1 2 3 4 &SI

£3.5 ©. -3.5 -7. -10.53
"7-3.5) h|h=¢1 2 3 4 53

£3.5 7. 10,5 14, 17.52
C7-3.5»*hlh=¢{1_.2,.3.4.5>

MAIN EAD AUTO FUMC z/z0

E: ¢Me puedes explicar qué significa eso que tu acabas de hacer?

M: El 3.5 lo sumé por el mismo nimero para que me resultara siete,
pero como nada mas necesitaba 3.5 le resté 3.5, después lo multi-
pliqué por H, porque H representa los nimeros de entrada y ya

salid (sic).

Anélisis de este episodio

Para encontrar el programa equivalente Mariel exploré primero el valor nu-
mérico de la expresidn algebraica dada con auxilio de calculadora, cabe des-
tacar que aunque su trabajo se basd en un calculo aritmético, lo hizo sobre
el coeficiente de la variable, lo cual indica claramente que comprende la
equivalencia entre 3.5 h y (7-3.5) h. También es notable que fue capaz de
corregir su programa inicial porque conoce la funcién que desempefia el pa-
réntesis, lo cual sugiere que esta cerca de entender que 7h-3.5h=3.5h, que
corresponde a una nocién mas amplia de equivalencia algebraica. La estrate-
gia que empled Mariel marca una clara relacidon entre su nocion de equiva-
lencia y el uso del cédigo de la calculadora para descubrir patrones numéri-
cos (Cedillo, 1999).

El trabajo desarrollado por Mariel en la tercera entrevista fue similar que el
que presentd en las entrevistas previas, pero mostrd avances que denotan
mayor profundidad. Su estrategia incluyd probar con varias operaciones

aritméticas con el propdsito de encontrar un patron numérico.
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El significado que asigno a las literales se resume en su expresion: “las letras

para mi representan un nimero que no esta escrito”.

El caso de Jared

Primera entrevista

Propositos de la entrevista

La primera entrevista se disefid para estudiar con mayor profundidad las no-
ciones y estrategias que desarrollaron los estudiantes para expresar generali-
zaciones en el contexto de actividades que consisten en reconocer un patron
de comportamiento en una secuencia de figuras o en una relacién numérica
(Ver protocolo, entrevista 1, Anexo ¢é??). Las secuencias de figuras y relacio-
nes numéricas que se emplearon se basan en valores particulares de funcio-

nes de la forma f(x)=ax+b.

Antecedentes
Jared es una alumna de 12 anos de edad con un nivel de aprovechamiento

promedio en matematicas de acuerdo a las evaluaciones hechas por su pro-
fesor. Esta alumna constantemente recurria al auxilio de los investigadores
para realizar sus actividades, en la medida que fue resolviendo sus dudas fue
ganando seguridad y logrd tener una actuacion mas independiente sin aban-
donar por completo su tendencia a pedir ayuda para enfrentar situaciones

que superaban sus posibilidades.

Datos obtenidos: primera entrevista
Durante la primera entrevista dio respuestas que indican que el material ma-
nipulable le ayud6 a formular generalizaciones. Esta afirmacién se basa en

episodios como los que se describen a continuacion.
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Cuando se le pidié encontrar la regla que gobierna la secuencia que se mues-
tra en la figura de abajo contestd lo siguiente (pregunta 7 de la entrevista

uno; E: entrevistador; J: Jared).

Fig.2 0000
Fig. 3 000000
Fig.4 00000000
Fig. 5 0000000000

Fig. n ?

J: Empieza con la figura nimero 2, si tuviera la figura 1, tendria dos
canicas, porque va aumentando de dos en dos. iSi! Va aumentando
de dos en dos.

E: ¢Cuantas canicas debe tener la figura 20?

J: Seria mas facil hacerlo con las bolitas® que estar pensando cudantas
bolitas hay en la figura 20; [después de pensar un momento con-
testa] “va a tener 40”.

E: Explica, écdmo le hiciste?

J: Es que si la figura 2 tiene cuatro, la figura 3, seis, la figura 4, ocho,
y asi, entonces es el doble... porque son de 2 en 2, y la figura 20

tiene 40”.

Anélisis de este episodio
En este episodio se observd que el uso de material manipulable le dio a esta

alumna la oportunidad de concretar su pensamiento mediante acciones. En

> Las “bolitas” forman parte del material manipulable que se les proporciono en las sesiones de traba-
jo en las cuales la tarea era contestar las hojas de trabajo disefiadas durante esta etapa..
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otros términos, el material manipulable le permitid tener a la vista un registro

que la guiaba en la elaboracion de su razonamiento.

Este episodio muestra que la estrategia a la que recurri6 Jared para formular
una generalizacion fue analizar la relacién que habia entre el nimero de ob-
jetos y el nimero de la figura, lo cual corresponde a la identificacion de una

relacion funcional (el niUmero de objetos depende del nimero de la figura).

De acuerdo con lo planteado por Socas (1996), Jared se desempeid en el
nivel de generalizacion concreta. Socas propone que la realizacién de calcu-
los aritméticos mediante el uso de materiales fisicos situa al alumno en la
posibilidad de alcanzar el nivel de generalizacién concreta. Asimismo, este
autor plantea que cuando los alumnos llegan a ese nivel estan en una mejor
posicién para entender y dar un significado a la generalizacion que han lo-
grado. Por otra parte, Dienes (citado por Resnick y Ford, 1990) propone que
el desarrollo de los conceptos matematicos se consigue mejor mediante una
serie de patrones ciclicos, cada uno de los cuales supone una secuencia de

actividades de aprendizaje que van de lo concreto a lo simbdlico.

Segunda entrevista

Propdsito de la entrevista

La segunda entrevista se dedicd a recabar nueva evidencia empirica sobre
los siguientes aspectos:

e Los significados que asignaron los nifios a las letras cuando las usan
para construir expresiones de generalizacién acerca del comporta-
miento de un patron numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equiva-

lencia algebraica.
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Significados

En esta entrevista Jared acudio a recursos aritméticos para dar respuesta a
las actividades que se le proponian, gradualmente fue incorporando a sus
estrategias el uso de las letras como instrumentos para expresar una genera-
lizacion. La actividad se describe a continuacion (pregunta 6 del protocolo de

entrevista).

E: Escribi un programa que me da los valores de la siguiente tabla,
por descuido lo borré. Ayudame a encontrar un programa que
produzca los valores para completar la tabla.

NUm. de entrada 1 2 3 4 5
NUm. de salida 9 18

J: El nimero de salida para el 3 es 27, para el 4 es 36, para el 5 es
45.

E: ¢Como encontraste los numeros que hacian falta?

J: Bueno, los encontré porque fui multiplicando por 9, 1x9=9,
2x9=18, 3x9=27, 4x9=36, 5x9=45, y asi.

En ese momento de la entrevista se le pidié que utilizara la calculadora para
expresar el razonamiento que la condujo a encontrar el comportamiento del
patron numérico que se presentd en la actividad propuesta. Después de dos
intentos Jared generd el programa que se muestra en la figura de abajo,
comentd que no se habia dado cuenta que el programa le permitia dar mas

respuestas y mas rapidamente.
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Iﬁ T Fev Fav [ Fuv FE I
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTCleah Upﬁ

mj-9|i=€1 2 3 4 53
{9 18 27 35 452
J*¥?13=¢1.2.3.4,.53

HMAIN EAD AUTO FUHC 1/%0

Analisis de este episodio

Jared mostrd en un principio que no le parecia de mucha utilidad crear un
programa en la calculadora ya que podia enfrentar las actividades que se le
proponian aplicando recursos aritméticos. Finalmente logrd asignar un signi-

ficado al uso de las letras para representar los nimeros por medio de ellas.

Jared accedié gradualmente a usar el cédigo algebraico con el auxilio del
profesor. Este episodio se relaciona con el concepto de zona de desarrollo
préximo de Vigotsky (citado por Linaza, 1984, pag. 184). Vigotsky estudi6 el
progreso del nifo en el aprendizaje de las matematicas desde la aritmética al
algebra. Segun este autor, no es posible que un nifo pase a un nivel superior
del algebra a menos que haya comprendido suficientemente las operaciones
aritméticas, como para apreciar ciertas claves que revelen el estatus concreto
de estas operaciones. Estos progresos pueden darse con mayor celeridad si

el nino es apoyado por un par mas competente.

El progreso de Jared en el uso de letras para crear sus programas se puede
ubicar como un ejemplo del “préstamo de conciencia” que el nifio recibe de
manos del adulto y que conserva hasta que puede valerse por si mismo. Este
“préstamo” se realiza no sélo estructurando el mundo de un modo adecuado,
sino ofreciendo “claves” y “elementos accesorios”, que seran asimilables en
el grado en el que el adulto y el nifio pueda permanecer dentro de este for-

mato informativo y accesible.
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Equivalencia

Jared requirié del apoyo del entrevistador para aclarar sus dudas en activida-
des que involucraban situaciones de equivalencia algebraica. A continuacién
se transcribe un episodio de la entrevista donde se observa el estilo de traba-
jo de Jared. En la actividad de la pregunta 11 de la entrevista 2 contesté lo

siguiente:

E: ¢Puedes programar tu calculadora para encontrar los niumeros de
salida de la siguiente tabla?

NUm. de entrada 1 3 5 7 9

NUm. de salida 6 10 14

J: [teclea el programa] Jx2+1, [obtiene 3, 7, 11, 15, 19, para los va-
lores J=1, 3, 7, 9. Al darse cuenta que no son los valores que bus-

caba hizo ajustes y cred el programa que se muestra abajo].

1 Fer Fae T_ Fuw FE FE™
- E Algebral|Calc Dther‘TPr*ngDTElean Upl |

mi-2+1|di=41 3 5 7 9%

£3 7 11 15 192
mi-2+2|di=41 3 5 7 9%

4 8 12 16 207
J*2+21,5=¢1,3,.5,.7.72>0

MAIM EAD AUTO FUNC z/z0

E: Analiza qué estas haciendo para que sepas qué mas tienes que

hacer para que te salga.

J: [Tecled el programa Jx2+4].
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1 Fevr Fev [ Fu¥ FE FE™
|~r Elﬁlgebr‘a Calc Dt-hEPTF'r“EINIDTClEEIH Llpl |

mi-2+4|i=41 I 5 F 9%
£6 10 14 15 223

MAIN KAl AUTO FUMC 1/z0

Anélisis de este episodio

El episodio que describimos muestra que las estrategias que empled Jared

son similares a las que usaron Amairany, Carlos Montiel y Mariel. Su analisis

se basa en la exploracién del valor numérico en las expresiones algebraicas,

lo cual fue la base para crear una nocién sobre equivalencia algebraica. En la

tercera entrevista se constatara si logrd algin avance a este respecto.

Tercera entrevista

Propdsitos de la entrevista
La tercera entrevista se dedicd a recabar nueva evidencia empirica sobre los

siguientes aspectos:

Los significados que asignaron los nifios a las letras cuando las usan
para construir expresiones de generalizacién acerca del comporta-
miento de un patrén numérico.

El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equiva-

lencia algebraica.
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Significados

El trabajo desarrollado por Jared en esta Ultima entrevista proporciona in-
formacion relevante sobre el significado que asigné al uso de las letras al
programar la calculadora. El episodio que se describe a continuacion ilustra

este aspecto (preguntas 4, 5y 13, del protocolo de entrevista).

E: ¢Qué significa la n en el programa nx2+1?

J: El nimero que se va a multiplicar por dos... el programa multiplica
por 2 a la n cambiandola por algin ndmero.

E: Jared, en mi calculadora escribi el programa 2xn-1 para producir

los valores de salida de la siguiente tabla:

NUm. de entrada 2 3 4 5 6

NUm. de salida 3 5 7 9 11

Lo quise hacer de nuevo, pero al teclearlo me equivoqué y escribi
Ax2-2. ¢De qué manera puedo yo arreglar este programa para que

me dé los numeros de salida 3, 5, 7,9y 11?

J: [Hace en la calculadora las operaciones 2x2-2+1=3, 3x2-2+1=5,
4x2-2+1=7, 5x2-2+1=9 buscando obtener los niumeros de salida
de la tabla].

E: Estas olvidando algo que ya habiamos ejecutado anteriormente, si
te das cuenta tu estas sustituyendo para sacar cada valor.

J: [Teclea el siguiente programa en la calculadora]
[l actralcorc ot her Fram1olc1em Ue| |

mi-2-Z+1|i={2 3 4 5 g
{3 5 7 9 11
CAx20-2+113=42.3.4.5.62

MAIN EAD ALUTO FUNC 1/Z0
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Analisis de este episodio

El tipo de respuesta de Jared concuerda con lo reportado por Cedillo (1999),
quien encontré que la calculadora permite a los estudiantes usar el cddigo
de programacién no sélo como un medio de edicién sino, ademas, como una
herramienta para calcular. Otro factor que parece haber influido en el avance
que logré Jared es que todas las actividades se basaron en la descripcion de
patrones numéricos, como esta descripcion es un acto de generalizacidon no
es extrafio que este tipo de tareas ayude a establecer una conexion entre el
nuevo coédigo formal que estaban usando y la experiencia aritmética, que
implica ver lo general en lo particular y expresar generalizaciones a partir del

analisis de casos particulares.

Resumen

Los hallazgos encontrados durante el trabajo experimental y las entrevistas
se relacionan con lo reportado por Cedillo (1999), donde se observd que la
calculadora le permite al alumno usar el codigo de programacion no sélo co-
mo un medio de edicidn, sino también como una herramienta de calculo, la
relacion existente entre las actividades experimentales y la herramienta de
calculo lleva al alumno a usar el referente numérico como forma de valida-
cion para sus respuestas. Por ejemplo, el programa JxJ] genera el patrén
numeérico 4, 25, 49, 64, 100, para J=2, 5, 7, 8, 100. Si ése era el patron que
el alumno queria generar sabia que el programa que habia construido era el
que buscaba, si no, buscaba otro programa o hacia los ajustes correspon-

dientes.

Los datos que recabamos sugieren que este ambiente de trabajo indujo a

Jared a identificar las reglas o férmulas que usaba como “expresiones para
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calcular”. Las estrategias de tanteo que empled para afinar sus respuestas le

sirvieron para validar las expresiones algebraicas que produjo.

Equivalencia

Las estrategias que desarrollé Jared para encontrar programas equivalentes
durante la tercera entrevista se basaron en la exploracion del valor numérico
de las expresiones algebraicas. A continuacion se presenta un extracto de la

entrevista, preguntas 4 y 6 del protocolo, que ilustran lo anterior.

Pregunta 4

E: Al escribir el programa nx2+1 me equivoqué y escribi el programa
nx4+1. éMe puedes ayudar a corregirlo de manera que de los mis-
mos resultados que el programa inicial sin borrar nada? Puedes
agregar lo que creas necesario.

J: La “n” la multiplicé y la cambié por algun ndmero. éTengo que darle
un valor a “\n"?

E: Ya se lo diste, a ver prueba el programa inicial para que veas cuales
son los resultados que da el programa.

J Parael3..es7..eslanpordosmas,da?7.

E: Ahora quiero que el programa nx4+1 me de 7, cdmo le harias sin
mover ni quitar nada al programa, sélo se vale agregar algo.

J: Multiplicar 3x4=12-6+1=7,

E: ¢Funciona para cualquier niUmero?

[ a1 ibra)coie ot her PramIolc1em Us| |

B4+ 1+2|n=L32 {153

n¥d+1+21n={3%

HMAIN KRD AUTO FUMC 1/
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E: Checa bien el programa nx4+1.

J: El dos es el que esta cambiando, entonces queda (nx4+2)+1.
[ acbralcore|other Framolc1ee us| |

"red+1+2|n= {33 {153

b
= +1|n=1{33 7y

(n¥4/23+11n={3>

HMAIM RAD AUTO FUMC &0

En el siguiente extracto se incluyen algunas de las respuestas de Jared de la

pregunta 6 del protocolo de entrevista

E: Cuando estaba tecleando el programa Ax2-1, me equivoqué y teclee
el programa Ax2-2. {Me puedes ayudar a acomodar el programa
para que me dé lo mismo que el programa inicial, sin que le quites
nada?

J: Si, voy a multiplicar el nimero de entrada por dos, paréntesis, luego

por menos dos y luego le sumo uno, y ya me salio.

1 Fer N FE FE™
- E Algebral|Calc Dther‘TPr*ngDTElean Llpm

mp2=-2+1 5
C(2%23-2+1
FIRIN FAD ALTO FUNE 1730

E: A ver, pruébalo para el 3.

J: Si me sale, voy a probarlo para el 4, 5.
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[ 1 aebra|cote|other Framiolciem Us| |

ml2-2+1
"EZ-Z+1
"I E-Z+1
n42-2+1
5. Z-Z2+1
CH¥23-2+1

MAIM EAD AUTO FUMC E/Z0

LT ) ]

E: ¢Puedes hacerlo mas rapido sin tener que estar sacando cada valor?

J: [Tecleo el programa que se muestra abajo]
1 Fewr Fzwr Fy+ FE Far
|~r Elngebr‘a Calc Dther‘TF‘r*ngDTElean Upﬁ

m22-2+1 3
mjz-2+1|i=42 3 4 5

{3 5 7 93
(a¥2>—2+115=42.3.4,.51

FMAIN KAD AUTO FUHC 230

Analisis de este episodio

Es importante destacar los criterios que aplicd Jared para construir progra-
mas equivalentes, esos criterios son indicadores de un avance relevante en
su capacidad de lectura de expresiones algebraicas, lo anterior se discute con

mayor detalle a continuacion.

En la primera actividad Jared cre6 un programa equivalente trabajando sobre
el coeficiente de n: (nx4+2)+1. En la segunda actividad oper6 sobre el tér-
mino independiente; de acuerdo con las caracteristicas de cada una de esas
actividades ambas decisiones fueron las opciones mas eficientes a que podia
acudirse, lo que sugiere una comprension de la estructura de las expresiones
algebraicas involucradas que descansa en el andlisis del significado numérico

de esas expresiones.
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El caso de Miguel Angel

Primera entrevista

Propdsito de la entrevista

La primera entrevista se disefié para estudiar con mayor profundidad las no-
ciones y estrategias que desarrollaron los estudiantes para expresar generali-
zaciones en el contexto de actividades que consisten en reconocer un patron
de comportamiento en una secuencia de figuras o en una relacién numérica
(ver protocolo, entrevista 1, Anexo 2). Las secuencias de figuras y relaciones
numeéricas que se emplearon se basan en valores particulares de funciones

de la forma f(x)=ax+Db.

Antecedentes

Miguel Angel es un estudiante de 13 afios de edad que cursa el primer grado
de secundaria; de acuerdo con su desempefio en la clase de matematicas su
nivel escolar es medio. Este alumno, presentd dificultades para entender las
instrucciones que se presentan en las hojas de trabajo y requirié el auxilio
del maestro con frecuencia durante las actividades previas en la primera en-
trevista. En la medida que fue comprendiendo las actividades que se le pro-
ponian su actuacion fue siendo mas independiente y logré un desempefio

satisfactorio de las actividades hacia el final del trabajo de campo.
Datos obtenidos: Primera entrevista
Durante la entrevista dio respuestas que indican que el uso de los materiales

manipulables le apoy6 en la formulacion de generalizaciones.

Se le preguntd si los materiales le permitieron generar ideas que antes no

habia pensado y si le fueron Utiles para comprobar sus respuestas. Las res-
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puestas de Miguel Angel a las preguntas 2 y 6 de la entrevista 1 se transcri-

ben a continuacion, (E: entrevistador; M: Miguel).

E: ¢El uso de los materiales te generd ideas que antes no habias
pensado?

M: Los materiales estimulan nuestro cerebro y nos ayudan a buscar
respuestas con mayor facilidad, ain en los casos mas dificiles, me
acuerdo de los ejercicios donde se tenia que encontrar la equiva-
lencia. ¢Cual es la equivalencia de cada uno? [pregunta que se hace
y contesta el mismo alumno]. Por ejemplo, de 28 a 30, écudl era el
numero de separacion? ... El patron, los patrones, como el ejercicio
que nos mostraba del nifio de secundaria que empezo a hacer flo-
res, y que aqui [utiliza un pieza del material, lo toma de ejemplo y
dice que imaginemos que es un circulo]... Haga de cuenta que es
una flor y que aqui son cuatro cuadritos y después empieza a usar
mas cuadritos, por ejemplo el patron iba aumentando de uno en
uno.

E: ¢(Crees que has aprendido mas matematicas ahora que utilizaste
materiales?

M: Si, he aprendido mas matematicas usando los materiales, porque
casi siempre hay que hacer operaciones y yo para las operaciones
no soy muy bueno, con los materiales estoy mas en la disposicion

de poder resolver los problemas con mayor posibilidad”.

Analisis de este episodio.

Las respuestas de Miguel Angel sugieren que el trabajo con el material le
ayudd a comprender lo que tenia que hacer en las hojas de trabajo, en parti-
cular se reproduce a continuacion su actividad en la pregunta ocho del pro-

tocolo de entrevista. En el extracto de la entrevista que se presenta se ob-
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serva que Miguel Angel se fue percatando de la regularidad numérica que
existia, describidé esa regularidad como “una proporcioén de cuatro y que al
numero de figura se le sumaban cuatro y asi conoceria cuantos objetos ten-
dria la siguiente figura”. A continuacién se transcribe la pregunta ocho de la

entrevista uno donde se muestra evidencia de lo anterior

E: Encuentra la regla o féormula que exprese el comportamiento de la

sucesion numérica

4 8 12 | 16
10 20 30 40 50 60 70 80 90

M: Aqui la proporcién es 4, aqui lo Unico que tenemos que sumar es el

4+4=8, 8+4=12, 12+4=16, y asi sucesivamente.

Consideramos que las respuestas de Miguel Angel formulan una generaliza-
cion porque proporciona evidencia de que ha comprendido qué tipo de ope-
raciéon tiene que realizar para conocer el valor numérico correspondiente a
cualquier figura; en este caso recurre primeramente a la suma y posterior-
mente a la multiplicacion. El nivel de generalizacién que alcanza este alumno
se puede situar en el rango correspondiente al aritmético.

En el caso de Miguel Angel, el material manipulable, como lo reporta Lapp
(1999), estimuld el descubrimiento de procesos que lo llevaron a formular

una respuesta.

Segunda entrevista
Propdsito de la entrevista
La segunda entrevista se dedicé a recabar nueva evidencia empirica sobre

los siguientes aspectos:
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e Los significados que asignaron los nifios a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un
patrén numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

cia algebraica.

Significados
Miguel Angel manifestd dificultad para comprender lo que se le proponia en
las actividades previas a la entrevista, dijo no poder resolver las actividades

aun cuando recibié apoyo por parte del profesor.

En la entrevista se observa que Miguel Angel alcanzé una mayor familiaridad
en el uso de las letras, desde la primera entrevista interpreté a la literal como
un simbolo que representa cualquier valor y con la que se puede crear una

féormula, esto se ilustra a continuacion (E: Entrevistador, M.A: Miguel Angel)

E: ¢Qué significado tiene para ti utilizar letras?

M.A Supongo que eso seria parte de una férmula y cada letra repre-
senta un numero.

E: ¢Puedes programar tu calculadora para conocer los nimeros de

salida de la siguiente tabla?

NUm. de entrada 1 2 3 4
NUm. de salida 9 18 27 36

M.A: Si, fx9|f={1, 2, 3, 4}, aqui el nUmero de variable es el nimero

de entrada 1, 2, 3, 4, y son representados por la letra f, el pa-

tron no se representa con una letra por lo que el patron es 9.
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Anélisis de este episodio

Las respuestas que dio Miguel Angel se relacionan con lo reportado por Cedi-
llo (1995) quien encontrd que los alumnos mostraron desde el inicio del es-
tudio que habian entendido que una letra sirve para representar cualquier
numero, o que la eleccidn de la letra con la que van a hacer un programa no
afecta la manera en que éste funciona; ademas existe un rango de generali-
dad en la expresion que se construye y esta dado por la generalidad del sim-

bolismo que esta empleando.

La actuacion de Miguel Angel en la primera entrevista fue satisfactoria, en la
segunda hubo un cambio notable en la actitud que mostrd para resolver lo
que se le proponia, en esta entrevista no logré la resoluciéon de las activida-
des, al llamado de la tercera entrevista ya no acudid, mostrd desinterés en
ese periodo, su asistencia a la escuela fue irregular, estas fechas de inasis-

tencia coincidieron con las fechas programadas para la entrevista.

Datos obtenidos: Equivalencia

En esta entrevista no se obtuvo informacion relevante, Miguel Angel empled
la mayor parte del tiempo para realizar las actividades de generalizacion.
Cuando se le pidid hacer un programa equivalente a Nx2 +4, realizd lo si-
guiente: Tx2+4| T = {1, 3, 5, 7}, nene x2+4| nene ={1, 3, 5, 7}. Su res-
puesta muestra un nivel de comprension amplio del significado de una varia-
ble en el contexto de programacion de la calculadora, el usar la palabra “ne-
ne”como variable es un indicador claro de generalizacién para el significado
de las literales en matematicas. Debido al poco tiempo que restaba para fina-
lizar la entrevista ya no pudo darnos una explicacién de lo que hizo y ya no
se presentd otra oportunidad de trabajar con este alumno porque el periodo
escolar estaba finalizando, ademéas de que Miguel Angel ya no se presento a

la siguiente entrevista.

144



Capitulo 4:
Descripcion y analisis de resultados

El caso de Carlos Mendoza

Primera entrevista

Propositos de la entrevista

La primera entrevista se disefié para estudiar con mayor profundidad las no-
ciones y estrategias que desarrollaron los estudiantes para expresar generali-
zaciones en el contexto de actividades que consisten en reconocer un patron
de comportamiento en una secuencia de figuras o en una relacién numérica
(ver protocolo, entrevista 1, Anexo 2). Las secuencias de figuras y relaciones
numeéricas que se emplearon se basan en valores particulares de funciones

de la forma f(x)=ax+Db.

Antecedentes

Carlos Mendoza es un alumno de 12 anos 7 meses de edad que cursa el pri-
mer grado de secundaria, de acuerdo al rendimiento reflejado en sus califica-
ciones en matematicas es de nivel bajo, sus respuestas permiten observar

que los materiales le fueron utiles para formular generalizaciones.

Datos obtenidos. primera entrevista

En el trabajo desarrollado por este alumno se observé que su desempefio en
las actividades previas a la entrevista requirid del constante apoyo del profe-
sor, en particular porque se le dificultaba entender las instrucciones de las

actividades que se le propusieron.

A continuacién se transcriben las respuestas a las preguntas 3 y 7 de la en-

trevista uno; (E: Entrevistador; C: Carlos Mendoza).

E: ¢Los materiales te han permitido comprobar tus respuestas?
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C: Las tablitas® iban saltando y la numeracion tenia que ir saltando de

un numero a otro, creo que era de 4 en 4.

Para Carlos el material es un instrumento de apoyo que le permite realizar
conjeturas para probar lo que esta pensando acerca de alguna situacién que
se presente. En la siguiente respuesta se observa lo que se menciond ante-

riormente.

Cuando se le propuso la actividad donde tenia que encontrar el nimero de

objetos que tiene la figura “n”.

Fig. 1 000

Fig. 2 000000
Fig. 3 000000000
Fig. n

C: (Dibuja el nimero correcto de objetos y dice) “fui sumando de tres

en tres”.
En la respuesta que dio a la actividad que se le planteo donde tenia que des-
cubrir el nUmero de objetos de la figura 30, responde que son 90, su res-
puesta se baso en la identificacion de la multiplicacidon como la operacién que

le permite obtener el nimero objetos a partir del nimero de la figura.

Anélisis de este episodio
En las respuestas de Carlos Mendoza se observd que los materiales le sirvie-
ron como un apoyo visual que le permitié descubrir la regularidad numérica

involucrada en la actividad.

® Utiliza el término “tablitas” para referirse al material manipulable denominado “tarjetas numeradas”
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Sus respuestas sugieren que alcanzé un nivel de generalizacion aritmética al
descubrir el patron existente y después realizar operaciones con el numero
de figura para encontrar el nUmero de objetos en cada una. En el trabajo
que realizd se observa un desempefio bajo con respecto a los estudios de
caso analizados anteriormente, ya que él sélo alcanzé el nivel de generaliza-
cion aritmético y los estudios de caso de nivel alto alcanzaron una generali-

zacion algebraica.

Segunda entrevista

Propdsito de la entrevista

La segunda entrevista se dedico a recabar nueva evidencia empirica sobre
los siguientes aspectos:

e Los significados que asignaron los nifos a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un
patrén numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

cia algebraica.

Significados
En esta entrevista se observd que Carlos Mendoza recurri6 al uso del codigo
aritmético para dar respuesta a las actividades propuestas en el protocolo de

entrevista.

A continuacién se transcriben algunos extractos que dan evidencia de lo an-
terior. En este caso el alumno requirid de apoyo constante de los investiga-
dores para encontrar el programa Kx9|k={1, 2, 3, 4}, para reproducir los

valores de la siguiente tabla.
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NUm. de entrada 1 2 3 4 5

NUm. de salida 9 18 27 36

E:
C:

¢Me puedes decir qué esta pasando en la tabla?

Va sumando de 9 en 9, 9+9+9+9 y multiplicando 9x1, 9x2, 9x3....
Te acuerdas que trabajamos con patrones y variables, ¢Me puedes
decir cudl es el patrén en 9x1, 9x2, 9x3 y por qué?

9, porque es el que se multiplica o se suma.

¢Cuadl es la variable?

1, 2, 3, 4, 5, 6 (nUmeros de entrada de la tabla)

Ahora para obtener los nimeros de salida de la tabla mas rapida-
mente puedes crear un programa.

[se queda pensando y contesta ] Si... No

Puedes usar la calculadora

[El teclea en la calculadora K+K] y pregunta ésera asi?

Fijate que operacion tienes que realizar.

Multiplicar KxK

¢Cudles son los nimeros que representan la variable?

El nueve

¢Estas seguro que es el nueve?

iAh! EI 1, 2, 3, 4, 5.

¢Como lo representas?

Como K

Ahora crea un programa donde uses una variable y el patrén.

Kx9IK={1, 2, 3, 4, 5} [programa creado por el alumno]

Anélisis de este episodio

El trabajo realizado por este alumno se relaciona con lo reportado por Socas

(1996). De acuerdo con este autor Carlos esta situado en el periodo tempra-
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no de operaciones concretas, ya que la concrecién de las operaciones esta
garantizada por alguna analogia fisica y la concrecién de los numeros
asegurada por la disponibilidad del material fisico, por lo que el alumno esta
aun en el trayecto de alcanzar un nivel de generalizacion de orden

aritmético.

Equivalencia
Calos Mendoza no manifestd soltura al manejar expresiones, por lo cual tuvo

dificultades para encontrar el programa de la siguiente tabla.

NUm. de entrada 1 3 5 7 9

NUm. de salida 6 10 14

Los programas que tecled son los siguientes: Kx2+4|K={1, 3, 5, 7, 9},
Kx4+2|K={1, 3, 5, 7, 9}, Kx2x2+4|K={1, 3, 5, 7, 9}, Kx2x2+2|K={1, 3, 5,
7, 9}, Kx2x2|K={1, 3, 5, 7, 9}, Kx2+2|K={1, 3, 5, 7, 9}, finalmente cred el
programa Kx2+2+2|K={1, 3, 5, 7, 9} (ver figura dos y tres), el cual le dio
como valores de salida 6,10,14... Cuando se le pidid encontrar un programa
equivalente no pudo realizarlo, en este caso creemos que con este alumno se
requiere un estudio con mayor profundidad que mas adelante se debe hacer,
debido a las limitaciones del tiempo a que obliga la naturaleza de esta tesis
simplemente se reportan y se plantean algunas hipdtesis plausibles que pu-

dieran explicar su bajo desempefio.

R A1 sebra|oate|other Frantojcieam U] | [~ iRl acbralcote ot her FramI0jcl eon U] |

mg-Z+4|k=L1 3 5 7 mg-ZZ+2|k=€1 3 5 72

{6 1a 14 18% {6 14 22 30k
mid+2|k=L1 3 5 7 mg-z+2|k=41 3 5 7

{6 14 22 39k 4 8 12 18
mk2Z2+4|k=41 I 5 7 mk-2+2+2|k=41 3 5 T3

L8 16 24 32} {6 18 14 18%
k*2+2+21%k={1,3.5. 70
HAIN FAD AUTO FUMC Z/Z0 HAlN FAD AUTO FUMC Z/Z0

figura 2 figura 3
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El caso de Oscar

Primera entrevista

Propdsito de la entrevista

La primera entrevista se disefié para estudiar con mayor profundidad las no-
ciones y estrategias que desarrollaron los estudiantes para expresar generali-
zaciones en el contexto de actividades que consisten en reconocer un patron
de comportamiento en una secuencia de figuras o en una relacién numérica
(ver protocolo, entrevista 1, Anexo 2). Las secuencias de figuras y relaciones
numeéricas que se emplearon se basan en valores particulares de funciones

de la forma f(x)=ax+Db.

Antecedentes
Es un alumno que tiene 12 anos 10 meses de edad, es considerado de nivel
medio en cuanto al aprovechamiento académico en la materia de matemati-

Cas.

Datos obtenidos: primera entrevista

Manifiesta que casi no utilizd los materiales para resolver las actividades por
que se da cuenta de que puede resolver los ejercicios sumando o multipli-
cando, menciona que se apoya en los conocimientos que adquirié en la pri-

maria. Las actividades que se le propusieron fueron resueltas exitosamente.

Sus respuestas muestran que sin acudir al uso de los materiales alcanzé un
nivel de generalizacion. Cuando se le propuso la actividad en la que tenia
que explicar el comportamiento de los objetos al ir aumentando de 3 en 3,

después de analizarlo dijo “se esta sumando tres”.

Al preguntarle sobre el nimero de objetos que tiene la figura “n”, lo que

hace es sumar tres tantas veces como lo indica el niUmero de figura, después
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se dio cuenta que es mas facil multiplicar, y multiplicé el nimero de figura

por tres.

Con estas respuestas Oscar manifiesta un nivel de generalizacién de orden
aritmético que le permite identificar el patrén de comportamiento en la situa-

cion planteada.

Segunda entrevista

Propdsitos de la entrevista

La segunda entrevista se dedico a recabar nueva evidencia empirica sobre
los siguientes aspectos:

e Los significados que asignaron los nifos a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un
patrén numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

cia algebraica.

Significados

En la entrevista Oscar recurrié a sus recursos aritméticos; para dar respuesta
a las actividades propuestas desarrollé la estrategia de identificar el patrén
numérico y los nimeros de entrada los representd con una letra. A continua-
cion se transcribe la pregunta 6, donde se observa lo mencionado anterior

mente, (E: entrevistador; O: Oscar).

E: ¢Podrias encontrar un programa que produzca los valores que fal-

tan en la tabla?
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NUm. de entrada 1 2 3 4 5
NUm. de salida 9 18 27
0: Si, 9x2=18, 9%x3=27,... 9x6=54... multiplicando por nueve los nu-
meros de entrada... queda asi: 0x9]0={1,2,3,4,5}

E: Y si quiero cambiar la letra O por m, ése alteraria el programa?

O: No, porque significa lo mismo, porque se pueden poner diferentes
nimeros con letras diferentes.

E: ¢Qué significa para ti el 9?

O: El patron.

Anélisis de este episodio

Oscar inicié su trabajo utilizando la calculadora para realizar célculos aritmé-
ticos, su actividad sugiere que la relacion existente entre las actividades ex-
perimentales y la herramienta de calculo lo indujo a relacionar las operacio-
nes aritméticas con las expresiones algebraicas para calcular el patrén numé-
rico en las actividades que se le proponian, es decir, es muy probable que el
uso del cédigo de programacion de la calculadora lo indujo a representar

expresiones algebraicas que sintetizaban un patron numérico dado.

Equivalencia

En la entrevista Oscar no logrd encontrar programas equivalentes al progra-
ma dado, se notaba nervioso y distraido. No se concentrd para realizar las
actividades, agotd sus recursos y tiempo sin lograr una respuesta correcta,
no nos dio respuestas para que se pudiera interactuar con él, o no supimos
aprovechar las que ofrecid. En la tercera entrevista se comprometid y se ob-
tuvo una mejor respuesta de su parte (en el reporte de la tercera entrevista

se describira su trabajo).
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Tercera entrevista

Propdsitos de la entrevista
La tercera entrevista se dedicd a recabar nueva evidencia empirica sobre los

siguientes aspectos:

e Los significados que asignaron los nifios a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un
patrén numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

cia algebraica.

Significados

En esta entrevista se recopilé informacién que nos muestra que Oscar logrd
con un poco mas de tiempo un manejo de las letras en la calculadora que le
permitié obtener las respuestas requeridas, pero no ve a la literal como va-
riable ni como incégnita, a continuacion se muestra un extracto de la

entrevista.

E: Al tratar de escribir el programa (nx2)+1 en la calculadora me
equivoqué, escribi (nx4)+1, en vez de 2 tecleé 4, quiero que me
ayudes a encontrar una manera para que el programa nx4+1 me
dé los mismos numeros de salida que el programa inicial. éSabes
que significa la “n"?, éQué hace la “n"?

0O: Para poder cambiar los nimeros

E: Quiero que me platiques que hace el programa (nx2)+1 para el
valor 2, qué me va ha dar como resultado.

Dos

¢Por qué?

Por que se multiplicaria por uno.

m O m O

El 2 donde queda, hace rato decias que la “n” es la que se sustitu-
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ye por cualquier valor, ési 0 no?

O: X toma cualquier valor

E: ¢Qué resulta si haces eso?

0: O sea aqui me tiene que dar 2x2, cuatro y luego mas uno es igual a
cinco.

E: Si pongo en vez de “n” el nUmero 2 como nimero de entrada me
sale 5, recuerda... es lo mismo, observa la tabla, estamos traba-
jando sobre el programa nx2+1, pero recuerda que yo me equivo-
qué y en vez de escribir 2 escribi 4, sobre este mismo programa
nx4+1, sin borrar nada, écdmo le puedo hacer para que me den

los mismos numeros de salida?

Anélisis de este episodio

En la entrevista realizada a Oscar se pudo apreciar que el significado que le
asignd a las letras cuando cred un programa en la calculadora, no era el de
variable, sino que utilizaba las letras sdlo como un cddigo que usa mecani-
camente para comunicarse con la maquina para crear una expresion para
calcular un patrén numeérico. Lo anterior lo podemos observar en la respues-
ta que da a la pregunta 13 de la tercera entrevista, donde se le pide, crear
un programa, en el cual tiene que multiplicar los nimeros de entrada por si
mismos, en esta tarea deja claro que sdlo utiliza las letras para comunicarse
con la calculadora. Por lo anterior consideramos Oscar que no logrd dar el
significado de variable a las expresiones algebraicas que produjo. El trabajo
que logré desarrollar este alumno estuvo influenciado en gran medida por la

ayuda que le brindaron los investigadores.
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Equivalencia

La informacion obtenida en esta entrevista nos permite afirmar que Oscar
logré encontrar la equivalencia de las expresiones propuestas. Lo anterior se
describe a continuaciéon (pregunta cuatro del protocolo de entrevista): (E:

Entrevistador, O: Oscar)

E: Al tratar de escribir el programa Nx2+1, me equivoqué y escribi
Nx4+1, {puedo corregir mi programa sin suprimir nada que haya
escrito?

O: Si, el programa es (Nx4/2)+1.

E: ¢Como le hiciste, puedes platicarme cdmo pensaste eso?

0O: Por que se multiplicd y como es dos se tuvo que dividir para que

hiciera como que restara (sic).

Anélisis de este episodio

En esta entrevista Oscar fue capaz de mostrar una nocién sobre equivalencia
aritmética, eso sugiere que él ha comprendido que dos programas son equi-
valentes si producen los mismos valores de salida para valores iguales de
entrada. Estos hallazgos se relacionan con lo que reporta Cedillo (1996),
donde informa que los estudiantes desarrollaron nociones sobre equivalencia
algebraica con base en la exploracion del valor numérico de las expresiones
algebraicas. Esta estrategia marca una clara relacién entre esas nociones de
equivalencia y el uso del cddigo de la calculadora para descubrir patrones

NUMEricos.
El caso de Shantal

Primera entrevista

Propdsito de la entrevista
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La primera entrevista se disend para estudiar con mayor profundidad las no-
ciones y estrategias que desarrollaron los estudiantes para expresar generali-
zaciones en el contexto de actividades que consisten en reconocer un patron
de comportamiento en una secuencia de figuras o en una relacion numérica
(ver protocolo, entrevista 1, Anexo 2). Las secuencias de figuras y relaciones
numéricas que se emplearon se basan en valores particulares de funciones

de la forma f(x)=ax+Db.

Antecedentes
Shantal es una alumna de 13 anos de edad que cursa el primer grado de
secundaria, su nivel académico es bajo segun sus calificaciones en el curso

regular de matematicas.

Datos obtenidos. primera entrevista

En la primera entrevista se pudo observar que el apoyarse con el material le
permitid comenzar a formular generalizaciones, cuando se le hace preguntd
sobre la utilidad de los materiales manipulables contesté que “al utilizar el

material puedes comprobar lo que estas realizando para que salga bien”.

Para Shantal fue importante haber manipulado el material en el momento de
resolver las actividades propuestas en las hojas de trabajo. Explicd que utili-
zando palitos y bolitas puede hacer figuras donde lo Unico que cambia son el
numero de palitos que pone y que lo que no cambiaria es el color y el nime-

ro de circulos que tiene la figura que realizo.
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La actividad que se describe esta relacionada con patrones, al manifestar que
no cambia ni el color ni el nimero de circulos lo expresa como un patron.
También explica que en una de las actividades habia bolitas o circulitos y que
se ponian dos arriba y luego cuatro, y “ahi tenian que sumar de dos en dos y
eso era la suma”; lo que trataba de explicar es que en cada figura habia un
determinado nimero de circulos y que iban aumentando de dos en dos, es
decir que en la figura uno habia dos circulos, la figura dos tenia cuatro circu-

los y asi sucesivamente.

No de fig. Num. de Circulos
Fig.1 00
Fig. 2 0000
Fig.3 000000

En la actividad de la pregunta siete del protocolo de entrevista ella respondié

lo siguiente:

E: Hay una figura en la que sabemos hay 36 canicas, ayudanos a encontrar

el nUmero de esa figura.

No de figura Sucesion
Fig. 3 000000000000
Fig. 4 00000000000O0O000
Fig. 5 00000000000O0OO0OOO0O0O
Fig. 6 00000000000O0OO0OO0OO0OO0O000

Fig. n 0000000000000OOOOOOOOOOOOOOOOO0O0O00000
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S: 9

E: ¢Me quieres explicar cdmo le hiciste para saber el nimero de la
figura?

S: Que va aumentando de cuatro en cuatro.

E: Haz de cuenta que no podemos usar la suma éQué operacion po-
driamos utilizar?

S: La multiplicacién

E: ¢CAomo lo harias con una multiplicacion?

El 9 lo multiplicariamos por 4.

Anélisis de este episodio

En esta entrevista Shantal comprende que existe una regularidad en la acti-
vidad propuesta ya que se da cuenta que el numero de circulos va aumen-
tando de “cuatro en cuatro” y que puede utilizar una suma o multiplicacién
para llegar al resultado, ella utiliza las operaciones aritméticas para simplifi-
car su trabajo, con esto consideramos que ha alcanzado una generalizacion

de tipo aritmético al encontrar el patron existente.

Segunda entrevista

Propdsitos de la entrevista

La segunda entrevista se dedicé a recabar nueva evidencia empirica sobre
los siguientes aspectos:

e Los significados que asignaron los nifios a las letras cuando las usan para
construir expresiones de generalizacion acerca del comportamiento de un
patrén numérico.

e El tipo de estrategias que generan para abordar situaciones de equivalen-

cia algebraica.
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En el caso de esta alumna no se obtuvo informacion en cuanto a significados
y equivalencia, ya que no hubo respuesta por parte de Shantal al pedirle que
escribiera un programa que produjera los valores de la tabla que a continua-

cion se describe.

NUm. de entrada 1 2 3 4 5
NUm. de salida 9 18 27 32

Creemos que esta nifla agotd sus posibilidades y no alcanzd un nivel de
comprension de las tareas que se le propusieron cuando se trabajé con todo
el grupo en la fase preparatoria con calculadora, por lo que al proponerle

actividades en la entrevista no dio respuesta alguna.
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES

Este capitulo esta organizado en cuatro secciones, en la primera se abordan
los resultados de este trabajo en el marco de las preguntas de investigacion
que lo orientan; la segunda parte se refiere a las ventajas y limitaciones
encontradas cuando el ambiente de ensefianza para la introduccién al
algebra escolar se basa en el uso de material manipulable y la calculadora
grafica; en la tercera, se discute la combinacién de la tecnologia y el material
manipulable como propuesta para enriquecer el proceso de aprendizaje en el

aula; por ultimo, se plantean las limitaciones de esta tesis.

Respuestas plausibles a las preguntas de investigacion

El propdsito de la tesis fue investigar:

1) éComo influyen las actividades de aprendizaje presentadas en el formato
de hojas de trabajo y basadas en el uso de materiales manipulables y
calculadora grafica en el aprendizaje del algebra escolar como un medio para
expresar generalizaciones?

2) ¢Qué tipo de generalizaciones pueden plantear algebraicamente los
estudiantes una vez que han trabajado con materiales manipulables y la
calculadora?

3) éQué estrategias desarrollan los estudiantes para resolver problemas que
involucran el reconocimiento de patrones numéricos?

4) ¢Qué estrategias generan los estudiantes al abordar situaciones de

equivalencia algebraica al trabajar con la calculadora grafica.

En la seccidn que sigue se abordaran estas preguntas de investigacion a la

luz de los datos y resultados que obtuvimos en el trabajo de campo, lo que

160



Capitulo 5: Conclusiones

se discuta respecto a cada una de las preguntas de investigacion bosquejara

respuestas plausibles a cada una de ellas.

Respuestas a las preguntas de investigacion 1, 2, 3

¢Como influyen las actividades de aprendizaje presentadas en el formato de
hojas de trabajo y basadas en el uso de materiales manipulables y
calculadora grafica en el aprendizaje del algebra escolar, como un medio
para expresar generalizaciones?

¢Qué tipo de generalizaciones pueden plantear algebraicamente los estudiantes
una vez que han trabajado con materiales manipulables y la calculadora?

éQué estrategias desarrollan los estudiantes para resolver problemas que

involucran el reconocimiento de patrones numéricos?

Los datos y resultados discutidos en el capitulo anterior muestran que los
alumnos fueron capaces de formular generalizaciones una vez que

trabajaban con materiales manipulables y la calculadora grafica.

En lo que sigue se discute en secciones separadas las formas en que
influyeron en el aprendizaje de los alumnos los tres elementos basicos que
empleamos en el disefio didactico para el trabajo en el aula (hojas de

trabajo, material manipulable y calculadora).

El material manijpulable

Las actividades que realizaron los estudiantes al emplear el material
manipulable involucran el comportamiento general de relaciones numéricas.
De acuerdo con los datos obtenidos durante el trabajo de campo los
estudiantes emplearon el material manipulable para explorar posibles
soluciones a los problemas planteados en una hoja de trabajo, por ejemplo,
cuando se les pidi6 encontrar una férmula o regla, recordaron lo que

realizaron con el material manipulable, recurrian a las expresiones
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aritméticas (adicion, sustraccion, multiplicacién), posteriormente se daban
cuenta de que con una formula se podia llegar mas rapido a la respuesta y
decidian emplear letras. Para ellos las letras son como simbolos que sirven

para representar cualquier nUmero que se suma, resta o multiplica por algo.

Evidencia de lo anterior es lo que realiza Amairany, cuando se le pregunta
sobre el significado de la expresion Q+4 que ella formuld para dar respuesta
a una actividad propuesta en la entrevista. Ella contestd que “cualquier letra
sumada con un numero te vuelve a dar Q+4, si Q=2 te da 6, Q=4 teda 8 ...y

asi te da el valor”.

Carlos Montiel se apoyo en la multiplicacién y la resta para encontrar la
respuesta a la actividad, su argumento es el siguiente (ver pag. 105): “aqui
lo que he visto es que hay 7, 9... cada figura va de dos en dos y puedo

utilizar la multiplicacion 2x4-1=7, 2x5-1=9, y para mas rapido mx2—-1".

En el caso de Mariel se apoy6 primeramente en la expresion verbal de una
generalizacién, ya que dice que los objetos de la Fig. 1 a la Fig. 2 va
aumentando de 5 en 5; posteriormente, al ver lo que pasaba en la actividad,
se dio cuenta que podia emplear una operacidn basica que es la

multiplicaciéon 5x9=45, y generalizarla a su vez con la férmula mx5.

Estas respuestas son ejemplo de los logros de los estudiantes, ellos
alcanzaron un nivel de generalizacién en la categoria de expresion verbal, de
orden aritmético y de orden algebraico, apoyandose en el material concreto,

observandolo y manipulandolo.

En particular debemos destacar en este punto que el uso de las letras como

instrumento de generalizacidon se indujo de manera sutil en la redaccién de
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las actividades propuestas en las hojas de trabajo, (ver hojas de trabajo 1, 3

y 7, en anexo 1).

Es muy probable que el uso de las letras en el sentido algebraico que se
empleo en esas hojas de trabajo, haya conducido a los alumnos a emplear
literales en la construccion de formulas como las que hemos mencionado en
los parrafos anteriores. Las respuestas de los estudiantes en cuanto a
emplear de manera “espontanea” las letras como instrumentos de
generalizacién, sugieren una confirmacion importante en términos de la
ensefianza del algebra; el dlgebra puede ensefiarse como un lenguaje que es
factible aprender a través de su uso sin recurrir previamente a definiciones y
reglas (Cedillo, 1996).

El material manipulable fue un elemento que influyd para que los alumnos
desarrollaran estrategias diferentes que los llevaron a dar una respuesta a
las actividades propuestas. Estos hallazgos en el trabajo de los alumnos se
relacionan con lo reportado por Lapp (1999), quien afirma que los materiales
manipulables estimulan el descubrimiento y que algunas destrezas pueden

ser aprendidas en un tiempo mucho mas corto.

Estos hallazgos no sélo se relacionan con lo propuesto por Lapp, sino
también con lo planteado por Bruner (1995), quien sustenta que los
materiales manipulables permiten al alumno representar eventos mediante
una respuesta motriz adecuada, es decir a través de la accion. Para Bruner,
el uso del material manipulable tiene impacto sobre el aprendizaje en las tres
fases de representacion: enactiva, icOnica y simbdlica, ya que activan el

proceso cognitivo del estudiante.

Jared, Carlos Mendoza, Oscar, Miguel Angel y Shantal, lograron identificar la

invariante en la actividad propuesta en la entrevista, esto es expresado por
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ellos en las siguientes formas: “va aumentando de 2 en 2", “hay proporcion
de 4”, “va aumentando de 4 en 4”; esto sugiere que estan alcanzando una
generalizaciéon de orden verbal. Cuando se les pidi6 expresar con una
formula “eso que iba aumentando”, Carlos Mendoza, Oscar y Shantal
recurrieron a la multiplicacién, , por ejemplo, 30x3, 8x4; el 3 y el 4 eran el
nimero de bolitas que iba aumentando. Las respuestas de estos alumnos se
sitlan en la categoria de generalizacién mediante el cddigo aritmético, ya
que acuden a recursos aritméticos, también el caso de Miguel Angel se sitda

en esta categoria, la diferencia es que él se apoyo en la suma.

Para construir sus respuestas estos alumnos acudieron a su experiencia
durante las actividades de las hojas de trabajo de la fase del estudio principal
y usaron esas vivencias en el momento que se les propusieron las

actividades en la entrevista.

Estos datos sugieren que recurrieron a imagenes mentales que fueron
construyendo cuando organizaban o visualizaban el material y recurrian a las
operaciones aritméticas para dar respuesta. Cuando el alumno es capaz de
recuperar informacion por medio de imagenes mentales lo situamos en lo
que Bruner llama representacion iconica. Para Bruner (1995), el modo
iconico es la forma de representacion que nos permite codificar
acontecimientos mediante la organizacion selectiva de lo que se percibe a
través de imagenes mentales, apoyadas por las estructuras temporales y

cualitativas del campo perceptivo y sus imagenes transformadas.

Tanto Amairany como los otros estudiantes recurrieron a los modos de
representacion enactiva, iconica y simbdlica. Codificaron la informacion
mediante una organizacion selectiva de lo que perciben a través de imagenes
mentales, para posteriormente transformarlas en forma simbdlica

(expresiones aritméticas y expresiones algebraicas).
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Los datos que recabamos durante la fase de campo de esta tesis sugieren
que el trabajo desarrollado por los alumnos es una sintesis de procesos
cognoscitivos de los que nos habla Bruner en la teoria del desarrollo
conceptual. Bruner (1995) plantea que los materiales manipulativos pueden
ser empleados por el profesor con la intencion de que el estudiante
transforme, retenga, descubra y comprenda conceptos matematicos
complejos a partir de experiencias sensoriales, de tal forma que el
aprendizaje esté anclado a un significado en el contexto de una experiencia

basada en la manipulacién concreta de materiales.

La calculadora

En cuanto al uso de la calculadora grafica, nos encontramos que en algunas
ocasiones se empled como una herramienta para comprobar conjeturas,
como en el caso de Amairany. Ella fue capaz de identificar las operaciones
aritméticas que debia utilizar para producir un patrén numérico sin recurrir a
la calculadora, alcanzando de esta forma una generalizacion de orden
aritmético; sin embargo, para facilitar y simplificar su trabajo recurrié a la
calculadora, apoyandose en ésta al producir expresiones algebraicas. Por
ejemplo, cuando se le pidid encontrar el programa que le ayudara a conocer
los valores de los niumeros de salida de una tabla de valores ella construyé el
programa Zx2+4|Z2={1, 3,5, 7, 9}.

i Fer Fev |_ Fu™ FE Fa T ]
- E AlgebralCalc Dther‘TF'r‘ngDTClean Up

mz-2+d|z={1 3 5 73
{6 10 14 183

MAIN EAD AUTO FUMC 1/0
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Aqui utilizd la calculadora para comprobar la idea que generd. La expresion
que formuld representa el comportamiento de un patron numérico, esto
sugiere que Amairany alcanzé un nivel de generalizacion empleando el
cddigo algebraico y utilizo la calculadora como un medio para comprobar lo

que tenia en mente.

Carlos Montiel, Mariel, Oscar, Miguel Angel, y Jared, utilizaron la calculadora
para crear programas y al mismo tiempo para verificar sus respuestas,
comunicandose con la calculadora mediante un cdédigo similar al algebraico.
Ellos al principio utilizaban sélo el cddigo aritmético, pero al darse cuenta que
podian utilizar letras para representar cualquier niUmero, comprendieron que
podian usar la calculadora y simplificar su trabajo al manejar el cddigo
algebraico. Por ejemplo, cuando se les pidid encontrar un programa que
diera los valores de los nimeros de salida de una tabla, ellos experimentaban
primero con la multiplicacién, mencionaron que “se multiplicaban por 9",
posteriormente se les pididé construir el programa con el que podian llegar

mas rapido a los nimeros de salida y crearon los siguientes programas:

Carlos Montiel Kx9]K={1,2,3,4,5,6}
Mariel nx9|K={1,2,3,4,5,6}

Debe observarse que Carlos Montiel desde el uso del material manipulable
fue capaz de proponer una formula algebraica como un recurso que le
permitia “ir mas rapido” cuando trataba de describir una generalizacion,
cuando trabajo con la calculadora afino sus estrategias, confirmo que lo que
habia empleado lo podia hacer con la calculadora, esto se sustenta con lo
sugerido por Waits y Demana (2001), donde menciona que para lograr un
balance en el desarrolld inicial de conceptos y generalizacién de fases es

conveniente usar manipulativos, técnicas de papel y lapiz y la calculadora.
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Para Lapp, los materiales manipulables y la tecnologia fomentan hallazgos,
ya que puede introducir al alumno en un proceso de conjetura combinando
los manipulativos y la tecnologia, dejando atras el pensamiento tradicional.
Para resolver un problema se sugiere comenzar por los manipulativos para
que se pueda examinar el proceso, el acto de colorear y poner bloques al
construir una figura puede ser de gran beneficio ya que se comprende el

proceso y posteriormente confirmar con la calculadora.

Es importante destacar que la calculadora por si misma no puede elegir con
qué operaciones se trabaja, aqui entra el papel del estudiante, ya que él es
el que elige con qué operaciones trabajar para generar el tipo de expresion
que empleara con la finalidad de expresar formalmente el comportamiento
general de una relacion numérica que es gobernada por un patrén

algebraico.

Los datos obtenidos en el desarrollo del trabajo de los estudiantes
concuerdan con los hallazgos encontrados por Cedillo (1995), donde
menciona que el uso de la maquina lleva a los estudiantes a concentrarse en
los procesos de solucién al hacer descansar el calculo aritmético en la
calculadora, y que el uso de expresiones simbdlicas a partir de la nocién de
variable propicia que los estudiantes desarrollen sus propias reglas para
operar y ademas verificar la validez de sus conjeturas. En el presente
trabajo, los alumnos también asignaron significados a las letras que
empleaban para construir un programa en la calculadora. Ellos se dieron
cuenta que las letras se usan para representar “cualquier nimero” y que no
importa que letra se emplee para crear un programa, “de todos modos éste

funcionara”.

El uso del cddigo algebraico promueve que los estudiantes generen

significados para el lenguaje simbdlico, éste les permite emplearlo para
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abordar soluciones de problemas y expresar y justificar generalizaciones
(Cedillo, 1995).

La calculadora grafica permite al estudiante usar estrategias no
convencionales como resultado de su razonamiento; los estudiantes
plantearon conjeturas y las evaluaban por ellos mismos al trabajar con la

calculadora.

En todas las actividades que se propusieron estuvo involucrado el
reconocimiento de patrones numéricos, el hecho de que los alumnos hayan
realizado un trabajo donde probaban sus ideas con el auxilio de material
manipulable y la calculadora gréfica, les permitié discriminar entre una serie
de sucesos las invariantes de la situacion.

En el modelo didactico que se empled, los alumnos no llegaron Unicamente
al nivel de reconocer las invariantes en cualquier otro contexto, sino en el
matematico, en particular lo que esta detras es la idea de funcién, donde hay
una variable que depende de otra. Puede observarse en las actividades
propuestas que todas las relaciones numéricas involucradas pueden

representarse por funciones de la forma f(x)= ax+b.

El material manipulable ayudd a los alumnos a generar imagenes mentales, a
partir de que hacen arreglos con el material, mediante su manipulacion
pasan al menos por dos de las etapas que propone Bruner, la enactiva y la
icdnica. Por la etapa enactiva, ya que sus primeras reacciones son motrices
basadas en la accién, manipulan, hacen un esquema con los materiales, los
arreglan y con esto crean imagenes mentales. Como hemos mencionado
antes en este capitulo, hubo nifios que no necesitaron utilizar la calculadora
para expresar algebraicamente sus hallazgos, ya que el uso de los materiales
les permitid crear imagenes mentales que les ayudaron a formular

expresiones algebraicas (modo iconico).
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Los alumnos entran al modo de representacion simbodlico a través de la
identificacion de invariantes y el uso de un cddigo formal. Cuando se les
preguntd acerca del patron numérico que gobierna una serie de numeros
presentados en una tabla, expresaron lo siguiente: el comportamiento va,
por ejemplo, “de dos en dos”, de “cuatro en cuatro”. Lo anterior fue
expresado por los alumnos verbal, aritmética o algebraicamente. Esto
muestra que la expresidon de una generalizacién requiere de un cddigo
formal, con una estructura mas solida que la que ofrece el material
manipulable, en otras palabras, acuden a otro sistema de signos, donde esta

presente otro modo de representacion, el simbdlico.

El material manipulable influyd de manera decisiva en los alumnos de los tres
niveles (por abajo del promedio, promedio y arriba del promedio). Sin
embargo, el desempefo alcanzado fue diferente, las producciones de los
alumnos de alto nivel fueron en su mayor parte exitosas y originales. Cuando
se les preguntd si los materiales les fueron Utiles para resolver las
actividades, las respuestas afirmativas fueron sustentadas en producciones
exitosas, ellos respondieron mediante acciones en las que mostraron
ejemplos de como usaban el material, los alumnos de este nivel pasaron
mas rapidamente del modo de representacidén enactivo al modo iconico; un
ejemplo de esto se puede ver en el capitulo 4, andlisis y descripcion de

resultados con los alumnos Carlos Montiel, Mariel y Jared.

Los alcances de los alumnos de nivel medio también fueron exitosos. Sin
embargo requirieron mas apoyo de los investigadores para dar respuesta a

las actividades propuestas.

Las respuestas de los alumnos con nivel por debajo del promedio fueron mas
limitadas, sélo con el apoyo del maestro pudieron encontrar alguna

respuesta a las actividades. En ellos se notd que las ideas generadas a partir
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del empleo del material no fueron suficientes, sino que requieren del apoyo

mas directo del profesor.

En los casos de Amairany (nivel alto) y Oscar (nivel bajo), en los que el uso
del material no parecid necesario, los resultados alcanzados fueron muy
diferentes, mientras que Amairany fue capaz de generar respuestas en el
nivel algebraico, Oscar generd respuestas solo a nivel verbal y aritmético

apoyado por el profesor.

En estos alumnos se puede observar que el bagaje de conocimientos previos
les permitié desenvolverse aceptablemente, pero esto depende del nivel de

consolidacién que se tenga de esos conocimientos.

Hubo nifios a los que el trabajo con la calculadora los llevd a expresar
algebraicamente sus hallazgos. El trabajo con la calculadora, para buena
parte de los alumnos, fue el medio que los condujo a expresar ideas basadas
en imagenes mentales en la forma convencional en que se expresan en
matematicas, que es algo que esta directamente relacionado con los
contenidos escolares. Estos alumnos, ademas de empezar a hacer
generalizaciones matematicas, las pudieron expresar de distintas maneras,
como producto de las actividades basadas en el reconocimiento de patrones
numeéricos, apoyados por los materiales manipulables y la exigencia de la
calculadora, que los condujo finalmente a expresarse algebraicamente en los

niveles anteriormente analizados.

Probablemente, si se continuara con este tipo de propuesta didactica seria
muy factible que los alumnos llegaran a tener desempeios de nivel mas alto
que los que se obtienen simplemente de una clase dictada por el profesor,

en donde los estudiantes estan obligados a seguir la linea de razonamiento
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del profesor y tienen pocas oportunidades, o ninguna, de iniciar la busqueda

de una solucion a partir de sus propias estrategias y conocimientos.

El tipo de trabajo que se propuso en esta investigacion les da la oportunidad
de expresar generalizaciones, incluso llegar al nivel de generalizacion
algebraica siguiendo sus propias formas de razonamiento y empleando sus
propias estrategias, ya que es un nivel mas alto que el usualmente esperado

en los cursos de matematicas.

Otro resultado que se observd de la aplicacion de este tipo de actividad, es
que ayuda a los estudiantes a generar significados para el simbolismo
algebraico a través de su uso, en particular significados para las letras y las

férmulas algebraicas que pueden producir empleando esas letras.

La influencia de la calculadora en los alumnos de nivel alto fue un agente de
motivacion, la calculadora representd un medio que promovié el uso del
lenguaje algebraico (ver ejemplo en el capitulo 4, en los casos de Carlos

Montiel, Mariel y Jared).

De acuerdo con los datos recabados en este trabajo, para los alumnos por
debajo del promedio la calculadora fue una herramienta que les facilitd el
calculo numérico. En algunas actividades estos alumnos fueron capaces de
emplear el cddigo algebraico, pero sin un significado claro en términos de los
datos numéricos que proponia la actividad, empleaban las letras porque los

investigadores lo sugerian.
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Pregunta de investigacion 4

cQué estrategias generan los estudiantes al abordar situaciones de

equivalencia al trabajar con la calculadora grafica?

Los datos descritos en el capitulo 4 nos muestran cémo los alumnos se
apoyaron en diferentes estrategias para llegar a proponer respuestas a las
preguntas planteadas en las entrevistas. Cuando se les pidid encontrar una
expresion algebraica, la calculadora fue un factor importante, ya que
exploraban sus ideas. Para encontrar una expresion que les permitiera
generar un programa diferente, pero que produjera los mismos valores de
salida de la tabla, se apoyaron en la calculadora como un medio que les

auxiliaba para comprobar sus conjeturas.

La estrategia mas comln que generaron los estudiantes fue la de “tanteo y
refinamiento”, que consistid en crear un programa que tecleaban en la
calculadora asignandole distintos valores numeéricos a la variable para tener
una tabla con valores de entrada y valores de salida; esa tabla es la que le
daba la pista para intentar construir un programa equivalente. Una vez que
construian un programa buscando que fuera equivalente a otro, corrian
ambos programas asignandole los mismos valores de entrada a las variables
correspondientes, con esto producian dos tablas de valores, las comparaban,
si en ambas tenian los mismos valores de salida, entonces aceptaban la
equivalencia entre esos programas; si encontraban diferencias en los valores
de salida regresaban a revisar el segundo programa que habian hecho para
buscar una explicacion plausible y a partir de esa explicacién hacer las
correcciones necesarias para obtener un programa equivalente al programa

original. A esa estrategia es a la que llamamos "“tanteo y refinamiento”.
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Por ejemplo, cuando se le pidi6 a Amairany programar la calculadora para
conocer los nimeros de salida (la tabla de la pregunta 11 de la segunda
entrevista), comenzd a teclear varios programas hasta crear el programa
Sx2+4. Cuando se le pidid encontrar otro programa que la llevara al mismo
resultado, encontré dos programas mas, los cuales son Sx2+2+2 vy
Ax2+3+1.

|‘F1 T Fer Fa= |_ Fuv FE FE=
- E Algebra|Calc Dther*TPr*ngDTElean Llpl |

mz-Z+d4|z=41 I 5 7 9

{6 18 14 1§ 222
ms.2+2+2|s={1 3 5 7 9

{6 18 14 1§ 227
m5-2+3+1|a=41 I 5 7 9%

£6 10 14 13 223
Ax*2+3+11A={1.3,.5.7.2>

MAIM KEAD AUTO FUNC /20

Notese que estos programas son equivalentes al programa Sx2+4, estas
expresiones muestran los primeros intentos de esta estudiante para producir
expresiones algebraicas equivalentes, en las que queremos destacar la

equivalencia que asigna al uso de distintas letras.

Las respuestas de Amairany son una clara evidencia de que habia asignado a
las letras un significado algebraico, es decir no le importaba si la letra que
estaba usando es “S”, “A”, o cualquier otra, lo que importaba era la
secuencia y estructura de las operaciones aritméticas que estaba empleando,
lo cual corresponde a un significado para las literales como “separadores de
un lugar” que puede ocupar cualquier nimero. Esto es, la equivalencia entre
esas expresiones no seria alterada por el valor numérico que se le otorga a la
letra, la equivalencia esta determinada por la estructura de la expresion, lo
cual corresponde a un significado algebraico, ya que va mas alld del

significado puramente aritmético.

173



Capitulo 5: Conclusiones

Debemos ver que este significado ya no esta relacionado con el uso de las
letras que seguramente se vio antes en geometria, en las formulas en donde
las letras, ademas de admitir la sustitucién por distintos valores, estan
asociadas a un nombre, por ejemplo, A para area, S para superficie, P para
perimetro, L para lado. En estos significados se genera una confusién entre
el significado coloquial y el significado que se le da a esos mismos simbolos

en el cddigo algebraico Kiicheman, (citado por Cedillo 2000).

Se ha observado en estudiantes de preparatoria que ante ecuaciones como
las siguientes 3x+4=9 y 3a+4=9, en donde las expresiones son distintas solo
por el cambio de letra, los estudiantes no se dan cuenta que son la misma
ecuacion. Lo cual se hace evidente porque al proponérselas resuelven
ambas. Esto muestra que aun no alcanzan a comprender el significado mas

abstracto de la equivalencia algebraica (Cedillo, 2002).

Carlos Montiel tecled varios programas hasta llegar al programa Nx2+4, el
cual le da los numeros de salida de la tabla de valores que se le propuso.
Cuando se le pidi6 encontrar otro programa que lo llevara al mismo

resultado, el tecled los siguientes programas: Nx2+2+2, Nx2+2x2 vy

Nx2+16-+4.

Mariel también explord con diferentes programas para crear el programa
Dx2+4, una vez que encontrd el programa se le pregunté si podia hacer otro
programa que la llevara a los mismo valores que el programa Dx2+4.
Después de varios intentos cred el programa Vx2+2+2. Lo que hizo esta

alumna es muy similar a lo que realizd6 Amairany.
Jared utilizd diferentes estrategias como “exploracion del valor numérico” y

“tanteo y refinamiento” apoyandose en la calculadora. Para resolver alguna

de las tareas que se les proponia en la que tenian que expresar mediante
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una ecuacion lineal el patron existente en una serie de datos que se les
presentaban mediante tablas, generalmente se apoyaba de la estrategia de
“exploracién del valor numérico” en la que probaba varias operaciones con la
finalidad de encontrar el patrén numérico y expresar mediante una ecuacion
el comportamiento de los datos que se presentaban en tablas. La estrategia
de “tanteo y refinamiento” la empleaba al crear un programa en la
calculadora asignando distintos valores numeéricos a la variable y corrigiendo
los programas que pensaba para encontrar los nimeros de salida de la tabla
de valores (ver capitulo 4, segunda entrevista). Por ejemplo, tecleaba
J+1+1+4, en la busqueda de un programa equivalente a Jx2+4, finalmente
construyo el programa J+J+4. En el caso de esta estudiante, establecio
equivalencias mediante expresiones aritméticas, donde para ella daba lo

mismo sumar un numero consigo mismo que multiplicarlo por dos (J+J=1x2).

También Carlos Mendoza cre6 un programa equivalente al programa Kx2+4,
en su caso se requiri6 de mucho apoyo por parte de los investigadores, ya
que él adn no consolidaba el uso de las letras, tenia dificultades para
comunicarse con la calculadora. Creemos que esto se debe a que cuando se
trabajaron las actividades de la fase del estudio principal el alumno se

distrajo y no prestd la atencion necesaria.

En el trabajo realizado por estos alumnos es evidente que ellos exploraron y
ponian a prueba sus propias reglas empleando diferentes estrategias como
“exploracién del valor numérico” y “tanteo y refinamiento”. Las estrategias
desarrolladas por estos alumnos para encontrar programas equivalentes
estan basadas en la exploracion del valor numérico de las expresiones
algebraicas y encontrar programas en la calculadora asignando distintos
valores numéricos a la variable para encontrar los valores de salida de una
tabla, y asi generar la ecuacion que expresara la relacion de los valores de

las tablas que se les presentaban. Mediante estas estrategias probaban
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varias operaciones con la finalidad de encontrar un patrén numérico y
establecer una relacién de equivalencia.

Para que los alumnos estuvieran en la posibilidad de recurrir a este tipo de
estrategias fue importante el trabajo con las actividades previas a la
entrevista, en las que la mayoria de los estudiantes partié de la estrategia de
“ensayo y error”, en la que iniciaban tecleando informacién en la calculadora,
en la que probaron sus conjeturas, lo cual les permitid avanzar en el tipo de
estrategias que emplearon para resolver las actividades que se les

propusieron.

Los hallazgos encontrados en el trabajo de estos estudiantes se relacionan
con lo reportado por Cedillo (1999), donde informa que con la calculadora se
logra el desarrollo de la nocidon de equivalencia algebraica basada en el
referente numérico de las expresiones que se construyen; esa nocion
permite abordar situaciones que implican operar algebraicamente con
términos semejantes. También menciona que el trabajo con la calculadora
propicia que los estudiantes exploren tantas estrategias como les sea posible
sin que eso agote sus esfuerzos, lo cual parece favorecer que en muchas

ocasiones encuentren varias formas de resolver un problema (Cedillo, 1997).

Estos reportes sugieren que la calculadora es una herramienta que hace que
el alumno vaya mas alla de una simple memorizacion, como muchas veces
ocurre con el lapiz y papel, ya que proporciona mejores formas de manipular
simbolos, por lo tanto en una situacion problematica el desafio para el
estudiante es determinar si la respuesta que obtuvo tiene sentido y para ello

se requiere toda su atencién (Waits y Demana, 2001).

La calculadora permite la introducciéon del algebra dandole énfasis
firmemente al uso de las expresiones simbodlicas generales; iniciando el

algebra manipulando simbolos, para que el alumno vea el algebra como una
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herramienta matematica que permita representar relaciones generales que

ellos mismos producen (Cedillo, 2000).

Shantal, Miguel Angel y Oscar no crearon programas equivalentes, solo
encontraron el programa principal. Sus estrategias fueron limitadas, ya que
no recurrian a pensar en otro tipo de operacidon que los llevara a la misma

respuesta, solo cambiaban la letra pero no aplicaban otra operacion.

REFLEXIONES FINALES

El material manipulable y la calculadora grafica son herramientas que pueden
favorecer de manera determinante la introduccion al estudio del algebra,
cuando se pregunto a los estudiantes acerca de la utilidad que representaba
tanto la calculadora como el material manipulable, dieron respuesta como las
siguientes: “en ocasiones son Utiles ya que usando el material me di cuenta
de lo que pasaba con las tarjetas numeradas” (Carlos Montiel entrevista
uno); “el material te ayuda a resolver las actividades ya que luego no me
salia bien lo que queria hacer y utilizando el material encontraba la solucion”
(Mariel entrevista uno); “los materiales estimulan nuestro cerebro y nos
ayudan a encontrar repuestas con mayor facilidad” (Miguel Angel entrevista

uno).

Estos hallazgos se relacionan con lo reportado por Szendrei (1996), quien
afirma que el empleo de materiales es importante para la ensefanza de las
matematicas, ya que facilita la comprensiéon de la estructura del

conocimiento matematico y activan procesos de aprendizaje en el individuo.

Ledesma (1994), reporta que el efecto que produce el uso de los materiales
en el aprendizaje de los productos notables en el tercer grado de secundaria,

es que les ayuda a clarificar conceptos, a descubrir relaciones, a establecer

177



Capitulo 5: Conclusiones

propiedades y elaborar sus propios procedimientos para solucionar

situaciones diversas.

Nickson (2000), sugiere que las propiedades tangibles de los materiales
ayudan a los nifios en el desarrollo de conceptos y construccion de
estructuras mentales. Aclara que el material por si solo no lleva al estudiante
a desarrollar conceptos y habilidades, sino que depende de la discusién o el
trabajo que se haga con ellos, eso es lo que sirve o0 da sentido a las

matematicas.

Los hallazgos encontrados en este estudio coinciden con lo reportado en esas
investigaciones ya que nuestros resultados confirman el uso de materiales
manipulativos como utensilios que pueden facilitar la generacion de ideas, la

activaciéon de procesos de aprendizaje y como descubrir relaciones.

Waits y Demana (2001), encontraron que las calculadoras introducen
cambios en la manera de ensefar de los profesores y en la manera de
aprender de los estudiantes. Antes que se tuviera acceso a la tecnologia
(computadora y calculadora), era necesario que los estudiantes pasaran
mucho tiempo practicando para llegar a ser expertos en el manejo de los
algoritmos mediante lapiz y papel. En la actualidad, mucho de ese tiempo
puede utilizarse en la comprensidn creciente, profunda y critica, pensando en

el problema y desarrollando habilidades.

Waits y Demana (2001), reportan que las calculadoras reducen la carga de
trabajo en los procedimientos aritméticos y algebraicos cuando éstos no son
el foco de atencidn. Proporcionan mejores formas de manipular simbolos, por
lo tanto, en una situacidon problematica, el desafio para el estudiante sera
determinar si la respuesta que obtuvo tiene sentido en la situacion del

problema, tarea que requiere de toda su atencién, llegando a ser menos
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importante el calculo aritmético y algebraico apoyado en técnicas de lapiz y
papel. Las calculadoras ayudan a los estudiantes a ver un valor en las
matematicas. Los estudiantes que usan calculadora ven a las matematicas

mas interesantes.

La calculadora es un recurso que exige el empleo del cddigo algebraico. Los
resultados alcanzados por los estudiantes reflejan que la calculadora puede
emplearse como recurso que favorece la ensefianza y el aprendizaje en la
introduccién al algebra escolar. Durante el desarrollo de las actividades, el
trabajo con la calculadora representd un apoyo importante, al programar la
calculadora el estudiante esta obligado a expresar la secuencia de
operaciones que tiene en mente en un nivel de formulacién que les exige

emplear el cddigo algebraico.

Episodios como los que se analizaron en la descripcion y analisis de
resultados de Amairany, Carlos Montiel y Mariel, confirman una de las
hipdtesis en que se sustenta el tratamiento didactico empleado en este
estudio. La calculadora se introdujo como un medio que le exige al
estudiante expresar su razonamiento algebraicamente, para que el alumno
logre hacer que la calculadora haga lo que él quiere, necesita usar el cddigo
que la maquina entiende, y ése es el cddigo del algebra. A continuacion se

discuten algunos ejemplos que ilustran lo anterior.

Durante la segunda entrevista, se le pidid a Mariel construir un programa que

dé los valores de salida de la tabla siguiente:
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NUm. de | NUm. de
entrada salida
1 9
2 18
3 27
4
5

Ante la pregunta, ¢éComo le hiciste para construir el programa Nx9| N ={1, 2
,3, 4,532, respondié lo siguiente:

“Analizando los nimeros de entrada y de salida de la tabla me di cuenta de
que iba sumando 9, entonces, dije que era mas facil con la multiplicacién, en
esta expresion la N representa los nimeros de entrada y por 9 representa el

patron” (sic).

Carlos Montiel, en la segunda entrevista, preguntas 11 y 12, analizé la
relacion entre los nimeros de entrada y los numeros de salida para obtener

el patron correspondiente.

NUm. de | Num. de
entrada salida
1 3
3 10
5 14
7
9

Durante el proceso de exploracién para construir un programa que

produjera los numeros de salida de la tabla, ponia en juego estrategias
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donde prevalecia el apoyo en los recursos aritméticos; en la medida que se le
proponia reflexionar acerca del tipo de lenguaje que tenia que emplear para
que la calculadora le entendiera lo que él queria hacer, donde estaba

implicito el uso de las letras, este alumno produjo los siguientes programas:

Nx2+4|N={1, 3, 5, 7, 9}

Nx2+2+2|N={1, 3, 5, 7, 9}
Nx2+2x2|N={1, 3, 5, 7, 9}
Nx2+16/4|N={1, 3, 5, 7, 9}

VENTAJAS Y LIMITACIONES

El modelo de ensefianza para la introduccion al algebra escolar, donde se
combind el uso del material manipulable y la calculadora grafica, parece ser
un ambiente que propicia en el estudiante un mayor interés en la clase de
matematicas. De acuerdo con las observaciones realizadas durante el
desarrollo de las actividades, los estudiantes que manifestaron poco agrado
hacia las matematicas en los cuestionarios iniciales, aparentemente debido al
ambiente didactico que se empled, manifestaron durante el trabajo de
campo un interés creciente, lo cual sugiere que este ambiente didactico

resultd muy estimulante para los alumnos.

La calculadora y los materiales manipulables parecen ser elementos que
motivan al alumno a aceptar sin mayor cuestionamiento el uso de un nuevo
cddigo, el algebraico. El ambiente de ensefianza que se empled en esta tesis
sugiere que la combinacién de materiales concretos y la calculadora, son
recursos promisorios que pueden favorecer de manera determinante la

introduccién del estudio del algebra en la secundaria.
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A este respecto Waits y Demana (2001) plantean que se necesita un enfoque
equilibrado entre la tecnologia y las técnicas de papel y lapiz en la enseinanza
y el aprendizaje de las matematicas. Reconocen la importancia de que los
alumnos adquieran habilidades tradicionales en aritmética y algebra, por
ejemplo, desarrollar destrezas que les permitan multiplicar o dividir
rapidamente dos numeros, uno que tenga valor Unico y el otro 10, y usar
papel y lapiz para obtener la factorizacion. El equilibrio que proponen se
refiere a un uso apropiado del papel y 1apiz en las técnicas que dan una base
para el uso de la calculadora. El uso del papel y el lapiz y las calculadoras

pueden complementarse mutuamente.

Lapp (1999), sugiere que para ensefiar matematicas como un sistema de
conceptos interrelacionados se debe dar un cambio en el énfasis: de un
curriculo dominado por la memorizacion de hechos aislados y de
procedimientos, a un curriculo que privilegie la comprension de conceptos,
las representaciones multiples, las conexiones de modelacién matematica y

la resolucién de problemas.

Los materiales manipulables y la tecnologia estimulan el descubrimiento en el
aprendizaje de las matematicas (Herd, 1992, citado por Lapp, 1999). Lapp
propone que se comience por los manipulativos. El acto de colorear los
bloques o iluminar las hileras para construir las figuras, puede ser de gran
beneficio para la comprension de un proceso. Sugiere que se confirmen las
respuestas a través de varias formas de representacion, enriqueciendo el
proceso de razonamiento en el estudiante. Los materiales manipulables
pueden ayudar a que los estudiantes descubran el proceso que conduce a
una respuesta. Finalmente consideramos necesario mencionar las
implicaciones derivadas de la aplicacion de un enfoque didactico como el que
se empled en esta tesis en la tarea del profesor y en los aprendizajes de los

alumnos.
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El disefo didactico empleado permite al profesor organizar la clase de
manera que pueda llevar un seguimiento de cada alumno en cuanto a sus
producciones. Durante el desarrollo de la clase el profesor no se centra en
trasmitir el conocimiento de una manera lineal, ya que deja de desempenar
el rol habitual donde es él quien lo sabe todo y es el que tiene que ser el
principal portador de ideas para que el alumno aprenda, sino que toma el
papel de guiar, auxiliar, orientar, en el proceso que generan los estudiantes
para resolver las situaciones planteadas. Es decir, no impone reglas a seguir,
permite la plena libertad de que el alumno exponga y exprese sus ideas,
haciendo mas atractiva la clase de matematicas, viendo las actividades como

retos o juegos sin la necesidad de memorizar férmulas.

El hecho de que los alumnos registren sus ideas en hojas de trabajo permite
al profesor analizar mas profundamente las producciones de éstos y conocer
las deficiencias donde requieren mas apoyo. Esta revision conduce al
profesor a crear un plan, donde decida diferencialmente el tipo de
actividades que va a pedir para que cada alumno alcance los conocimientos

necesarios.

También este disefio didactico invita al profesor a emplear formas de
ensefanza distintas para lograr que el estudiante se interese en el estudio
del algebra; el profesor tiene que estar preparado para analizar producciones
originales que antes no habia conocido. Por otro lado, el profesor dispone
de: i) tiempo para apoyar mas directamente al alumno que manifiesta apatia
o poco entendimiento de la situacion propuesta, ii) de una serie de
actividades que previamente se disefiaron que se pueden emplear para tratar
de brindar los elementos al alumno, para que pueda acceder a los
conocimientos que le permitan abordar las situaciones que se le planteen

mas adelante.
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Capitulo 5: Conclusiones

Los resultados de este trabajo muestran que este tipo de propuesta didactica
propicia que el alumno tenga una actitud favorable hacia el trabajo,
evidencia de esto se observd durante el trabajo de campo, ya que ellos
mismos manifestaron su desacuerdo cuando se les pedia que dejaran de
trabajar porque el tiempo se habia terminado. Hubo alumnos que mostraron
apatia, creemos que esto se debid a que desde un principio no se esforzaron
en tratar de entender lo que se les planteaba y conforme se avanzaba en las
actividades para ellos resultaba de poco interés lo que se proponia ya que no

entendian la actividad.

En el ambiente de aprendizaje que empleamos el alumno se siente mas
atendido por el profesor, ya que éste revisa su trabajo y le brinda la
posibilidad de que se hagan nuevas preguntas y se reflexione sobre lo ya

producido.

El desempefio del estudiante empleando estos recursos didacticos es mas
natural y activo, ya que puede trasmitir sus ideas y conjeturas comprobando

lo que piensa generando un aprendizaje significativo.

Por ultimo, debemos mencionar que una de las limitaciones de este trabajo
se deriva del marco metodoldgico empleado, ya que la técnica de estudio de
casos no permite hacer generalizaciones, para esto, en una etapa posterior
de esta investigacion consideramos necesario obtener datos provenientes de

un estudio longitudinal.
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ANEXO 1
Hojas de trabajo para la fase preparatoria

Uso de materiales manipulables



FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 1
EL CUBO ROJO

Observa el cubo y contesta lo que se te pide.

1. ¢Cuantos cubos pequefios forman el cubo grande?

2. Imagina que al cubo grande, sin desarmarlo, lo pintamos, pero aln se ven las
divisiones de los cubos pequefios.

3. ¢En cuantos cubos pequenios sblo quedaron pintadas tres caras?

4, ¢En cuantos cubos pequefios quedaron solo dos caras pintadas?

5. ¢ En cuantos cubos pequenos quedd sélo una cara pintada?

6. Habran quedado cubos sin pintar ¢éCuantos?

7. Explica como razonaste para dar esas respuestas de manera que cualquiera

de tus companeros pueda entenderte.




FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 2

MISCELANEA CON PALILLOS

Para realizar la siguiente actividad utiliza los palillos que te proporcionara el
maestro. Acomoda 24 palillos como lo muestra la figura.

Después quitale cuatro palillos de manera que queden sodlo cinco cuadrados.

Dibuja cémo quedan ordenados los palillos.




FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 3

Acomoda los palillos como lo muestra la figura.

Obtén tres cuadrados del mismo tamafio que los originales, quitando cinco palillos.

Dibuja cdmo quedan ordenados los palillos.




FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 4

Acomoda los palillos para formar una figura como la siguiente.

Quita tres palillos de modo que queden tres cuadros del mismo tamano. No deben
quedarte palillos sueltos.

Dibuja cdmo quedan ordenados los palillos.




FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 5

El maestro te facilitard 12 palillos, forma con ellos una figura que contenga cinco
cuadrados. No todos los cuadrados deben ser del mismo tamano.

Dibuja cdmo quedan ordenados los palillos.

A la figura que formaste quitale dos palillos de manera que te quede una figura
formada por so6lo dos cuadrados.

Dibuja como quedan los palillos.




FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 6

Con los palillos y fichas que te proporcionara el maestro, coloca 10 monedas en
cinco filas, con cuatro monedas en cada fila.

Dibuja en el espacio siguiente la figura que encontraste.

Explica qué hiciste para construir la figura, de tal forma que tus compafieros te
entiendan.




FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 7
DOMINO DE PORCENTAJES Y FRACCIONES

Forma un equipo con tres de tus compafieros, utiliza el domind que te

proporcionara el maestro, sigue las reglas para jugarlo.

Reglas

1. Reparte las fichas entre los miembros del equipo (4).

2. Se les llama “mulas” a las fichas que tienen el mismo nimero en ambas
mitades. Pide a tus compafieros que encuentren la “mula mas grande” (la que

se muestra abajo). Quien encuentre esa ficha comienza el juego.

1 100%

3. Los demas integrantes, en el orden que les toca, buscaran una ficha que se

acomode con la que se tir6 en la jugada anterior.

4. Gana el alumno que se quede con menos fichas (si todos tienen el mismo
numero de fichas, deberan sumar los valores numéricos y gana el que tenga el

valor mas bajo).

5. En este juego puedes relacionar tanto fracciones equivalentes como cantidades

iguales.



FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 8

El maestro te facilitara un tangram de siete piezas, las cuales forman un cuadrado
de 12 cm por lado. Las siete piezas tienen en total 144 cm cuadrados de area.

Con cinco piezas del tangram forma un barco y anota que fraccion del total del
area del tangram es el area del barco

Dibuja tu barco de manera que se vea qué piezas del tangram usaste.

¢Qué piezas ocupan un cuarto de 144 cm cuadrados?
su area es de cm cuadrados.

¢Qué triangulo mide 1/8 de 144 cm cuadrados?



FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 9
Con las piezas del tangram construye las figuras que se te piden.
Elige dos piezas del tangram de manera que el area de las dos piezas juntas sea 1/8 del
area total, y que con ellas puedas formar un cuadrado. En el espacio siguiente dibuja
cdmo queda el cuadrado que hiciste de manera que se vean las piezas que usaste.

Elige tres piezas del tangram de manera que el area de las tres piezas juntas sea 1/4 del
area total, y que con ellas puedas formar un cuadrado. En el espacio siguiente dibuja
cdmo queda el cuadrado que hiciste de manera que se vean las piezas que usaste.

Elige cuatro piezas del tangram de manera que el area de las cuatro piezas juntas sea 1/2
del area total, y que con ellas puedas formar un cuadrado. En el espacio siguiente dibuja
cdmo queda el cuadrado que hiciste de manera que se vean las piezas que usaste.

Elige cinco piezas que al juntarlas tengan la mitad del area total del tangram Con ellas
construye un cuadrado. Dibuja como queda el cuadrado de manera que se vean las piezas
que usaste.

10




FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 10

Utiliza las piezas del tangram para realizar las siguientes actividades.
¢Cuantos triangulos pueden formarse con tres piezas del tangram?

Dibuja como los formaste.

El drea de cada triangulo del area total del tangram

11



FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 11

Recorta las piezas del tangram vy utilizalas para solucionar la siguiente situacion.

Con 3 piezas del tangram construye un rectangulo cuya area sea Vs del area total
del tangram y dibujalo en el siguiente espacio.

12




FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 12

Utiliza las piezas del tangram rectangular para construir las figuras que a
continuacién se te piden.

1. Con cuatro piezas del tangram forma un rectangulo, dibuja cémo quedan
acomodadas.

2. Con 2 de las piezas del tangram forma un rectangulo, dibuja cémo quedan
acomodadas en el siguiente espacio.

3. Construye un cuadrado con seis piezas, de manera que el area del cuadrado
sea 2/3 del area del tangram rectangular.

13




FASE PREPARATORIA

HOJA DE TRABAJO 13

Un granjero tiene nueve cerditos que no pueden estar juntos porque pelean entre
si. El corral que tiene ese granjero es un cuadrado como el de la figura de abajo.
Te invitamos a participar en este juego. El juego consiste en que dibujes dos
cuadrados adentro del corral cuadrado de la figura, de manera que quede dividido
en nueve corrales mas pequenos para que cada cerdito quede en un espacio
independiente.

El maestro te proporcionara nueve cerditos para que los acomodes cada uno en su
corral.

Dibuja en el cuadrado de abajo como quedan acomodados los cerditos en los
corales que construiste.

14



FASE PREPARATORIA

Uso de la calculadora



FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 1
VALOR POSICIONAL

Escribe en la calculadora el nimero 796182453. Supongamos
que los nueve digitos que forman ese nimero son “invasores
espaciales”. Para salvar al planeta debes “eliminarlos” uno por
uno convirtiéndolos en cero haciendo una sola operacién con el
nimero 796182453 y otro nimero que td propongas. Por
ejemplo, eliminar al "1" quiere decir que hagas una operacion
para que el nimero 796182453 cambie a 796082453. Después
de que elimines al 1 debes eliminar al 2, luego el 3, y asi
sucesivamente.

1. Completa la siguiente tabla para mostrar cémo eliminaste a cada “invasor”.

_Digito Operacioén que hiciste en la calculadora Resultado

796082453

796080453

796080450

796080050

796080000

790080000

90080000

90000000

OIONOOIOIRIWINI—~

0

2. Ahora elimina uno por uno cada uno de los digitos del nimero 4983.26715. Completa la
siguiente tabla para mostrar cémo eliminaste a cada “invasor”.

_Digito Operacién que hiciste en la calculadora Resultado

4983.26705

4983.06705

4980.06705

980.06705

980.0670

980.0070

980

900

OIOINOOIORIWINI—~

0
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FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 2
LECTURA Y ESCRITURA DE NUMEROS

1. Escribe en la calculadora los nimeros que estdn descritos con palabras. Cuando vayas
escribiendo los nimeros ve haciendo con la calculadora las sumas que se indican. Si leiste y
escribiste correctamente cada cantidad obtendrds el total que se indica. Si el total que
obtuviste es diferente del que se indica, busca y corrige el error que cometiste. Cuando
hayas producido los nlimeros correctos escribelos en el cuadro de la derecha.

CANTIDADES EN PALABRAS i CANTIDADES CON NUMEROS

a) siete millones setecientos ochenta mil cuatro, |

mds ciento veinticinco mil cinco, I
mds doce mil uno, .
mds trescientos cuarentay cinco mil ochentay siete. ! ToTAL: 8262097
ToTAL:
b)  trece mil noventay nueve !
mds veinticinco millones ciento cinco, I
mds ciento veintiocho millones ochentay seis, .
mds trescientos cinco mil uno. ETOTAL- 153318291
TotA:
c) cuatrocientos treinta y seis mil cien, :
mds un millén dos mil, ! !
mds quinientos mil veinte, L
mds trescientos mil treinta. iTOTAL: 2238150
TotAL: T
d) diez millones uno, ;
mds dos millones cien, s
mds treinta y siete mil uno, I
mds quinientos cuarenta mil diez. 'TOTAL: 12577112
TOTAL: l
2. Inventa una suma con cuatro sumandos como las anteriores. Usa nimeros tan complicados

como te sea posible. Verifica que el total que obtienes es el mismo que el que se indica.

CANTIDADES EN PALABRAS CANTIDADES CON NUMEROS
mds -+
14 : +
mds M
mas 1 TOTAL: 4000136
TOTAL: :

16




FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 3
EQUIVALENCIA NUMERICA
1. En cada recuadro construye una representacién distinta del nimero quinientos nueve.

No puedes usar las teclas del 5 y el 9. Intenta usar en cada una de tus respuestas
cuatro operaciones distintas. Usa tu calculadora para comprobar tus respuestas.

2. En cada recuadro construye el nimero frescientos doce. Debes usar cuatro
operaciones distintas y no puedes usar las teclas del 3 y el 1. Encuentra tantas
formas distintas como te sea posible y escribelas en los siguientes espacios.

3. Construye en la calculadora el ndmero mil doscientos veintidés. Debes usar cuatro
operaciones distintas y no puedes usar las teclas del 1 y el 2. En cada recuadro
escribe al menos dos representaciones distintas de ese nidmero.

4. En cada recuadro construye al menos una representacién distinta del ndmero
cuatrocientos uno sin usar las teclas del 4 y el 1.

17



FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 4
DEL CERO AL CIEN SOLO CON “CUATROS"

Una alumna encontré que puede construir con la calculadora los

nimeros del cero al cien usando sélo el nimero 4 y las teclas

HJHE0

Por ejemplo, el cero puede construirse como sigue: 4+4-4+4. El 10

puede construirse como sigue: 4+4+4.E13 puede obtenerse

como (4+4+4)+4. Otra regla de este juego es gue no es vdlido

escribir nimeros como 44+44=88.

1. El cero y el diez estdn en la siguiente lista, encuentra otras formas de escribirlos. De la
misma manera, intenta encontrar al menos dos formas distintas de escribir sélo con cuatro
"cuatros” los demds nldmeros de la lista. Los casos que te parezcan mds dificiles resuélvelos
usando mds de cuatro “cuatros”.

NGm. | RESPUESTAS _ Nam.| RESPUESTAS | Nim. | RESPUESTAS
I R U A0 B8
2 i 83
I B e T S 64
- T 36 69
S A0 [
A0 A8 i 83
K R A9 89
A8 - T S
22 52 100

2. Un alumno dice que 4+4+4+4=3. Uno de sus compafieros dice que eso no estd bien, que el
resultado correcto es 9. ¢Estds de acuerdo con alguno de ellos? Justifica tu respuesta.

3. ¢Qué resultado produce la calculadora si realizas la operaciéon 4+-4+4x4?
Explica por qué obtienes ese resultado con la calculadora.

4.  Sin cambiar ninguna operacidn ni ninglin nimero, {puedes “arreglar” la operacién 4+4+4+4
para que dé como resultado 3,? ¢Cémo lo harias?

18



FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 5
IAL CERO EN CINCO PASOS!

Esta hoja presenta juego matematico que consiste en lo siguiente:

Se trata de reducir a cero un nimero que esté entre cero y mil.
Puedes hacer esto mediante sumas, restas, multiplicaciones o divisiones.
Puedes repetir una operacion las veces que quieras.

Las operaciones deben hacerse con el nimero que se da y otro niimero
entero que 1 elijas. El niimero que elijas debe ser uno de los siguientes:
1,2,3,4,5,6,7,8,09. Puedes usar el nimero que elijas las veces que
quieras.

Cada operacion que hagas se cuenta como un paso y el resultado
de cada operacion que hagas debe ser un nimero entero.

Ganas el juego si, a lo mds en cinco pasos, puedes reducir a cero cada uno de los
siguientes nlimeros.

ETJEMPLO: REDUZCAMOS A CERO EL NUMERO 869.

Paso 1: 869 — 5 = 864
Paso 2: 864 - 9 =96
Paso 3: 96 +8=12
Paso 4: 12 +6=2
Paso 5: 2-2=0

Usa la calculadora para encontrar distintas maneras de reducir a cero los siguientes
ndmeros:

a) 789 b) 629 c) 823
Paso 1: Paso 1: Paso 1:

Paso 2: Paso 2: Paso 2:
Paso 3: Paso 3: Paso 3:
Paso 4: Paso 4: Paso 4:
Paso 5: Paso 5: Paso 5:
d) 952 e) 997 f) 857
Paso 1: Paso 1: Paso 1:

Paso 2: Paso 2: Paso 2:
Paso 3: Paso 3: Paso 3:
Paso 4: Paso 4: Paso 4:
Paso 5: Paso 5: Paso 5:

19




FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 6
SUMA Y ESTIMACION

1. En cada inciso escribe dos nimeros tal que al
sumarlos den por resultado el nimero que se

indica.
0.321 | 0.457 | 1.305
a) d) '9)
b) e) h)
c) f) i)
""""""" b'.liiis'é'"'"'"""f'"'"'""'""1'.'065'66""""'"'""i""'""'"'3’.64'65’7’5""""""'
) :m) 0)
k) n) P)
) n) qa)

2. ¢Qué hiciste para obtener los nimeros que se piden en el inciso 1? Describe tu
método de manera que cualquiera de tus compafieros lo entienda. Si quieres hazlo con
un ejemplo

3. En cada inciso escribe tres nimeros tal que al sumarlos den por resultado el nimero
que se da. Los ndmeros que uses en cada inciso deben ser distintos y ninguno de los
sumandos debe ser cero. Usa la calculadora para comprobar tus respuestas, no debes
tener ningln error.

0.7101 | 0.2003 | 0.3015
a) ;d) ;9)
b) Ee) h)
c) Ef) i)
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FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 7
RESTA Y ESTIMACION

que se da.
0.425 | 0.307 |
a) d) 9)
b) e )
c) f) I i)
0509305608
) :m) 0)
k) ) )

) ) )

1. En cada inciso escribe dos nimeros tales que, al
restar uno del otro, den por resultado el nimero

2.0056

19.50807

2. ¢Qué hiciste para encontrar los nimeros que se piden en el inciso 1? Describe tu
método de manera que cualquiera de tus compafieros lo entienda. Si quieres hazlo con

un

ejemplo

3. Encuentra los nimeros que faltan en cada inciso. Escribe en cada espacio las
operaciones que hagas para obtener tus respuestas. Usa la calculadora para

comprobar tus respuestas, no debes tener ningin error.

a) x-0.01012=4.576 b) y-0.10203=1.079
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FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 8

LECTURA Y ESCRITURA DE NUMEROS DECIMALES

mds treinta mil tres enteros treinta y siete diez milésimos,
mds cuarenta y dos mil treinta y un enteros treinta
milésimos,
mds un entero dos milésimos.
TOTAL:

1. Escribe en la calculadora los nimeros que estdn descritos con palabras. Cuando vayas
escribiendo los nimeros ve haciendo con la calculadora las sumas que se indican. Si leiste y
escribiste correctamente cada cantidad obtendrds el total que se indica. Si el total que
obtuviste es diferente del que se indica, busca y corrige el error que cometiste. Cuando
hayas producido los nimeros correctos escribelos en el cuadro de la derecha.

CANTIDADES EN PALABRAS CANTIDADES CON
NUMEROS
a) Un entero cuatro centésimos,
mds tres milésimos, i
mds dos enteros setenta milésimos, .
mds veinticinco milésimos. TOTAL: 3.138
TOTAL:
b)  Mil un enteros un centésimo,
mds dos mil noventa y nueve enteros diez centésimos, +
mds cuarenta mil siete enteros un diez milésimo, i
mds veintitrés mil diez enteros diez milésimos. TOTAL: 66117.1201
TOTAL:
¢) Treintay ocho mil veinte enteros veinte milésimos,

+

+

+

TOTAL: 110055.0557

@

Diez millones uno,

mds dos millones cien,

mds treinta y siete mil uno,

mds quinientos cuarenta mil diez.
TOTAL:

+

+

+

TOTAL: 12577112

2. Inventa una suma con cuatro sumandos como las anteriores. Usa nimeros tan complicados
como te sea posible. Verifica que el total que obtienes es el mismo que el que se indica.

CANTIDADES EN PALABRAS

CANTIDADES CON NUMEROS

TOTAL:

TOTAL: 38001.036
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FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 9

LECTURA Y ESCRITURA DE MEDIDAS DE LONGITUD

1. Usa ndmeros decimales para escribir en la calculadora las medidas que estdn descritas con
palabras. Cuando vayas escribiendo los nimeros ve haciendo con la calculadora las sumas que se
indican. Si leiste y escribiste correctamente cada cantidad obtendrds el total que se indica. Si
el total que obtuviste es diferente del que se indica, busca y corrige el error que cometiste.
Cuando hayas producido los nimeros correctos escribelos en el cuadro de la derecha.

MEDIDAS EXPRESADAS CON PALABRAS

MEDIDAS EXPRESADAS CON

mds dos kilémetros veinticinco metros cuatro centimetros,

mds tres metros cuatro milimetros,

mds cuatro metros treintay dos centimetros un milimetro.
TOTAL:

NUMEROS
a) Un metro dos centimetros,
mds tres milimetros, +
mds dos centimetros, +
mds tres centimetros dos milimetros. +
TOTAL: TOTAL: 1.075 metros
b) Treinta metros cuarenta centimetros,

+
+
+
TOTAL: 2062.765 metros

Seis kilémetros ocho metros,

mds dos hectémetros cinco metros tres centimetros,

mds dos decdmetros cuarentay ocho milimetros,

mds veintiséis metros treintay siete milimetros.
TOTAL:

+
+
+
TOTAL: 6259.115 metros

d) Cienkilometros diez metros cuarentay ocho centimetros,
mds cincuenta kilémetros dos metros nueve milimetros,
mds cuarenta y nueve kilometros y medio,
mds dos kilémetros y medio, treinta y seis milimetros.

TOTAL:

+
+
+
TOTAL: 202012.525 metros

2. Inventa una suma con cuatro sumandos como las anteriores. Usa medidas de longitud tan
complicadas como te sea posible. Verifica que el total que obtienes es el mismo que el que se

indica.

MEDIDAS EXPRESADAS CON PALABRAS

MEDIDAS CON NUMEROS

mds , +
mds , +
mds +
TOTAL:

TOTAL: 38001.036 metros
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FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 10
TRANSFORMACIONES EN UN SOLO PASO

Encuentra al menos dos formas para
obtener los nimeros de abajo a partir del
nimero de arriba.

1.

19.01x0.0

1900 0.19 | 0.0019 | 19.19

2.35

3-

4. Una alumna dice que 1.5 es igual 1.5000. ¢ Tiene razén? ¢Por qué?
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FASE PREPARATORIA: USO DE LA CALCULADORA

HOJA DE TRABAJO 11
ISE DESCOMPUSO LA TECLA DEL PUNTO DECIMAL!

Supongamos que la tecla del punto decimal se

descompuso. Encuentra al menos dos maneras
distintas de producir con la calculadora cada uno
de los siguientes nimeros sin usar la tecla del

punto decimal. En cada cuadro escribe lo que
hiciste en la calculadora para obtener lo que se

indica.
a) 0.5 b) 1.5 c) 0.3
d) 23.4 e) 10.1 f) 1342.58
g) 19876.035 h) 10003.002 i) 0.00034
j) 3333.333 k) 0.02 1) 3.25
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ESTUDIO PRINCIPAL
Hojas de trabajo para el uso de

material manipulable.

HOJA DE TRABAJO 1



ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

Con los manipulables que te dara el maestro, costruye figuras que tengan similitudes. Un

alumno de otra secundaria construyo estas figuras.

&5

&8

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Nos dijo que la similitud es que todas son flores y estan formadas por circulos, palillos y

cada flor aumenta un circulo. Nosotros le dijimos que a esas similitudes que encontrd,

también les puede decir patrones.
Ahora intenta crear alguna figura que tenga alguna similitud, apdyate de los materiales y

dibljalas en el espacio.

Dinos cual es esa similitud que encontraste con los manipulables, de manera que lo pueda

entender cualquiera de tus compafiieros.
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 2
Tu maestro te dara un montdn de frijoles. Con ellos forma secuencias donde se manifieste

un patrén de comportamiento, como se muestra en el ejemplo:

O OO OO OO O OO OO

Desafio

1. ¢Puedes dibujar o escribir el nimero de canicas que faltan?

Figura 1 ------ > 00

Figura 2 ------ > 0000

Figura 3 ------ > 000000

Figura 4 ------ > 00000000

Figura 5 ------ > 0000000000

Figura 6 ------ >

Figura 7 ------ >

Figura 8 ------ > 000000000000000000
Figura 9 ------ >

Figura 10 ------ >

Figura 11 ----- > 00000000000000000000
Figura 12 ----- >

Figura 13 ----- >

Figura 14 ----- >

Figura 15 ----- >

Escribe como le hiciste para saberlo.
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 3

1. Con los materiales que te proporciond él maestro continua la secuencia, dibuja los
frijoles que faltan en algunas figuras.

Figura 1 ----- > 000

Figura 2 ----- > 000000

Figura 3 ----- > 000000000
Figura 4 ----- > 000000000000

Figura 5 ----- > 000000000000000

Figura 6 ----- >
Figura 7 ----- >
Figura 8 -----> 000000000000000000000000
Figura 9 ----- >
Figura 10 --->

2. Hay una figura en la que sabemos que hay 54 canicas. pero falta el nimero de la

figura. Al nimero de esa figura le llamaremos “n”, équé nimero representa la letra
\\nll?

Figura "n” ----- > =54
Anota el procedimiento que seguiste para encontrar el niUmero que corresponde a la letra

“n”. Hazlo de manera que cualquiera de tus companeros lo entienda.

¢Habra una regla o formula que te permita expresar lo que hiciste? éCual es?
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 4

Usa las tarjetas numeradas que té proporciond el maestro para construir las series
numéricas que se te proponen. Anota los siguientes cinco nimeros de cada sucesion.

Sucesion a 2 5 8 11

Sucesion b 1 5 9 13

Elige una de esas sucesiones y explica cudl es su patrén de comportamiento

Un patron se puede describir usando variables, una variable es una letra que se usa para
representar cualquier nimero. Una variable te permite expresar en forma breve relaciones
entre numeros, figuras o juegos. Por ejemplo, la sucesion “a” expresada con variables
queda asi: Q+3.

El patrén del comportamiento de la sucesion que elegiste en la pregunta anterior se puede
expresar mediante una regla o formula. éCudl es? Andtala.

Utilizando una variable para expresar el patron numérico de la sucesion “b”
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 5

Con las tarjetas numeradas que te proporciono el maestro continda la secuencia numérica

de manera similar a la del ejemplo:

Sucesion 90 84 78 72

10 20 30 40 50 60 70 80

¢Qué nimero de tarjeta se encontrara en el 15° lugar?

¢Qué hiciste para conocer el nimero de la tarjeta? Explicalo de tal forma que tus

compafieros lo entiendan, trata de expresarlo mediante una regla o férmula
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 6

1. Continla la secuencia escribiendo los siguientes cinco nimeros de la sucesion.

16 18 14 20 12 22

¢Como le hiciste para saber que numero continuaba? Explicalo de manera que tus

companeros lo entiendan

2. Inventa otra sucesidn y represéntala con las tarjetas que te proporciond el maestro.

Anota los primeros quince nimeros de la sucesion que inventaste.

3. Expresa mediante una regla o formula el patrén de la sucesién que construiste
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 7

Tu profesor te proporcionara materiales con los que podras construir figuras similares a

las que se muestran. Cada "pico” de la estrella le llamaremos “destello”.

o

1. Completa la siguiente tabla.

No. de figura 1 2 3 4 5

No. de destello

¢Cuantos destellos tendra la figura 68?

Puedes explicar cdmo le hiciste para saberlo, anétalo.

2. Desafio
¢Qué numero se encontrara en el lugar 84?
lo. 20. 30.... 840
42 43 44

¢Cémo le hiciste para saberlo? Explicalo con tus propias palabras y trata de expresarlo

mediante una regla.
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 8

Observa las figuras y usa los materiales que te proporcionara el maestro para construir

secuencias de manera que encuentres el nimero de circulos que te piden en las diferentes

figuras.
(ONO)
(ONO) 00
O OO 0000
Fig.1 Fig. 2 Fig. 3

Dibuja las dos figuras que contindian la secuencia.

De acuerdo con la secuencia de figuras, ¢Cuantos circulos tendra la figura 25?

Con cuantos circulos se formara la figura 137

Explica cdmo le hiciste para saber el nimero de circulos con los que se forma la fig. 137,
procura que tu explicacion pueda entenderla cualquiera de tus compaferos. Si

encontraste alguna regla o patrén escribela y explicala.
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 9

Observa las siguientes figuras.

= N

Fig.1  Fig. 2 Fig. 3

1. Con los materiales que te facilitard él maestro continua la secuencia de figuras.
Dibuja en el espacio de abajo las tres figuras que siguen.

2. ¢Cual es el patrén de comportamiento que relaciona al nimero de la figura con el
numero de cuadrados que forman el marco de cada una?

3. Expresa ese patron de comportamiento mediante una formula.

4, ¢Cuantos cuadrados se necesitan para construir el marco del cuadrado negro en la
figura que va en el lugar 27?

5. ¢Cuantos cuadrados s necesitan para formar el marco de la figura 537

6. Explica cdmo le hiciste para encontrar el nimero de cuadros que se necesitan, de
manera que cualquiera de tus compaferos pueda entenderlo. Trata de expresarlo

mediante una regla o formula.
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 10
Las figuras dibujadas que a continuacion se presentan estan formadas con cerillos,
obsérvalas, notaras que hace falta completar la secuencia. Con ayuda de cerillos que te

proporcionara el maestro continua completando las figuras y dibuja las que hacen falta.

AN

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 4

1. En el espacio de abajo dibuja la figura 3

2. ¢Cuantos cerillos tendra la figura 15?

3. ¢Cuantos cerillos tendra la figura 75?

Explica como le hiciste para encontrar el nimero de cerillos, de manera que cualquiera de tus compafieros pueda

entenderte.
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 11

Las figuras que a continuacidon se presentan estan formadas con triangulos, obsérvalas,

notaras que hace falta completar la secuencia.

1. Con ayuda de los triangulos que te proporcionara el maestro dibuja en el espacio

de abajo la figura que falta y las tres figuras que siguen.

A
A A
A AAA
A A A AANAA
A A A AAA AANANAA
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

Ahora contesta lo que se te pide.

2. ¢Cuantos triangulos tendra la figura 20? ¢Cuantos

triangulos tendra la figura 137?
3. ¢Como le hiciste para encontrar la respuesta?. Procura explicarlo de manera que

tus compaferos puedan entenderlo.

Expresarlo mediante una regla o formula.
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 12

Si el camino sigue siempre el mismo patrén, écudl es la sucesidon de flechas que va de
1999 a 20017?.

10

Elige una de las siguientes opciones para dar tu respuesta. Puedes auxiliarte del material

que se te proporciona.
a) b) /" a Q) \\ d

Explica Como le hiciste para dar tu respuesta de manera que tus compaieros pueda

entenderlo.

Expresa la regla o formula que te permitid conocer la respuesta.
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ESTUDIO PRINCIPAL: MATERIALES MANIPULABLES

HOJA DE TRABAJO 13

Observa la secuencia y contesta lo que se pide en cada caso, puedes hacer uso de los
cuadrados que te proporciona el maestro para representar las figuras. le llamaremos
vértices a los puntos que estan en las esquinas de los cuadros.

[T]

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

¢Cuantos vértices y cuadros tendra la figura 10?

¢Cuantos vértices y cuadros tendra la figura 83?

Si te es necesario, puedes utilizar este espacio para hacer dibujos.

Explica como le hiciste para responder las preguntas anteriores, hazlo de manera que
cualquiera de tus compaferos pueda entenderlo.

Escribe la regla o formula del patron de comportamiento que te permitié saber cuantos
vértices tiene «cada figura de la  sucesion.

Escribe la regla o formula del patrén de comportamiento que te permitid saber cuantos
cuadros tiene cada figura de la sucesion.
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ANEXO 5
ESTUDIO PRINCIPAL
Hojas de trabajo para el uso de la calculadora
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1. ¢Qué resultado va a dar la calculadora le doy a mi programa como “nidmero de entrada
¢Si el nimero de entrada es 0?

el 6?

¢Sies10?

HOJA DE TRABAJO 1

En mi calculadora escribi un
programa
siguiente:

Si introduzco 1 me da por
resultado 5; si introduzco 2,
da por resultado 6, y asi

que

sucesivamente.

hace

Num. de Num. de
entrada salida
1 5
2 6
3 7
4 8
5 9

n

¢Qué operacién hiciste para obtener esos resultados?

2. (¢Puedes programar tu calculadora para que haga lo mismo que mi programa? Escribe tu
programa en el cuadro de abajo.

3. Usa el programa que hiciste para encontrar los nimeros que faltan en la tabla.

Num. de 17
entrada

35.02

89.73

107.06

2991

307.09

Num. de
salida

511

613.03

¢Qué operaciones hiciste para obtener los valores asociados a 511y 613.03?

5. ¢Cémo puedes comprobar que el valor que obtuviste para 511 es el correcto?
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HOJA DE TRABAJO 2

Num. de | Nim. de | En mi calculadora escribi un programa que hace lo siguiente:
entrada salida

7 14

8 16

9 18

15 30

18 32

1. ¢Qué resultado me va a dar la calculadora si escribo en mi programa el nimero 5?
¢ Y si escribo el nimero 25? ¢Si escribo el nimero

172

¢Qué operaciones hiciste para obtener esos resultados?

3. ¢Puedes programar tu calculadora para que haga lo mismo que la mia? Escribe tu
programa en el cuadro de abajo.

3. Usa el programa que hiciste para encontrar los nimeros que faltan en la tabla.

Nim. de |25 37.03 [59.83 [117.18 |136.1 [200.79

entrada

Num. de 551 |653.38

salida

4. (Qué operaciones hiciste para obtener los valores asociados a 551 y 653.38?

5. ¢Cdémo puedes comprobar que el valor que obtuviste para 653.38 es el correcto?
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HOJA DE TRABAJO 3

1. Encuentra los nimeros que faltan y completa la tabla.

Nim. de |Num. de
entrada salida
2.5 7.5
3.1 9.3
4 12
5.3
6.2
47.4
73

4. ¢Qué operaciones hiciste para obtener los nimeros que faltaban en la tabla?

5. (¢Puedes programar tu calculadora para encontrar los nimeros de la columna de la
derecha? Escribe tu programa en el cuadro de abajo.

Comprueba que tu programa permite obtener los mismos nimeros que se muestran en la
tabla.

4. Completa la tabla de abajo usando el programa que escribiste.

9 17 18.04 | 47.01 50.4 63.9

89.1 92.4

¢Qué operaciones hiciste para obtener los valores asociados a 89.1 y 92.4?

3. ¢(Como puedes comprobar que el valor que obtuviste para 92.4 es el correcto?
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Num. de Num. de
entrada salida
1.1 3.2
2.6 6
3 7
4.3 9.6
5 11

HOJA DE TRABAJO 4

Construi la tabla e la izquierda usando un programa.

%“4

A

En mi calculadora escribi un programa que hace lo siguiente

1. ¢Qué resultado me va a dar la calculadora si escribo en mi programa el ndmero 50?

¢Si escribo el nimero 274?

2. ¢Qué operaciones hiciste para obtener esos resultados?

¢Y si escribo el ndmero 81?

3. (Puedes programar tu calculadora para que haga lo mismo que la mia? Escribe tu
programa en el cuadro de abajo.

4. Usa el programa que hiciste para completar la siguiente tabla.

Num. de
entrada

12

16

19.05

48.02

51.45

62.7

Num. de
salida

88.2

95.4

Un alumno dice que puedes usar el programa que hiciste para comprobar que obtuviste
para 88.2 es valor el correcto ¢Estds de acuerdo con él?
con la mayor precisién posible como puedes usar el programa que hiciste para comprobar

que el

valor

que

obtuviste

para

954

es el

Indica

correcto.
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HOJA DE TRABAJO 5

En mi calculadora escribi un programa que hace lo siguiente

Num. de Num. de
entrada salida
1 1
2 3
3 5
4 7
5 9

1. ¢Qué resultado me dard la calculadora si escribo en mi programa el 6?

¢Y si escribo el 7? ¢Si escribo el 15?

2. ¢Qué operaciones hiciste para obtener esos resultados?

3. Programa tu calculadora para que haga lo
mismo que la mia. Escribe tu programa en el
cuadro de la derecha.

Comprueba que tu programa produce los mismos
resultados que el mio.

4. Usa tu programa para completar la siguiente tabla. Comprueba con tu programa que los

valores que obtuviste para 25y 137 son los correctos.

Num. de 10 11 15 27
entrada

259.14

Num. de 25 137
salida

5. ¢Cémo puedes comprobar que el valor que obtuviste para 137 es el correcto?
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HOJA DE TRABAJO 6

1. Encuentra los nimeros que faltan y completa la

siguiente tabla.

-10 97 | -78 | 6.2 | -53

1.3

12.4

-95 | 92 | -73 | 5.7

2. ¢Puedes programar tu calculadora para que haga el trabajo de completar la tabla?.

Una vez que lo hayas hecho escribe tu
programa en el cuadro de la derecha.

Usa el programa que hiciste para obtener
los nimeros que se muestran en la tabla
anterior. (Pudiste obtener los mismos
nimeros? Si no es asi,
corrige tu programa e intenta de nuevo.

3. Completa la siguiente tabla usando el programa que hiciste. Comprueba con tu
programa que el valor que encontraste para —10.3 es el correcto.

-20 -14.7 -13.8 -12.3

-9.6

2.5

-10.3

0

4. Usa tu programa para comprobar que los valores que obtuviste para -10.3 y O son los
Si no, corrige tu programa e

correctos. ¢Obtuviste los mismos valores?

intenta de nuevo.
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HOJA DE TRABAJO 7

Nam. de Num.de | ¢Puedes ayudarme a encontrar los ndmeros que faltan?
entrada salida

-15 -16.5

-14.5 -16

-12.4 -13.9

-10.2 -11.7

-5.8

-4.6

-0.9

0

1. ¢Qué operaciones hiciste para encontrar los nimeros que faltan en la tabla? Escribe
un ejemplo usando uno de los nimeros de la tabla.

2. ¢Puedes programar tu calculadora para reproducir los nimeros de la tabla?

Una vez que lo hayas hecho escribe tfu
programa en el cuadro de la derecha.

Comprueba que +tu programa permite
encontrar los mismos nilmeros que se
muestran en la tabla.

3. Completa la siguiente tabla usando el programa que hiciste.

-20 -13.8 -10.83 -.05

-17.3 -11.9 -9.72 10

4. Escribe sobre la linea cémo usarias tu programa para comprobar que el valor que

obtuviste para -9.72 es correcto.
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HOJA DE TRABAJO 8

En mi calculadora escribi un programa que hace lo siguiente: Nim. de |NUm.de
entrada salida
@ f 105 | 5.25
- 14.42 7.21
S04 15.3 7.65
16.7 8.35
201 10.05

1. Si escribo el nimero 6 ¢qué nimero va a dar como resultado la calculadora?
¢Y si escribo el ndmero 19.3? ¢Si escribo el

nimero 56? ¢Y si escribo el nimero 1772,

2. Explica como obtuviste esos resultados de manera que cualquiera de tus compafieros

pueda entenderte.

3. ¢Puedes programar tu calculadora para que haga lo mismo que la mia? Una vez que lo

hayas hecho escribe tu programa en el cuadro de abajo.

Comprueba que tu programa te permite obtener los mismos valores que los de la tabla.
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HOJA DE TRABAJO 9

Nim. de | Num. de Escribi un programa que produce estos valores:
entrada salida

6 9

8 12

14 21

15 22.5

18 27

¢Qué resultado me va a dar la calculadora si escribo el ndmero 10?
¢Y si escribo el nimero 13.4? ¢Si escribo el nimero 15.6?

Explica como obtuviste esos resultados de manera que cualquiera de tus compafieros
pueda entenderte

. ¢Puedes programar tu calculadora para que haga lo mismo que la mia? Escribe tu
programa en el cuadro de abajo.

Usa tu programa para completar la siguiente tabla.

Num. de
entrada

NUm. de
salida

20 35 44 72

33 57 75 123

Explica cémo usas tu programa para comprobar que el valor que encontraste para 57 es
el correcto.
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Entrevista 1

Objetivos | Preguntas de investigacion relacionadas Protocolo de entrevista
con cada objetivo
Investigar |- ¢éComo influye un modelo didactico en [1. ¢Te fueron Utiles los materiales manipulables y la calculadora grafica para resolver las activida-
qué nocio- el que se combinan materiales mani- des?
nes y estra- pulables y la calculadora programable, |2. ¢El utilizar materiales te genera ideas que antes no habias pensado? écomo cudles? Escribe un
tegias des- en el aprendizaje de las expresiones ejemplo.
arrollan los algebraicas como un medio para ex- 3. Los materiales te permiten comprobar si tus respuestas son correctas?
estudiantes presar generalizaciones? (P1, P2) 4. ¢Si no contaras con material hubieras podido resolver las actividades?
cuando el|- ¢Qué tipo de generalizaciones pueden |[5. ¢éQué dirias si en este momento me llevara los materiales?
ambiente plantear algebraicamente los estudian- [6. ¢éCrees que has aprendido mas matematicas ahora que utilizaste materiales?
de ense- tes una vez que han trabajado con 7. Hay una figura en la que sabemos hay 51 canicas, ayudanos a encontrar el nimero de esa figu-
flanza para materiales manipulables y la calculado- ra.
la introduc- ra? No. de fig. sucesion
cion al al-|- ¢Qué estrategias desarrollan los estu-
gebra esco- diantes para resolver problemas que 1 e0e
lar se basa involucran el reconocimiento de patro- 2 eo0c0e
en el uso nes numéricos? 3 000000000
de manipu- 4
lables y
calculadora
grafica .
n

¢Como le hiciste para encontrar el nimero de la figura? ¢Habra una regla que exprese lo anterior?

¢Qué vinculos se presentan entre los
contenidos que se abordaron con el
concepto de proporcionalidad?

¢Qué estrategias generan los estudian-
tes para abordar situaciones de equi-
valencia algebraica?

¢Qué estrategias generan los estudian-
tes para abordar situaciones de inver-
sion de funciones lineales?

8. Encuentra la regla o formula que exprese el comportamiento de la siguiente sucesién numérica.
10 20 30 40 50 60 70 80 90

4 8 12 16

9 Explica el razonamiento que utilizaste para expresar la regla
Auxiliate de la regla para decir que nimero se encuentra en el lugar 77°




Entrevista 1

Objetivos | Preguntas de investigacion relacionadas Protocolo de entrevista
con cada objetivo

Investigar |- ¢éQué vinculos se presentan entre los|10. Observa la siguiente figura y dime cuantos cuadros tendra la figura nimero cuatro, cuantos la
qué nocio- contenidos que se abordaron con el figura 10, cuantos la figura 54. ¢Podrias decir una formula que te permita decir con rapidez el
nes y estra- concepto de proporcionalidad? numero de cuadros que tendria cualquier nimero de figura.
tegias des-|- ¢Qué estrategias generan los estudian-
arrollan los tes para abordar situaciones de equi- O o o
estudiantes valencia algebraica? g O g g
cuando el|- ¢Qué estrategias generan los estudian- m| m|
ambiente tes para abordar situaciones de inver- = o
de ense- siénpde funciones lineales? ooono g

flanza para |-

la introzuc- g o o I |
cion al al-
gebra esco-

lar se basa
en el uso
de manipu- 11. En las actividades que se proponen en las que tienes que encontrar alguna relacién entre el
lables y numero de la figura y el nimero de objetos, éanticipas lo que sucede en el comportamiento de
calculadora las series numéricas? Explica tu respuesta.
grafica

¢Qué tipo de actitudes promueve hacia las
matematicas el aprendizaje del algebra
desde una postura de la accién?

12. 12¢Qué tanto te ha gustado trabajar con los materiales y la calculadora? épor qué?




Entrevista 2

Objetivos | Preguntas de investigacion relacio- Protocolo de entrevista
nadas con cada objetivo
Investigar |- ¢éCOmo influye un modelo didactico en | 1. ¢Sino contaras con una calculadora hubieras podido resolver las actividades?
qué nocio- el que se combinan materiales mani- 2. (¢Qué dirias si en el momento en que estas resolviendo alguna actividad con la calculadora me
nes y estra- pulables y la calculadora programable, la llevara?
tegias des- en el aprendizaje de las expresiones 3. ¢Crees que al auxiliarte con la calculadora has aprendido mas matematicas? Da algunos ejem-
arrollan los algebraicas como un medio para ex- plos. (De acuerdo al ejemplo se le pedira que explique su respuesta, durante su explicacion se
estudiantes presar generalizaciones? iran planteando preguntas relacionadas con sus respuestas)
cuando el|- ¢Qué tipo de generalizaciones pueden 4. ¢Qué significado tuvo para ti el utilizar letras en las actividades que se te propusieron?
ambiente plantear algebraicamente los estudian- | 5. ¢Crees que si no se te permitiera usar letras podrias realizar la actividad?
de ense- tes una vez que han trabajado con 6. Escribi un programa que me da los valores de la siguiente tabla, por descuido lo borré, ayu-
fanza para materiales manipulables y la calculado- dame a encontrar un programa que produzca los valores de la tabla.
la introduc- ra?
cion al al-|- ¢Qué estrategias desarrollan los estu- Nim. de | NUm. de
gebra esco- diantes para resolver problemas que entrada salida
lar se basa involucran el reconocimiento de patro- 1 9
en el uso nes numeéricos? 2 18
de manipu-|- ¢Qué vinculos se presentan entre los 3 27
lables y contenidos que se abordaron con el 4
calculadora concepto de proporcionalidad? 5
grafica - ¢Qué estrategias generan los estudian-
tes para abordar situaciones de equi-| 7. ¢CAmo le hiciste para construir el programa? Platicamelo
valencia algebraica? 8. Corre el programa para ver si los numeros de salida son los mismos que estan en la tabla.
9. En este programa, {qué representa la letra? éQué representa el nimero?
10. ¢Qué pasa si al programa que encontraste le cambiamos la letra que usaste? ¢Se alteraria el
programa? ¢Obtendrias los mismos valores de salida?
11. ¢Puedes programar tu calculadora para conocer los nimeros de salida de la siguiente tabla?
NUm. de | NUm. de
entrada salida
1 6
3 10
5 14
7
9
12. ¢Puedes escribir otro programa que haga lo mismo? Pruébalo en tu calculadora y escribelo.




Entrevista 2

Objetivos

Preguntas de investigacion relacio-
nadas con cada objetivo

Protocolo de entrevista

Investigar
qué nocio-
nes y estra-
tegias des-
arrollan los
estudiantes
cuando el
ambiente
de ense-
flanza para
la introduc-
cion al al-
gebra esco-
lar se basa
en el uso
de manipu-
lables y
calculadora
grafica

¢Qué vinculos se presentan entre los
contenidos que se abordaron con el
concepto de proporcionalidad?

¢Qué estrategias generan los estudian-
tes para abordar situaciones de equi-
valencia algebraica?

¢Qué estrategias generan los estudian-
tes para abordar situaciones de inver-
sidn de funciones lineales?

En mi calculadora escribi un programa que hace lo siguiente:

13.

14.

Encuentra el programa que produzca los valores de salida de la tabla anterior. Prueba tu pro-

grama en la calculadora y escribelo.

hora inventa un programa que invierta lo que hace el programa que encontraste anteriormen-
te. Es decir que te de los nimeros de salida de la tabla, escribe como queda el programa.

Num. de |[NUm. de
entrada |salida

1 2.5

2 5

3 7.5

4 10

5

6

Num. de |Num. de
entrada |salida
2.5 1
5 2
7.5 3
10
12.5
15




Entrevista 3

Objetivos | Preguntas de investigacion relacio- Protocolo de entrevista
nadas con cada objetivo
Investigar |- ¢Qué vinculos se presentan entre los| 1. ¢Puedes programar la calculadora de manera que utilices sélo 4 cuatros y obtengas el nimero
qué nocio- contenidos que se abordaron con el 5?
nes y estra- concepto de proporcionalidad? 2. (¢Qué pasa si hago esto 4x4+4+4?
tegias des-|- ¢Qué estrategias generan los estudian-| 3. ¢Qué pasa si coloco paréntesis?
arrollan los tes para abordar situaciones de equi-| 4. Al tratar de escribir el programa (nx2)+1, me equivoque y escribi (nx4)+1, ¢Puedo corregir mi
estudiantes valencia algebraica? programa sin suprimir nada que haya escrito?
cuando el|- ¢éQué estrategias generan los estudian-| 5. Corre el programa, acuérdate que tiene que funcionar para cualquier nimero.
ambiente tes para abordar situaciones de inver-
de ense- sién de funciones lineales? 6. A ver qué te parece si escribimos el programa (Ax2)-1 en la calculadora, para conocer los va-
fanza para lores de la siguiente tabla:
la introduc-
cion al al- Num. de |NUm. de
gebra esco- entrada |salida
lar se basa 2 3
en el uso Programa principal 3 5
de manipu- (Ax2)-1 4 7
lables y 5
calculadora 6
grafica 7
1. iay! Me equivoqué y escribi el programa (Ax2)-2, écrees que pueda corregirlo sin suprimir na-
da de lo que ya estd escrito y obtener los mismos valores que el programa principal? épor qué?
muéstrame como queda el programa.
1. Completa la tabla usando el programa que hiciste.
2. (¢Qué crees que esté pasando con los nimeros de entrada y los nimeros de salida con relacion
a la tabla?
¢El promover el aprendizaje del algebra 1. (Te gusta trabajar matematicas con la calculadora? ¢Por qué?
desde una postura de la accion posibilita 2. (El trabajar con la calculadora te facilita o complica tu aprendizaje? ¢Por qué? Dame un ejem-
actitudes a favor de las matematicas? plo.
3. ¢éCdmo se te hace mas atractivo abordar los contenidos matematicos usando la calculadora o
sin ella?
4. ¢S te tocara explicar algun tema de matematicas a tus comparieros que ya entendiste te apo-

yarias de la calculadora para explicarlo?éPor qué? éQué funcidn crees que tendria la calculado-
ra?




