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Introduccion

En los ultimos afios, ha habido gran interés por reestructurar el sistema educativo no sélo en
matematicas sino, también, en el estudio de las ciencias en general. Se parte de la premisa de
que una mejor educacion le ayudara al individuo a responder adecuadamente a los cambios y
necesidades sociales. Al realizar, ya sea una actividad manual o intelectual, se observa una
tendencia a que el sujeto realice actividades donde tiene que responder y ajustarse a situaciones
cada vez mas complejas. Es decir, es importante que aprenda a usar diferentes sistemas y
aparatos en tiempos cortos y transferir sus conocimientos a diversas situaciones o contextos.
Parece que la idea de mantenerse realizando la misma rutina a través de los afios ha ido
cambiando y se ajuste al desarrollo de varias actividades constantemente. Esto es una
necesidad en cualquier medio donde se valore la participacion critica de la gente en la toma de

decisiones.

En nuestro pais y en otros paises el movimiento de reestructurar el estudio de las matematicas
recomienda que la resolucion de problemas matematicos debe ser la actividad esencial en el
estudio de esta disciplina'. De hecho, en los itimos 20 afios la resolucion de problemas ha sido
una linea importante en la investigacion en la ensefianza de la matematica. Esto ha influido en el
desarrollo de propuestas curriculares y métodos de enéeﬁanza. Entre los resultados
importantes de esta linea de investigacion esta el hacer hincapié en el proceso utilizado por los

estudiantes al resolver problemas matematicos.



¢ Qué tipo de conocimiento matematico ayuda al individuo a responder adecuadamente en esta
sociedad en constante transformacion?, jqué estrategias algebraicas deben promoverse en la
educacion secundaria?, ¢como evaluar la apropiacion del conocimiento matemético?, en cuanto
al conocimiento propiamente algebraico, ;qué elementos interpretativos nos indican que se ha
pasado a un estado mas elaborado?. Son algunas preguntas que han servido como eje rector

para la presente propuesta.

En el presente estudio, se analizan los diversos métodos que utilizan los estudiantes del nivel
basico (secundaria) al resolver problemas que involucran diversos métodos de solucion y se

presenta un modelo de intervencion pedagodgica.

El trabajo se divide en cuatro capitulos. E! primer capitulo se refiere a la problematica detectada
y los elementos que justifican nuestro trabajo. A la vez, se refiere a los objetivos planteados y el
marco tedrico desde donde se va a dilucidar nuestro objeto de investigacion. El segundo
capitulo hace referencia a los aspectos de la metodologia, tamafio de la poblacion, método,
escenario, aplicacion de la propuesta didactica y los elementos de evaluacion. El tercer capitulo,
se refiere al analisis e interpretacion de los datos, donde se muestran los resultados de las
observaciones hechas en el aula. En el cuarto capitulo se enuncian las conclusiones y algunas
sugerencias susceptibles de ser aplicadas en el aula para promover la ensefianza de estrategias

en la resolucion de problemas algebraicos.

' Santos, T.M. (1993). Learning mathematics. A perspective based on

problem solving. Departamento de Matemadticas Educativas, CINVESTAV:
México.



Capitulo I. Construccion del objeto de estudio

1. Planteamiento del problema

Una sociedad como la nuestra, que se torna cada vez mas compleja, resulta dificil imaginar areas
en las que no hayan penetrado las matematicas. Ante los avances tan impresionantes en las
comunicaciones que hacen posible la adquisicion de un sofisticado vehiculo tltimo modelo via
Internet. Ante los logros por las ciencias en la clonacion de seres vivos, las transacciones
bancarias desde la comodidad del hogar, por ejemplo es de esperarse un aumento de la cultura
matematica de la poblacién. Sin embargo, esto no es asi. La mayoria de la poblacion encuentra
la matematica aburrida y dificil, y les resulta casi imposible resolver problemas de calculo
elemental, a pesar de haber aprobado el ciclo basico. De hecho, la sola palabra “matematicas”
provoca pérdida de autoestima personal en ciertos nucleos de la poblacion, pues es frecuente
escuchar entre los padres de familia que sus hijos resuelven con precision y esmero las tareas
de geografia, espafiol, historia, etc., pero, al tratar de resolver la tarea de matematicas sus
acumulados desaciertos en esta rama del saber, provocan una enorme pérdida de confianza a
titulo personal. Ante este grave problema, los padres se ven angustiados por la posibilidad de
que dicha pérdida de confianza se traslade a las otras disciplinas que cursan sus hijos. Datos
oficiales nos sefialan que en todo el pais, tan solo el 2% de la poblacion estudiantil elige alguna

carrera que tiene que ver con conocimientos de algebra no basicos’.

! gEP. Programa de Desarrollo Educativo 1995-2000. Cap. III. Educacidén
Media Superior y Superior. Sec. 1.2.4. Pertinencia. México. http://
www. sep.gob.mx.



Entonces la paradoja esta planteada; por un lado, una sociedad tecnificada como la nuestra
requiere la alfabetizacion funcional de sus miembros en el area de la matemética. Pero, al mismo
tiempo la sociedad enfrenta que la matematica es una de las esferas mas inaccesibles para la

poblacion en general.

La dificultad que implica para los sujetos acceder al conocimiento matematico se ha puesto de
manifiesto en diversos estudios2. Se sefiala, por ejemplo, las personas que fracasan en las
tareas formales y examenes matematicos en la escuela, realizan exitosamente calculos en
actividades que les plantea la vida cotidiana, como es la compra, almacenamiento y reparto de
mercancias. De igual forma, hemos de sefialar que hoy en dia, muchos profesionistas en cada
uno de sus campos laborales donde se les demanda una aplicacion del conocimiento
matematico, emprenden tales tareas acertadamente, aunque ayer fueron calificados por el
sistema escolar como “analfabetos matematicos”, es decir, las personas son competentes en
situaciones de actividad cotidiana que implican calculos matematicos idénticos a los de las

pruebas formales en la escuela.

Estas observaciones nos llevan a pensar que la razén de que los sujetos no aprendan
matematicas, hay que buscarla no sélo en el mito de la dificultad de la disciplina, sino también

en la forma de cémo esta se ha venido ensefiando en la escuela.

2 gémez—-Granel Carmen (1994). Las matemdticas en primera persona. Cuadernos
de pedagogia N° 221. Ed. Fontalba. Barcelona, p.17-18.



Se ha privilegiado una ensefianza de la matematica descontextualizada del uso del sujeto y ajena
a la actividad social, lo que ha provocado que los aprendices vean a la matematica como algo

inatil y totalmente ajeno a la vida cotidiana.

La creciehté descontextualizacion de la ensefanza de las diferentes areas de la matematica, ha
llevado en la practica, a que el profesor de algebra ensefie esta rama del saber desde su punto
mas abstracto y genérico posible. Bajo este modelo, se priva al sujeto de ver el algebra como un
proceso social, rico en la negociacion de significados entre los dos principales actores del
proceso de ensefianza; los docentes y los alumnos. La ensefianza ha ’priorizado un discurso
algebraico constituido, desestimando todos los aspectos intuitivos, sociales y personales que
acompanan el proceso historico de la construccion algebraica. Esta forma de ensefianza hace
suponer que influye en el hecho de que veinticuatro de cada cien alumnos que cursan reprueben
algebrad, y quedan, en ocasiones, por lo mismo condenados a la frustracion y la animadversion

por el aprendizaje de este tipo de conocimientos

Para evitar en lo posible, el fracaso en el aprendizaje del algebra hay que promover una
ensefianza alejada de las practicas formalistas y abstractas, al esclarecimiento, a los sentidos y
a un proceso reflexivo, de forma contextualizada de tal suerte que se puedan atraer en cada ciclo

escolar a un mayor niamero de alumnos interesados en cursos superiores de algebra.

3 gEP (1998). Secundaria estadisticas a nivel nacional ciclo 1996/97.
México, http://www.sep.gob.mx.



2. Justificacion

La investigacion actual sobre los procesos cognitivos involucrados en el pensamiento
matematico plantea que existen diversas formas de representacion de los objetos que se
pretende estudiar, algunos de los cuales adquieren un nivel de abstraccion y complejidad tales,
que requieren diversos niveles de razonamiento. Es conocida la dificultad para aprender
matematicas desde el ingreso a la primaria. Esta dificultad se debe al caracter formalizador de la
disciplina, por un lado y por el otro a las estrategias de ensefianza que utilizan los profesores.
Esta situacion tiene un efecto pernicioso sobre los procesos de asimilacion del acervo

conceptual y de razonamiento que exigen las matematicas.

En consecuencia, el gobierno de la Repiblica Mexicana ha planteado diversas acciones que se
enmarcan en el Programa de Desarrollo Educativo 1995-2000, tendientes a impulsar valores y
actitudes que permitan a los alumnos mejorar su aprendizaje. Dicho programa hace hincapié en
la preocupacion gubernamental por los bajos niveles de conocimientos matematicos logrado por
los alumnos y egresados del sistema educativo. En relacion con los egresados se ha sefialado
que su desempeiio es aun insuficiente y su preparacion académica todavia es incompleta, se
reconoce como uno de los problemas mas serios, “el insuficiente dominio del lenguaje, de las

matematicas”™.

También en la misma direccion, investigaciones, como la de Freudenthal (1983), han abordado el

problema de la didéctica del algebra. En este trabajo el autor, “se enfrenta con la problematica

4 SEP. Programa de Desarrollo Educativo 1995-2000, Cap. III. Seccidén 3.2.
Calidad. México, http://www.sep.gob.mx.



de convertir el algebra simbélica, por medio de la enseiianza, en un lenguaje para ser aprendido

y utilizado™s.

Por otro lado, se manifiesta en todo su esplendor la intencion de fortalecer la ensefianza de la
matematica en el nivel basico. Esto con el fin de orientar los esfuerzos en la formacion de los
sujetos desde los primeros niveles de la escolaridad buscando con ello que estén mas
preparados, que sean capaces de aprender, de adecuarse continuamente a nuevos entornos y

de afrontar los desafios que la sociedad le impone.

Mientras que, se ha promovido en los alumnos la adquisicion de algoritmos o formulas via la
memorizacion, quedando los conceptos relegados a ideas confusas y poco accesibles. Asi,enel
otro sentido, se plantea la ensefianza del élgebra, en oposicion a considerar solo el

conocimiento matematico como una serie de datos arreglados sistematicamente.

Lo anterior implica abandonar las viejas formas de ensefianza de las matematicas que han
predominado a lo largo de la historia y, han demostrado su inoperancia y fracaso. Es necesario
desterrar la idea de que para aprender matematicas basta con adquirir los algoritmos o formulas

via la memorizacion.

Por ello, la escuela en la actualidad debe orientarse a promover una cultura matematica en la que
se incluyan conocimientos, se desarrollen estrategias y, sobre todo se promueva una actitud

reflexiva hacia este tipo de conocimientos.

5 castillo, Luis y Gallardo, Aurora (1996). Pragmidtica de los lenguajes
quimico y algebraico en el ambito escolar. Educacién Matematica, Vol. 8, N°

(&2}



La ensefianza de la matematica debe ser conceptualizada, hoy en dia, no como actividad de pura
transmision de un conocimiento fijo y acabado, sino que debe ser vista como una actividad que
debe fomentar en el alumno la curiosidad y una actitud reflexiva. Tarea en la que se debe

involucrar a todos los profesores de todos los niveles.

Obviamente, la calidad educativa no sélo compete al docente. En la calidad educativa concurren
actores y elementos muy diversos: profesores, alumnos, planes y programas de estudio, labores
de investigacion, servicios y materiales de apoyo, financiamiento, investigacion y evaluacion
educativa, todos importantes en si mismos y también por la forma en que se combinan.
Actualmente se presentan problemas en cada uno de ellos que habra que solucionar para

mejorar la calidad de la educacion.

3. Objetivos

Analizar la problematica especifica que plantea la resolucion de problemas algebraicos en los

alumnos de secundaria.

Hacer una revision tedrica de los modelos de la enseiianza de la matematica asi como lo relativo

a la ensefianza del algebra y la resolucion de problemas.

Conocer las estrategias que emplean los alumnos de la escuela secundaria en la resolucion de

problemas.

2, Ed. Iberocamericana, México, p. 44.



Disefiar y someter a experimentacion pedagogica una estrategia metodolégica formada por tres

etapas: la concreta, la geométrica y la simbélica en la ensefianza del algebra.

Evaluar la pertinencia de la estrategia disefiada para la ensefianza de la resolucion de problemas

algebraicos a partir de elementos geométricos y aritméticos.
4. Hipotesis

Los alumnos de la escuela secundaria utilizan estrategias cognitivas elementales (como ensayo

y error) y, el uso de "formulas” en la resolucion de problemas algebraicos.

El uso de material tangible para la ensefianza del algebra es un puente de vinculacion entre la

aritmética (via el perimetro y area) y el arribo a la representacion simbélica del algebra.

El empleo de material concreto y tangible para la ensenanza del algebra facilitara la comprension
de los conceptos de multiplicacion y factorizacion de polinomios vy, promovera la puesta en
practica de estrategias metacognitivas como son la anticipacion, el monitoreo y la vision

retrospectiva en la resolucion de problemas de tipo algebraico.



5. Marco Tedrico

5.1. Modelos teoricos en la ensefianza de la matematica

En la Gltima década se ha desatado una gran polémica entre los educadores ligados al campo de
la ensefianza de la matematica, sobre cual es o cuales son los modelos mas apropiados para
promover el aprendizaje de matematica. A lo largo de la historia de la educacion han existido
diferentes modelos de ensefianza de la matematica que han evolucionado a partir del desarrolio
de esta disciplina, de los aportes de la psicopedagogia y otras disciplina vinculadas a lo

educativo.
5.1.1. El modelo teoricista en la ensefianza de la matematica.

Prevalecié en el curriculum escolar durante la década de los sesentas. Dentro de este modelo®
se agrupan las tendencias, que poniendo el acento en los conocimientos acabados y
cristalizados en las "teorias" consideran la resolucion de problemas como un aspecto
secundario dentro del proceso didéctico. La actividad matematica se pone entre paréntesis y
so6lo se toma en consideracion el fruto final de esta actividad, en particular se ignoran las tareas
dirigidas a elaborar estrategias de resolucion de problemas y, por tanto, los problemas tienden a
ser trivializados y descompuestos en ejercicios rutinarios. Es decir, los problemas o "ejercicios”

estan absolutamente determinados a priori por la teoria a la que sirven.

¢ santos Trigos, Luz Manuel (1997). La formulacién de problemas para una

instruccién y evaluacién matemdtica balanceada, en Estudios en Didactica.
Grupo Editorial Iberoamericano, México. P. 281-288.



El modelo teoricista también abandona la geometria, el pensamiento geométrico pasa por un
profundo desprecio. Con la idea de ir tras los fundamentos de la matematica se puso énfasis en
la teoria de conjuntos y la bisqueda de rigor logico’. Bajo esta escuela se fomentd la
presentacion de los temas matematicos en forma tensa, rigurosa, desprovisto de motivacion

alguna y en algunos casos tan cuidadosamente pulido que resultara casi ininteligible.

Para evitar llegar al extremo en que incurri6 el teoricismo, surge una corriente sobre la
ensefianza de la matematica, el cual configura un modelo al que le daremos el nombre de

“Techicismo”.
5.1.2. El modelo tecnicista en la ensefianza de la matematica.

Se manifiesta a principios de los setentas, en contraposicién al desprecio o la poca
importacion otorgada por el modelo teoricista al uso de las técnicas matematicas.
Primordialmente, el tecnicismo plantea solamente aquellos ejercicios que sirven para llegar a
dominar los procesos algoritmicos. Surgiendo una apologia por el dominio de las técnicas
especialmente de las algoritmicas que son las mas visibles, como objetivo ultimo del proceso de

aprendizaje.

El tecnicismo parte de ciertas técnicas, excluye las estrategias no algoritmicas, y plantea
solamente aquellos ejercicios que sirven para llegar a dominarlas. El énfasis tan exclusivo en

las técnicas simples hace olvidar otras caracteristicas de los problemas, que son aquellos cuya

7 para una discusién mas amplia sobre los efectos del “formalismo” en la
educacidédn matemadtica ver: Lakatos 1I. (1977) . Proof and refutations.



dificultad principal consiste en elegir las opciones adecuadas para plantear estrategias de

resolucion de un repertorio amplio de problemas.

De acuerdo con Josep Gascon (1994), los modelos teoricistas y tecnicistas, constituyen el
modelo tradicional en la ensefianza de la matematica, los cuales “comparten ademas una
concepcion psicologica ingenua del proceso didactico, que tiene en el conductismo su
referencia mas clara, y que considera al alumno como una caja vacia que debe llenarse a lo
largo de un proceso gradual... o bien como un autdmata que mejora el dominio de las técnicas

mediante la simple repeticion"s.

5.1. 3. El modelo modernista en la ensefianza de la matematica.

Alcanza su maximo florecimiento a finales de la década de los setentas y principios de los
ochentas en oposicion a los extremos que exhibe el modelo tradicional. EI Modelo Modernista
surge ante la necesidad de rescatar la actividad de resolucion de problemas en si misma y junto
al fracaso absoluto de los alumnos ante la dificultad de escoger el teorema adecuado o la técnica

pertinente para resolver un problema.

El Modelo Modernista tiende a identificar la actividad matematica con la exploracion de los
problemas, es decir, con las tareas que se realizan cuando todavia no se sabe gran cosa de la

solucion. Luego se ensayan algunas técnicas para comprobar a donde nos puede llevar, se

Cambridge: Cambridge University Press. U.K.

8 Gascon Josep (1994). La resolucién de problemas en 1la ensenianza de la
matematica. Educacién matemadtica, Vol. 6 N° 3, Grupo Editorial
Iberocamérica. México, p.40.

10



intenta aplicar éste o aquel resultado, se buscan problemas semejantes, etc. EI modelo
modernista se caracteriza por conceder una preeminencia absoluta al momento exploratorio.
Ello quiere decir que identifica "ensefiar" y "aprender matematicas", con ensear y aprender ésta

actividad exploratoria.

Seglin Josep Gascon (1994), el modelo modernista “pretende superar al conductismo clasico,
coloca en su lugar una especie de "activismo” que no deja de constituir otra modalidad del
psicologismo ingenuo fundamentada en una interpretacion muy superficial de la psicologia
genética . Desde esta perspectiva, el aislamiento y la descontextualizacion de los problemas
que ya era preocupante en el modelo tradicionalista, no hace mas que agravarse en el modelo

modernista.

5.1.4. El modelo constructivista en la ensefianza de la matematica

Si algo comienza a estar claro hoy, precisamente, es la necesidad de romper con la idea ingenua,
pero extraordinariamente extendida, de que ensefiar es “facil”, “cuestion de personalidad”, “de
sentido comun”, “de encontrar la receta adecuada”. Debemos terminar con esa practica
pedagogica de la mera transmision, que concibe la ensefianza de la matematica como un
producto ya elaborado que debe ser trasladado al estudiante mediante un discurso que <<cure

su ignorancia>>.

La renovacion de la ensefianza matematica no puede ser cuestion de simples retoques, sino

que exige nuevas caracteristicas y se enfrenta con las dificultades de un nuevo modelo. Si

® Op. cit. Gascon Josep (1994). p 42.

11



bien, tras varias décadas de esfuerzos innovadores no se ha producido una renovacién efectiva
de la ensefianza de la matematica, ello puede ser atribuido, precisamente a la falta de
comprension de la coherencia global de los diferentes modelos propuestos y, a la ausencia de

un nuevo modelo capaz de dar respuesta a las dificultades encontradas.

Ante el problema central de la psicologia de la ensefianza de la matematica de proveer de una
teoria que facilite la intervencion en los procesos de ensefianza-aprendizaje de la matematica,
los investigadores matematicos ven con buenos ojos el constructivismo como una propuesta

alterna.

El modelo constructivista hoy en dia estd jugando el papel integrador, tanto de las
investigaciones en los diferentes aspectos de la ensefianza-aprendizaje de la matematica,
como de las aportaciones procedentes del campo de la sociologia, la epistemologia y la
psicologia del aprendizaje. De este modo, las propuestas constructivistas se han convertido

en el eje de una transformacion fundamental de la ensefianza de la matematica.
Los investigadores toman el constructivismo como un marco teérico que guia el desarrollo
de las actividades instruccionales que, facilitan al alumno una construccion progresiva de

conceptos y procedimientos matematicos cada vez mas abstractos.

Sin embargo, no hay unificacion de lo que significa el constructivismo en la enseiianza de

la matematica. Las raices ambiguas del constructivismo se encuentran en la filosofia, la

12



sociologia y en la psicologia. Segun Paul Ernest'® (1992) se distinguen dos tipos de
constructivismo. El Constructivismo Radical, el cual tiene como fundamento la teoria
piagetiana de la mente y el Constructivismo Social el cual tiene como base la teoria

vigotskiana de la formacion social de la mente.

Kilpatrick (1987)"1, sostiene que el constructivismo radical y el constructivismo social tiene

en comun:

1. El conocimiento es construido por el que conoce; no se puede recibir pasivamente del
entorno.

2. El proceso de conocer es una accion de adaptacion del sujeto al mundo de su propia
experiencia. Por lo tanto, no es posible descubrir un mundo independiente y pre-

existente afuera de la mente del que conoce.

El primer principio no es cuestionable. Es evidente que la bifurcacion del constructivismo (en
radical y social), surge del segundo principio y sus interpretaéiones. Sobre todo, es obvio que
lo primero que debemos abordar es, que se entiende por “proceso de adaptacion al mundo de
la experiencia”. Los constructivistas radicales son aquellos que aceptan ambos principios.

Sin embargo, lo primero que tenemos que hacer es entender claramente la propuesta de cada

uno de ellos.
10 prnest Paul(1992). The Nature of Mathematicas: Towards a Social
Constructivist Account. Science and Education. Klawer Acadenic

Publishers. Neatherlands.

1 Kilpatrick, Jeremy (1987). What constructivism might be in mathematics
education. en Bergeron, J.C., Herscovies, N. Y Kieran, C. (Eds.) .
Proceeding of the 1llth International Conference for the Psychology of
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5.1.4.1. La perspectiva radical

Los primeros trabajos sobre cognicion hechos por Jean Piaget (1896-1980) ilustran, segin
Luis E. Moreno, una actividad metacognitiva temprana en los nifios'2. Piaget estudi6 la
organizacion de los procesos del pensamiento en el nifio y considero la actividad cognitiva
como un proceso envolvente de adaptacion del pensamiento al entorno. Desde esta
perspectiva se pone de moda un constructivismo radical del aprendizaje de la matematica,
lo cual da cuenta de la construccion individual ideosincratica del significado. La teoria
piagetiana describe la apropiacion y desarrollo del conocimiento mediante procesos

gemelos como la equilibracién, asimilacién y acomodacion.

Piaget establece su Epistemologia Genética (1970), sobre la base de que el conocimiento
se construye mediante la actividad del sujeto sobre los objetos. Los objetos matematicos
ya no habitan en un mundo eterno y externo, sino que son producidos, construidos, por el
sujeto mismo en un proceso continuo de asimilaciones y acomodaciones que ocurre en
sus estructuras cognoscitivas. El sujeto se acerca al objeto de conocimiento dotado de
ciertas estructuras intelectuales que le permiten “ver” al objeto de cierta manera y extraer
de él cierta informacion, misma que es asimilada por dichas estructuras. La nueva
informacién produce modificaciones, -acomodaciones- en las estructuras intelectuales, de

tal manera que cuando el sujeto se acerca nuevamente al objeto lo “ve” de manera distinta

Mathematics Education Vol. 1. (pp. 3-27). Montreal: Université de
Montréal.
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a como lo habia visto originalmente y es otra la informacion que ahora le es relevante. Sus
observaciones se modifican sucesivamente conforme lo hacen las estructuras

cognoscitivas, construyéndose asi el conocimiento sobre el objeto.

Una tesis fundamental de la teoria piagetiana es que todo acto intelectual se construye
progresivamente a partir de estructuras cognoscitivas anteriores y mas primitivas. Con
este fin analiza la génesis de las nociones l6gico-matematicas, y encuentra que su origen
esta vinculado a dos tipos de experiencia;: una fisica y la otra l6gica-matematica. Mediante
el primero, el nifio advierte en los objetos diversidad en: densidad, dureza, solidez, etc.; el
segundo, permite al sujeto obtener conocimientos a partir de la accion y no a partir de los
objetos mismos. Se trata de encontrar ciertos aspectos que no son fisicos, como orden,
relacion, suma, etc., que se evidencian cuando tenemos por delante un conjunto de

objetos.

El conocimiento matematico, para la epistemologia genética, es resultado de esta reflexion
sobre acciones interiorizadas en donde se enfatizan los aspectos individuales de la
construccion del conocimiento matematico pero también se hace énfasis en la

complementariedad de la negociacion con las normas del salon de clase.

El Foro Internacional sobre Psicologia de la Educacion Matematica, celebrado en Japon en 1987,
y la National Council Teachers of Mathematics han sometido a discusion sobre la posibilidad de

que los alumnos, por si solos, construyan los conocimientos matematicos tal y como lo sostiene

12 Moreno Luis E. (1996). La epistemologia genética; una interpretacidn.
Educacién Matematica. Vol. 8 N° 3. Grupo Editorial Iberoamérica. México.
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la perspectiva radical'3. Esta pbstura ha recibido fuertes criticas debido a que no es posible que
los alumnos, por si solos, puedan construir los conocimientos que tanto tiempo y esfuerzo
exigieron a los mas relevantes matematicos. Esta y parecidas criticas se repiten una y otra vez.
Es dificil no estar de acuerdo, por supuesto, en que los sujetos por si solos no pueden construir
los conocimientos cientificos. En el mismo sentido, Cobb (1990a)' afirma que exigir que los
sujetos descubran la matematica en su propio yo es un absurdo. Se trata de favorecer una
propuesta de investigacion colectiva, alejada tanto del descubrimiento auténomo como de la

mera transmision de conocimientos ya elaborados.

Ante tales observaciones, Cobb (1990b)'5 establece algunos criterios fundamentales del

constructivismo radical en el terreno del conocimiento matematico en los siguientes términos:

1. El aprendizaje debe ser una actividad tanto interactiva como constructiva, esto es, se debe
siempre fomentar la discusion y negociacion creativa, en la cual la voz del estudiante sea
genuina.

2. Se debe fomentar la presentacion y discusion de puntos de vista conflictivos.

3. Lareconstruccion y verbalizacion de las ideas matematicas en el aula.

pp. 5-23.

13 Davis, R. B., Maher, C.A., y Nodding. N (Eds.) (1990). Constructivist
views on the teaching and learning of mathematics. Reston, VA: National
Council of Teachers of Mathematics.

¥ Ccobb P. (1990) . Reconstructing elementary school mathematics.
University of Newcastle: faculty of education.

15 cobb, P. (1990). Multiple perspectives. In L.P. Steffe & T. Wood
(Eds.) . Transforming Children’s mathematics education: International
perspectives. Madison, Wisconsin: University of Wiscinsin. (pp. 92-130).
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4. Se establece una relacion asimétrica, en donde los alumnos y los profesores deben
aprender a tomar una sana distancia entre ellos, desde actividades interactivas y continuas
con la intencion de entender e interpretar soluciones alternativas.

5. Se hace necesario trabajar hacia el consenso en el cual las ideas matematicas tengan

coherencia.

Ante tales propuestas, desde principios de los 90’s un nimero considerable de
investigadores como Wood (1992) y Yakel (1992)'5, Murray (1992)", claman por un
constructivismo radical, pero también hacen énfasis en la negociacion de las normas del
salon de clase, argumentando que el conogimiento matematico posee ambos aspectos
tanto el individual como el social. En el mismo sentido, Stanik y Kilpatrick (1992)'8 identifica
en sus investigaciones algunas caracteristicas constructivistas radicales que retne el

enfoque de la resolucion de problemas.

16 cobb, P. Yakel, E. & Wood, T. (1992) . A constructivist alternative to
the representational view of mind in mathematics education. Journal for
Research in Mathematics Educations.

7 Murray, H. (1992). Learning mathematics through social interaction.
Paper presented to working group 4, ICME 7, Conference, Quebec.

18 gtanik y Kilpatrik (1992). Learning to think mathematically problem
solving, metacognition, and sense-making in mathematics. Handbook for
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5.1.4.2. La perspectiva social

En parrafos anteriores mencionamos la necesidad de reconciliar el conocimiento matematico
individual y la naturaleza social de la escuela y su contexto. Para lograr esto se propone una
teoria en la cual el conocimiento tenga sentido tanto en los procesos individualses y sociales.

El constructivismo social ofrece esta posibilidad? .

El termino “constructivismo social” aparecio en la filosofia en los 80's, aunque este puede ser
identificados mucho antes, por ejemplo, en los trabajos de Wittgenstein, L. (1956), Thomas
Kuhn (1962), Imre Lakatos (1976) y Gaston Bachelard (1984). También dentro de esta misma
década, las teorias del aprendizaje reciben la influencia del Constructivismo Social de
Vygotsky, lo cual puede apreciarse, con distintos matices, en los trabajos de propulsores del
constructivismo social del aprendizaje en los nifios como son: Jerome Bruner (1960), Pollord

(1987) y Wertsch, J. (1988), entre otros.

En el campo de la enseianza de la matematica, el constructivismo social genera dos

posturas. La primera es la construccion social de la teoria del aprendizaje planteada por

research on mathematics teaching an learning. New York, MacMillan, USA.
pp. 334-370.

19 gegtin Paul Ernest (1994). What is social constructivism din te
psychology of matematics education. University of Exeter, United Kindom,
hay pocas referencias explicitas del constructivismo social en el trabajo
del interaccionismo simbdélico y etnometodolégico y los trabajos
realizados por Mead (1934), y Berger y Luckmann (1966), se centran en el
constructivismo social de las relaciones sociales personales e
interpersonales. En los 70’'s la construccidén social del conocimiento esta
inspirado en la tesis de Esland, Young, Bernstein, y otros.
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Weinberg y Gavelek (1987)0 cuyo objetivo primario es explicar la construccion social del
conocimiento cientifico incluyendo el matematico. Estos autores plantean la socializacion
como un proceso dialéctico compuesto por tres momentos (exteriorizacion, objetivacion e
interiorizacion) y en donde el punto central de estos procesos es lo que se va a entender por
interiorizacion. Desafortunadamente Weinberg y Gavelek no lograron desarrollar una teoria
explicita de la apropiacion del conocimiento matemético. Correspondio a Paul Ernest (1990)2!
plantear una teoria completa en este ambito, cuyos elementos centrales abordaremos mas

adelante.

La segunda postura proviene de la sociologia matematica de Restivo (1988)2 la cual intenta
dar respuesta a grandes interrogantes como las siguientes: ;como reconciliar las estrategias
de lo individual y lo colectivo?, ;como reconciliar el desarrollo conceptual de lo individual
con la naturaleza social de la escuela matematica y su contexto?, ;como reconciliar lo
individual y lo social?. Este autor inicia una discusion en la cual tiene sentido el conocimiento

matematico tanto en los procesos individuales como en los sociales.

Ernest (1992)2 ha venido desarrollando una forma de constructivismo social, en la que se
extraen las raices vigotskyanas para la explicacion del conocimiento matematico. Desde este
punto de vista, se observa al ser individual y, a la esfera de lo social como sistema

indisolublemente interconectados con elementos humanos formados a través de sus

20 Weinberg y Gavelek (1987). A social constructivist theory of
instruction and the development of mathematical cognition. Proceding of
PME II, Montreal, Canada, pp. 346-352.

2! Eynest, P. (1991). The philosophy of mathematics education. London,
Palmer.

22 pestivo, §. (1988). The social construction of mathematics. ZDM, 20 I,

pp. 15-19.
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interacciones con los otros (tanto por su proceso individual) en contextos sociales. Esta
version del constructivismo social no subraya la metafora de la mente totalmente aislada, por
el contrario, favorece la metafora de la conversacion y la comprension del significado
lingiiistico. Ernest brinda, al detalle, una explicacion del caracter subjetivo de la construccion

del conocimiento

Sin embargo, ante esta conjuncion (de las teorias del constructivismo radical y el
constructivismo social), se eleva la pregunta en cuanto a su consistencia mutua. En
respuesta a esto, se dice que se trata de diferentes dominios, y ambos involucran una

negociacion social en su frontera. Asi, la inconsistencia parece imposible.

Harre Rom (1979), en el mismo sentido de P. Ernest, ha elaborado una ciclo-interpretacion
vigotskyana del desarrollo de la mente, identidad personal y adquisicion del lenguaje. En su
propuesta del constructivismo social, sugiere una amplia gama de lineas de investigacion en

la que se contemplan las siguientes:

1. La adquisicion y la transformacion de destrezas en las representaciones semiética de la
escuela matematica.

2. Elaprendizaje de las formas retoricas aceptadas del lenguaje mateméticb escolar, (ambos
el hablado y el escrito).

3. El papel crucial del profesor en la correcta produccion del conocimiento por parte del

alumno.

23 op, Cit. Ernest Paul (1992).
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4. Laimportancia del contexto social en la ensefianza de la matematica, para ver a esta en
toda su complejidad y forma de vida organizada que incluye; (a) personas, relaciones y
funciones, (b) material de investigacion, el discurso de la matematica escolar, ambos
contenido y forma. El conocimiento matematico piblico y privado, todo en un patrén

ciclico de apropiacion, transformacion, publicacion y conversacion.

Este tltimo punto, es el origen de partida de la propuesta de Alan Schoenfeld (1994) sobre la
Resolucion de Problemas en la Ensefianza de la Matematica. Este autor sostiene que, si la
matematica es vista como una construccion social, entonces los objetivos de la ensefianza
necesitan ser reformulados para dar a todos los grupos mas acceso a sus conceptos, para
enriquecer y potencializar su conocimiento. Donde el contexto social del uso y practica de la

matematica no puede hacerse a un lado.

La polémica generada entre el constructivismo social y el constructivismo radical en el
campo de la ensefianza de la matematica no ha concluido. Si bien la perspectiva vigotskyana
ha tenido una amplia aceptacion, entre los educadores e inve;stigadores, hemos de reconocer
que los trabajos de Piaget y algunos de sus seguidores, sobre los aspectos cognitivos de la
enseiianza matematica, ofrecen nuevas y novedosas perspectivas teoricas, metodoldgicas y
practicas que seran de mucha utilidad para mejorar los procesos de la ensefianza y el

aprendizaje de la matematica.
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5.2. El constructivismo y la resolucion de problemas

Los educadores y los matematicos inauguraron la década de los ochenta, con fuertes y
apasionadas discusiones sobre los valores y deficiencias de las tendencias de la ensefanza
matematica. Se inauguraba una intensa busqueda por parte de la comunidad matematica
internacional para encontrar formas mas adecuadas de afrontér los nuevos retos que demanda

la problematica soslayada.

Correspondio a Imre Lakatos (1977), en su tesis doctoral Proof and Refutations?4, plantear la
insuficiencia del razonamiento axiomatico para alcanzaf las verdades de la matematica misma
ademas de brindar los elementos para fundar una nueva perspectiva de la apropiacion del
conocimiento matematico.

Por ejemplo se habia evidenciado el fracaso de las propuestas modernistas las cuales
planteaban regresar a lo basico, promover destrezas orientadas e impulsar practicas jerarquicas
para ensefiar y aprender matematicas produjeron una generacion de estudiantes con una vision
mecanica y parcial de la matemética.

No obstante, que la resolucion de problemas como enfoque para la ensefianza de la matematica,
no es nuevo ni tampoco es una moda, pues segun sefialan Stanic y Kilpatrick (1988) ésta ha
formado parte del curriculum escolar matemético segin textos que datan del afio de 1650 antes

de Cristo?5, la propuesta se hace vigente.

Yop. cit. Lakatos I. (1977).
B Maria L. Fernandez, Nelda Hadway, and James W.Wilson (1994) . Problem solving:
Managing it all. Mathematics Teachers, Vol. 87, N°3., USA. p. 195
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Ya en el siglo XVII, el matematico francés René Descartes (1596-1650) dio a conocer, en su libro
Rules for the Direction of Mind, reglas basicas para resolver cualquier tipo de problemas y en
Discurse on the Method presento estrategias generales y reglas especificas para resolver cierto

tipo de problemas?s,

En la época actual, el modelo de la resolucion de problemas, fue el punto de convergencia para
que matematicos y educadores matematicos reflexionaran sobre su quehacer cotidiano a través
de varios foros. Uno de los mas trascendentales fue el celebrado en 1980 en los Estados Unidos
de Norte América. La National Council of Teacher of Mathematics (NCTM) establece
categoricamente una agenda para la accion, en la que recomienda mejorar la calidad de la
ensefianza matematica, proponiendo cambios en las curricula, programas para el mejoramiento
académico del profesorado y ademas establece como propuesta académica principal la
resolucion de problemas. De la misma manera, en nuestro pais académicos interesados en los
procesos educativos en el campo de la matematicas de instituciones como el Centro de
Investigaciones y Estudios Avanzados del IPN (CINVESTAV) y de la Facultad de Ciencias de la

Universidad Nacional Autonoma de México han desarrollo innumerables propuestas 2,

% gantos Trigo M. (1992) . Resolucion de problemas; El trabajo de Alan Schoenfeld: una propuesta a
considerar en el aprendizaje de las matemditicas. Fducacién Matemética. Vol 4, N° 2, Grupo
Editorial Iberoamérica. México, p. 16.

27 pestacan entre otros, académicos como Carlos Armande Cuevas, Santos
Trigo, Claudia Margarita Acuiia, Luis Moreno Armella, Fernando Hitt.Para
mayor referencia véase Hitt Fernando (1998) . Investigaciones en
Matemdtica Educativa II. Centro de Investigacidn y de Estudios Avanzados
IPN. Grupo editorial Iberoamérica, México.

177654
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Alan Schoenfeld, continuador de las aportaciones hechas por Polya en 1945%, desarroll6 la
propuesta més interesante sobre la resolucion de problemas. Acerca de las creencias de los
alumnos sobre la matematica, a lo largo de sus afios de investigacion, Schoenfeld® ha
detectado en los alumnos diversas creencias sobre el aprendizaje de la matematica, por
ejemplo que, la solucion de problemas solo tiene un camino para llegar a la respuesta
correcta en la cual la actividad matematica es una actividad solitaria, hecha por individuos
aislados, o que, la matematica aprendida en la escuela tiene un poquito o nada que ver con el
mundo real o cotidiano, entre otras.

El método desarrollado por Schoenfeld (1992)% presenta un conjunto de heuristicas, centradas
en estrategias de control y regulacion, ademés de indagar las creencias personales de los
alumnos acerca de los sistemas matematicos. Ademas, retomando las propuestas de P. Cobb,
incluye el modelado explicito de estrategias para la resolucion de problemas y proporciona una
serie de ejercicios estructurados para que el estudiante las practique ya sea, tato en pequefios o

grandes grupos como individualmente.

En su proceso de investigacion emplea una tactica que él llama “anlisis postmortem”, la cual
consiste en desandar la solucion del problema reciente, abstray;endo o generalizando estrategias
y componentes. Otra interesante tactica empleada consiste en “poner en duda al profesor”, esto
es, los alumnos seleccionan problemas desafiantes para que el profesor los resuelva. Esto sin

duda alguna, da lugar para que los estudiantes sean testigos de falsos inicios y finales

28 polya, G. (1973). How to solve it. Princeton, NJ: Princeton University
Press. USA (Copiado del original de 1945) .

29 gantos Trigo (1996). Andlisis de algunos métodos que emplean los
estudiantes al resolver problemas matemdticos con varias formas de
soluciédn. Educacién Matematica. Vol. 8, N° 2.Grupo Editorial
Iberoamérica. México, pp. 57-69.
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equivocados, por parte del profesor. Generando en el alumno una creencia mas acertada de lo
que es la estructura de los problemas matematicos. Bajo este modelo, se fomenta la
comunicacion entre los alumnos para el aprendizaje cooperativo reportando grandes avances en
la adquisicion conceptual de los esquemas de representacion basados en la resolucion de

problemas matematicos.

A la pregunta ¢qué tipo de problemas promueven o motivan a los estudiantes a discutir y valorar
el uso de diversas estrategias?, Schoenfeld report, a partir de sus investigaciones, que al
ensefiar los métodos heuristicos en una forma general no influia para que los estudiantes
asimilaran los aspectos relacionados con la seleccion de las estrategias mas apropiadas y la
decision de cuando utilizarlas. Sugiere entonces discutir con los alumnos, “el uso de las
estrategias en contextos particulares e ilustrar.. una amplia gama de sub-estrategias
importantes que deben conceptualizarse... en la bisqueda de patrones; consideracion de
polinomios faciles de factorizar; consideracion del circulo unite{rio, triangulo equilatero, o
cuadrado”3!. Sostiene, ademas, que la discusion debe acompaiiarse de una reflexion constante
sobre las posibles limitaciones de las estrategias metacognitivas, en donde se incluya una
evaluacion del proceso de solucion. En este sentido, un componente importante en la
instruccion matematica es el tipo de problemas que se utilizan tanto en las discusiones de clase

como la evaluacion de los alumnos.

30 gehoenfeld A. (1992). Handbook for research on mathematics teaching and
learning (D. Grows, De.). New York: MacMillan.

31 gantos Trigo (1997). La formulacién de problemas para una instruccidén y
evaluacidén matemdtica balanceada. Estudios en didactica. Grupo Editorial
Iberoamérica, México, p. 283.
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En México, por citar un ejemplo, Santos Trigo (1997)%2 al aplicar el modelo desarrollado por
Shoenfeld, propone algunos criterios que pueden guiar el disefio de problemas que ofrezcan un
potencial matematico para el salén de clases en los siguientes términos: 1) sin ser faciles, los
problemas deben ser accesibles a los estudiantes en base a sus conocimientos previos. No
deben requerir el uso de ideas muy sofisticadas o gran cantidad de procedimientos mecanicos;
2) Los problemas deben demandar un plan de reflexion, es decir, que no puedan resolverse
instantaneamente; 3) los problemas deben poder resolverse por medio de diferentes formas; 4)
los problemas no deben involucrar trucos o consideraciones que estan fuera del alcance de los
alumnos; 5) los problemas deben poder extenderse o generalizarse a otros contextos donde se
muestren exploraciones o conexiones mateméticas; 6) cuando un alumno resuelva un problema,

debera dar cuenta del plan de solucién como de las estrategias utilizadas.

5.3, La actividad metacognitiva como elemento rector en la resolucion de

problemas matematicos

El metaconocimiento es un campo floreciente de investigacion y con un area de problemas
importantes que exigen cierta atencion. A la pregunta ¢qué debemos entender por
metaconocimiento?, se encuentran milltiples respuestas dado que, cada una de ellas esta

fuertemente condicionada por ciertos modelos epistemologicos implicitos.

Cuando Flavell, J. (1977) se refiere al metaconocimiento, se refiere al proceso de reflexion

individual que cada sujeto realiza de su propio proceso cognitivo. La metacognicion, por

32 op. cit. Santos Trigo (1997), pp. 281-288.
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tanto, implica un examen activo y una consiguiente regulacién y organizacion de los
procesos psicolégicos en relacion con los objetivos cognitivos sobre los que versan, por lo

general, al servicio de algtn fin u objetivo concreto™3.

A la par, que se han hecho investigaciones sobre los aspectos tedricos generales de la
metacognicion, también se han hecho importantes contribuciones en aplicaciones
educativas. Muchos investigadores convencidos de la relevancia educativa que la teoria
metacognitiva tiene para profesores y estudiantes, estan desplazando su atencion desde lo
tedrico a lo practico, desde el laboratorio al salon de clases. Se argumenta que las teorias
metacognitivas tienen un considerable potencial para ayudar al profesor, en la medida en que
éstos construyan en el salon de clase un entorno que favorezca el aprendizaje de estrategias
Paris y Winograd (1990) argumentan que los estudiantes “pueden potenciar su aprendizaje
tomando conciencia de su propio pensamiento y la resolucion de problemas en la escuela.
Los maestros pueden promover esta conciencia informando a los estudiantes de las

estrategias efectivas para la resolucion de problemas y discusiones cognitivas”3*,

Ante la problematica sobre la ensefianza de estrategias metacognitvas, los investigadores
como Polya (1945) y Schoenfeld (1985)%, se hicieron preguntas como la siguiente; ¢puede la

instruccién metacognitiva, en el area de la matematica, facilitar los procesos de aprendizaje?

33 Moreno, A. (1989). Metaconocmiento y aprendizaje escolar. En cuadernos
de Pedagogia, N° 173, Barcelona, De. Fontalba, p. 54.

3% paris y Winograd, (1990) . How metacognition can promote academic
learning and instruction. En B.F. Jones y L. Idol (Eds.). Dimension of
thinking and cognitive instruction Hillsdale, NJ: Exrlbaum. p. 15.

35 gchoenfeld, A. (1985). Metacognitive and epistemological issues in
mathematical understanding. En E.A. S8ilver, Teaching and learning
mathematical problem solving: Multiple research perspectives. Hillsdale,

NJ: Lawrence Erlbaum.
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Desde diferentes dominios investigadores como J. Kilpatrick (1985), Alan Schoenfeld (1992),
Carolyn Kieran (1995), Santos Trigo (1997) y Miguel de Guzman (1998), entre otros, estan de
acuerdo en que el aprendizaje es de tiempo completo al estudio, los estudiantes deben tomar
conciencia de ser sujetos autorregulados, quienes pugden conscientemente alcanzar

objetivos especificos.

Desde el seno de la ensefianza de la matematica se ha desarrollado un especial interés por
las estrategias de razonamiento y la resolucion de problemas. Las investigaciones
realizadas parecen indicar que no existen procedimientos. generales que se puedan
ensefiar para aplicar a todos los tipos de problemas. Las estrategias son, por lo tanto,
especificas a cada area ya que dependen de los conocimientos previos, el contenido de la

tarea, la estructura que presente y las instrucciones que se brinden.

5.4 El papel del profesor en la ensefianza de estrategias metacognitivas.

Corresponde al profesor desarrollar su intervencion pedagogica en el aula tomando en
consideracion, por un lado, los conocimientos previos que tiene el alumno sobre
contenido especifico y por el otro, el grado de dificultad del conocimiento o tarea a la que
se enfrenta. De tal manera que el profesor va graduando su ayuda y las explicaciones que
da al respecto pueden ir desde mostrar integramente como se realiza la tarea o dando una
serie de soluciones que le muestra como resolver un problema en sus distintas etapas
hasta su conclusion, dejando luego que el alumno intente hacerlo, buscando

alternadamente que los alumnos que ya comprendieron el proceso ayuden a sus
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compafieros menos habiles, hasta que el alumno logra por si solo reproducir en un primer

momento y mas tarde, con la accion, dominarlo.

Al modelar las estrategias ante sus alumnos, el profesor debiera no sélo mostrarles como
utilizarlos y como razonar durante el proceso, sino a la vez, fomentar para que expresen
cuando se ha de utilizar esa estrategia. Este aspecto del modelado sirve para que los
alumnos desarrollen los procesos metacognitivos necesarios para la buena comprension.
Para que el segmento de ensefianza sea efectivo, debe ir seguido de suficientes

oportunidades para que el estudiante practique la estrategia.

El modelado no debiera culminar en este punto para completar el procedimiento, el
profesor debe pedir a sus alumnos que verbalicen la forma en que han utilizado este
proceso en la solucidon de problemas. Por otra parte, el profesor no debe obsesionarse con
que sus alumnos identifiquen explicitamente ciertos procesos en la solucion de un
problema. Es posible que un alumno comprenda bien un problema planteado, atin cuando
no sepa decirnos qué estrategias y procesos esta utilizando. El profesor ha de recordar

gue lo mas importante es la comprension, y no el recitado de las estrategias en juego.

Otra funcion importante del profesor es la regulacion, en la cual es preciso modelar y
verificar su desempeiio durante la realizacion de la tarea para asegurarse de que han
comprendido los elementos centrales del problema. Si el proceso no tiene éxito, si no se
entiende, es preciso detenerse, volver atras y reconceptualizar para intentar suplir la falta

de comprension.
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Por lo que se refiere al contenido, el profesor debe verbalizar los procesos de pensamiento
bajo los cuales suele dar solucién a un problema matematico, resumir ideas en un paso,
deducir el significado de palabras desconocidas, representar y resolver un problema en
distintas formas, organizar informacion complicada. Es igualmente importante, que verbalice
sus dudas e inquietudes surgidas en el proceso. Al respecto Miguel de Guzman y Daniel Gil
sefialan, “realizar la solucion del problema que se trate verbalizando al maximo,
fundamentando lo que se hace y evitando, una vez mas, operativismos carentes de

significacion”3,

Este tipo de pensamiento en voz alta, cuando las cosas no son faciles es invaluable como
ayuda para que los estudiantes entiendan que tipo de esfuerzos se requieren para aprender, y
que son con frecuencia dificiles para el estudiante. Similarmente debe mostrar a los

estudiantes como pensar ante situaciones conflictivas.

Los estudiantes se preparan para aprender en muchas formas pero es especialmente importante
fomentar en ellos actitudes metacognitivas. Mediante el modelado los estudiantes aprenden a
tomar la responsabilidad de ajustar, autosugerir y cuestionar a los demas. Tales actividades,
sefiala Fernandez, (1994)%7 son empleadas por los estudiantes para aprender, ademés, de vigilar

que los progresos vayan encaminados hacia los propésitos establecidos con anterioridad.

36 @il, D. Y Guzman, M. (1993). Enserfianza de las ciencias y la matemdtica,
tendencias e innovaciones. Organizacién de los Estados Iberoamericanos.
Seccién II.2.3. Edicién PDF. www.oei.org.co/oceivirt/

" Op. cit. Maria L. Fernandez, Nelda Hadaway, and James W. Wilson (1994).

30




Sin embargo, el modelado de los procesos intelectuales ejecutivos involucrados en la solucion
de problemas, es mucho més que un simple esfuerzo como dice Rosemary Schmalz (1995)%8
pues los profesores no pueden simplemente presentar la solucion del problema sino que deben
describir sus procesos cognitivos y metacognitivos. Ellos deben explicitar sus acciones tanto

como los procesos ejecutivos del pensamiento.

El modelado implica buscar ejemplos para evaluar el entendimiento del problema, generar
posibles aproximaciones y monitorear el progreso. El profesor no debe rechazar ninguna de las
sugerencias de los alumnos, mas bien debe hacer preguntas que requieran la propia evaluacion

del alumno, para caracterizar sus propias sugerencias o progresos.

En sintesis, en la resolucion de problemas ;cual debe ser el papel de los profesores y alumnos
en la clase de matematicas? Los profesores deben ser resolutores de problemas matematicos en
su intento por desarrollar en sus alumnos las estrategias para la solucion de problemas. Deben
ayudar a los estudiantes a desarrollar los procesos psicologicos ejecutivos en la solucion de

problemas asumiendo el papel de modelador.

La tarea del profesor en la ensefianza de la resolucion de problemas no es la de proporcionar
las respuestas a los estudiantes sino redirigir sus esfuerzos y ayudarlos, empleando diversas
estrategias. Se debe tener presente que, el mayor principio dé la ensefianza es proveer de la
correcta cantidad de ayuda cuando los estudiantes la necesitan, ni demasiada ni muy poca, para

que estos tengan tanta responsabilidad como les sea posible para su propio aprendizaje.

¥ Schmalz Rosemary (1995). Problem-solving an attitude as well as a

strategy. National Council of Teachers of Mathematics, Inc. USA,
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Capitulo II. EI proceso de la investigacion

2.1. Metodologia

La aproximacion metodoldgica utilizada en la presente investigacion es de tipo cualitativa y
comparte en mucho la perspectiva de indagacion pedagogica de caracter experimental la cual
consiste basicamente en propiciar en un grupo de alumnos una mejora en sus proceso de
aprendizaje a través de un proceso de instruccion . El diseiio experimental se realizo bajo el

modelo de grupo Unico pretest-postest, segiin lo denomina Hayman®.

Para dar cuenta del proceso de indagacion-intervencion se utilizaron los aportes del método
clinico utilizado por Jean Piaget!® através de la entrevista de tipo clinica y la observacion de

aula.

La entrevista de tipo clinico se utilizé durante la etapa de evaluacion inicial y final, también
denominadas pretest-postest. Durante el interrogatorio el entrevistador se condujo bajo los
canones de este método dejandose conducir por el entrevistado en sus representaciones
sobre el problema de base, tratando de no sugerirle nada y en obtener al mismo tiempo la

informacion deseada.

Para el abordaje de las situaciones el entrevistado no realiza el interrogatorio a partir de una
serie de preguntas preparadas de antemano, sino con base en el momento de su actuacion
donde su respuesta o su actuacion generan la nueva pregunta o cuestionamiento, tratando

siempre de entender su postura en relacion al topico en cuestion.

Las entrevistas con los alumnos, en la etapa de evaluacion inicial, tuvieron una duracion

aproximada de 15 minutos y se realizaron después de aplicado el examen de conocimientos

www.enc.org/reform/journals/.
3 Hayman, John L. (1991). Investigacidn y Educacidn. Piados-Educador,
Barcelona, pp. 137-140.
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matematicos. El registro de las entrevistas se hizo de forma manual y en cinta

magnetofénica.

En la etapa de evaluacion final, el interrogatorio se realizo durante la ejecucion de la tarea ,
esto es, mientras el alumno resolvia los problemas planteados en el pizarron. El registro de

las entrevistas y la ejecucion de la tarea se hizo de forma manual y en citas videograficas.

Las observaciones de aula

La observacion de aula se realizd con el fin de conocer las estrategias que utilizan los
alumnos durante la resolucion de los problemas planteados ya sea en forma indivudual o
colectivo. El registro de los observables se hizo en forma manual por parte del investigador

responsable y del auxiliar.

Muestra.

El proceso de intervencion pedagoégica se llevo a cabo en un grupo conformado por veitidos
alumnos que cursaban el tercer grado en el turno matutino en diversos grupos de una
escuela secundaria. El proceso de experimentacion se realizo de septiembre a diciembre de

1998 y tuvo un duracion de 45 horas.

Nuestra aproximacion metodologica comparte mucho la perspectiva de indagacion pedagogica

de caracter experimental. Se disefio la metodologia cualitativa de acuerdo a lo estipulado, entre

© piaget, J. (1984). La representacidn del mundo en el nifio. Ed. Morata,
Madrid.
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otros, por Morrales, M. y Moreno, R. (1993)*!, el cual consiste del disefio de grupo Unico
experimental con pretest y postest, el disefio estuvo acompafiado de la obseracion y la
entrevista de tipo clinica. Se trabajo con el grupo experimental de septiembre a diciembre de
1998, asi como también, se hizé un registro cotidiano, de las acciones académicas mas

sobresalientes. El proceso de experimetacion tuvo una duracion de 45 horas.

Sujetos

Los alumnos que conformaron el grupo experimental fueron seleccionados por los profesores
del plantel, entre aquellos que sin ser reprobados tenian bajo rendimiento escolar en

matematicas.

Los alumnos, de ambos sexos y cuyas edades fluctiiaban entre los 13 y 14 afios, procedian de
familias de la “clase media”; eran hijos de profesionistas, profesores universitarios, profesores

del nivel basico y pequefios comerciantes.

Escenario

La investigacion se llevo a cabo en una Escuela Secundaria General, ubicada en la zona urbana
de Culiacan. La fase de evaluacion final se desarroli6 en el Laboratorio de Matematicas del

Centro de Ciencias de Sinaloa*’.

4 Morales, M. y Moreno, R. (1993). Problemas en el uso de los términos

cualitativo/cuantitativo en investigacidn eduativa. En Investigacidn en
1la Escuela N° 21. Sevilla, pp. 39-50.

42 p1 Centro de Ciencias de Sinaloa (CCS) fue creado en 1992, es una
institucién publica descentralizada del Estado de Sinaloca. Sus
instalaciones se encuentran ubicadas en la ciudad de Culiacan, cuenta con
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Materiales

Para el desarrollo del trabajo se formaron siete grupos de alumnos a quienes se les entrego
suficientes piezas geométricas que les permitiera trabajar compartiendo el material e ideas

con sus compareros asi como en forma individual.

Ademas de las piezas geométricas magnetizadas se utilizo pizarron, gis y camara de video para

el proceso de evaluacion final.

Instrumentos

Para la evaluacion inicial se disefid un examen escrito el cual fue acompariado de una entrevista
individual para conocer las estrategias que utilizan los alumnos en la resolucion de problemas.

Las entrevistas tuvieron una duracion promedio de 15 minutos.

2.1.1. Estrategia didactica

No existe hasta el momento un acuerdo sobre cuél es el mejor método para afrontar el
tratamiento de los problemas que presentan los estudiantes durante el aprendizaje de las
matematicas. Esto se debe a que existen diferentes supuestos sobre las causas que se

consideran como los principales responsables de tales problemas.

salas museograficas y laboratorios. Entre sus principales funciones tiene
el de realizar actividades de divulgacién cientifica e investigacion educativa. Se atienden
grupos escolares para realizar actividades experimentales sobre todo de los niveles pre-universitarios.
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Existen diversos programas que se han desarrollado para tratar la resolucion de problemas,
entre ellos podemos mencionar programas de instruccion directa, programas de tratamiento de

las deficiencias cognitivas y los programas mixtos.

Los programas de instruccion directa, parten del supuesto de que todos los sujetos necesitan el
mismo modo de instruccion aunque el ritmo sea diferente segdn las necesidades de cada uno.
Asimismo, consideran que los problemas sobre el aprendizaje se debe fundamentalmente a que
la ensefianza ha sido inadecuada en el modo o en el ritmo necesario en relacion con el sujeto

que se trate.

En esta propuesta, se operd bajo la perspectiva de un modelo de instruccion directa que tiene
como base la teoria de la Zona de Desarrollo Proximo de Vygotski, segun la cual el alumno
aprende primero con la ayuda del profesor, hasta que una vez internaliza las estrategias el
alumno actua sin la presencia del profesor. Este modelo, sigue los siguientes pasos: primero, el
profesor sirve de modelo desarrollando correctamente la actividad. Posteriormente, él y el
alumno realizan conjuntamente la actividad, en la que este dltimo va responsabilizdndose

progresivamente de la tarea hasta que, finalmente, es capaz de realizarla sin ayuda del profesor.

El modelado de las estrategias por parte del profesor consiste basicamente en manifestar en voz
alta los pensamientos que normalmente se producen de forma encubierta durante el proceso de
instruccion en la resolucion de problemas, con el fin de mostrar al alumno como se resuelven
los mismos. Para ello se requiere, en primer lugar, lograr la identificacion expresa de la
estrategia a utilizar asi como la explicitacion del uso de tal estrategia. Este tipo de conocimientos

necesario para que el alumno pueda comprender mejor o realice una actividad metacognitiva y
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con ello aumente la posibilidad de que actue en consecuencia y transfiera lo aprendido a otras
situaciones. Este tipo de instruccion, explicita o directa, tiene como propdsito "orientar la
atencion del sujeto hacia el proceso de comprension y aumentar el conocimiento, uso y control

de las estrategias en él implicadas"+3.

Desarrollo de una clase tipica

En cada leccion, como medio para la conversion de las acciones externas en internas, se
propone abordar tres etapas en la solucion de los problemas para llegar a la apropiacion del

conocimiento matematico: la etapa concreta, la geométrica y la simbolica.

La etapa concreta se aborda en la resolucion de los problemas manipulando estrictamente las
piezas geométricas. Ello implica conocer las propiedades de dimension de las piezas, color,
forma, peso, etc., y su equivalencia. Los alumnos identifican, nombran, comparan, y operan

sobre las piezas geométricas. El lenguaje constituye en este caso un medio de comunicacion.

La etapa geométrica, es el momento de vinculacion entre objetos, areasy perimetros, los cuales
son manipulados simultaneamente. La funcion de esta etapa es asegurar que los estudiantes
hagan la conexion entre, lo hecho con las piezas geométricas y el trazo de lineas, perimetros y
areas. Una base solida para arribar a esta etapa es establecer la equivalencia entre la etapa
concreta y su contraparte grafica. El momento geométrico es un puente entre la etapa concreta

y la simbolica. En esta etapa el alumno analiza figuras en términos de sus atributos, relaciones y

!
!

8 Tapia, Alonso y Mar Mateos, Sanz (1987) . Entranamiento de habilidades

cognitivas, comprensidén lectora fundamentacidén tedérica. Capitulo 1IV:
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se encuentran propiedades a través de la observacion. El lenguaje es aqui, ademas de un medio

de comunicacion, una manifestacion iconica de la accion.

En la etapa simbdlica se prescinde de las piezas geométricas. El objetivo en cada clase era que
los estudiantes arribaran a la etapa simbolica, punto en el cual los alumnos pueden operar con
actividades que muestren la conexion entre la geometria y el algebra. Las lecciones son
disefiadas para permitir a los estudiantes discutir y fomentar el vinculo natural que existe entre

la geometria y el algebra.

En este momento simbélico la realizacion de la accion mental se lleva a efecto de manera
independiente por el alumno y se caracteriza ademas por una reduccion de la base de
orientacion. El lenguaje es ahora, mas que todo, un medio para reflexionar, con el cual se
instrumentan las medidas para el control de los resultados de la accion, incluso de los alumnos

por si mismos.

Asi, tenemos que, para cada nuevo concepto estudiado nuestro modelo de intervencion propone
que los problemas sean inicialmente resueltos observando que sucede con la manipulacion de
los objetos concretos. Gradualmente cuando la accion concreta es asimilada, el alumno rehace
posteriormente la accion empleando el modelo geométrico para representar los objetos. Mas

tarde, el alumno es quién debe replantear las acciones que lo lleven al significado simbdlico.

:Ensefiar a pensar? Perspectivas para la educacién compensatoria. Madrid,
CIDE-MEC, p. 200.
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Las piezas geométricas como material didactico

Con las piezas geométricas se pretende fomentar el aprendizaje de los conceptos basicos en
el algebra. Cada leccion fue disefiada, para conectar el desarrollo de los conceptos
algebraicos con: a) vincular la experiencia de los alumnos de perimetro y area con las piezas
geométricas, b) la relacion entre el lenguaje natural y el lenguaje algebraico y c) retomar los

conocimientos de la aritmética para extenderlos al terreno algebraico.

La etapa introductoria en cada leccion

Cada leccion presenta, en la parte introductoria, una serie de interrogantes para trabajar en
grupo, seguido por diversas preguntas que guian al grupo a realizar inferencias. Cuando se le
asigna al alumno el material geométrico manipulable y el tema algebraico a tratar, se sefiala el
proposito central de cada leccion seguido por preguntas que guian al grupo a delimitar el

topico del dia.

Después de completada las direcciones de cada leccion, se traza un plan, paso a paso, para
explicar el concepto empleando las piezas geométricas, y se completaba con sugerencias
para que los alumnos hicieran registros de sus observaciones. Después, se presenta un
problema para que el grupo (con la menor intervencion posible del profesor), lo resuelva.
Dicho problema contiene elementos para que los alumnos tengan la oportunidad de extraer

los conceptos explorados.
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La accion del profesor

En cada leccion el profesor tiene cuatro importantes funciones a desarrollar interrelacionadas
entre si, la cuales son:

Guiar. Para que la informacion sea compartida se debe asegurar que cada integrante del
grupo esta participando.

Preguntar. Se hacen preguntas, modela la solucién de problemas, comparte la informacion
con todos los alumnos, lo cual lleva a formularse nuevas preguntas.

Sintetizar. Se realiza una sintesis de la informacion de los conocimientos apropiados y ayuda
para que el grupo identifique la solucion.

Anotar. Se hace constar cual es la informacion importante y la solucion.

2.1.2. Evaluacion inicial

Para la evaluacion del proceso y el uso de las estrategias por parte de los estudiantes en la
solucion de problemas se utilizaron alguns sugerencias propuestas en Estados Unidos de
Norteamérica por la National Council Teachers Mathematics (NCTM)*. Esta organizacion no
gubernamental, fundada en 1920, tiene su origen en el trabajo embrionario de Polya G. (1945) y,

el modelo de la resolucion de problemas propuesto por Alan Schoenfeld (1992).

% NCTM, Standars Tabla 3.1 (1989). Purpose and mathods of assessment.
http://www.enc.org/reform/journals/ENEC2280/nf_280200tl.htm
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Los criterios para evaluar la resolucion de problemas, (ver la tabla siguiete), es una

adaptacion de la agenda para la accion en la década de los 90’s propuesta por la NCTM, (para

ver los criterios completos ir al anexo IV).

Tabla de criterios para la evaluacion:

PROCESO NIVEL 1 NIVEL 2 NIVEL 3
NIVEL BAJO NIVEL MEDIO NIVEL ALTO
requiere la asistencia | Muestra un | muestra un completo
ENTENDIMIENTO | del profesor . entendimiento entendimiento del
DEL parcial del problema. | problema.
PROBLEMA
requiere la asistencia | muestra evidencia de | selecciona 'y aplica
FORMULANDO | del profesor para | un plan y emplea una | apropiadamente la
UN PLAN elegir una estrategia | estrategia la cual | estrategia. Desarrolla
apropiada o aplica | puede o no puede se | diferentes estrategias.
aleatoriamente la | aplicada
estrategia de ensayo- | efectivamente.
error.
proporciona hace errores | proporciona la solucion
SOLUCION DEL | soluciones matematicas correctamente. Muestra
PROBLEMA incorrectas aun con | menores lo  cual | mas de una forma de
asesoria. conduce a | resolver el problema.
respuestas erroneas
0 soluciones
incompletas.
Requiere de | considera sélo con | continuamente
VISION asistencia y | sentido comun la | monitorea lo razonable
RETROSPECTIVA | sugerencias para | razonabilidad de la | de la seleccion de la
determinar la | solucion. estrategia.
razonabilidad de la
solucion.
Explica el | da una respuesta y | realiza acertadamente la
COMUNICANDO | razonamiento en una | empieza a elaborar y | tarea y explica el
LA SOLUCION | forma desorganizada | explicar ~ con  la | razonamiento con
que es dificil de | asistencia del | claridad y coherencia.
seguir. profesor.

Asi mismo, nos apoyamos en los diversos trabajos hechos en México, sobre la evaluacion del

proceso que siguen los alumnos en la solucion de problemas, como es el caso del investigador
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¢Hay un problema mas simple relacionado con el que tu intentas resolver?.
4 Como sabes que lo que has hecho es lo correcto?.
. Qué haces cuando no estas segura del resultado?.

. Coémo le explicarias a tus comparieros lo que estas haciendo?.

2.1.3. Evaluacion final

La evaluacion final se realizé al concluir la etapa de instruccion. Se planteé a los alumnos la
resolucion de problemas algebraicos, de manera individual, de tal manera que pudiera

observarse el proceso que realiza para su ejecucion.

Los problemas planteados cubrieron las siguientes caracteristicas: que su resolucion no
pudiera hacerse en forma instantanea, que la resolucion tuviera diferentes procedimientos
para su solucion, que fuera clara la heuristica empleada por los alumnos en la solucion del

problema y que tuviera elementos para verificar su resultado.
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2.2. Resultados de la evaluacion inicial

Entendimiento del problema

El 65% de los alumnos tienen dificultades para entender el problema y requieren de la asistencia
del profesor para su comprension. Hacen una lectura inmediata del mismo y no se detienen a

leer con cuidado el encabezado.

El 15 % de los alumnos asociaron la informacion del problema con algunas operaciones, pero
mostraron dificultades para pensar en algn plan que les ayudara. De igual manera observamos
que hacen un razonamiento parcial porque presentan una respuesta correcta pero, con calculos

o explicaciones ilegibles o con un procedimiento incomprensible o incorrecto.

El 20 % de los alumnos logran un adecuado entendimiento del problema.

Finalmente, hemos de sefalar que el planteamiento de los problemas en todos los alumnos

contienen informacion como: datos, niimeros, procedimiento, aunque requieren de la ayuda del

profesor.

Formulando un plan

En este aspecto observamos que mas de la mitad de la muestra (58 % de los alumnos) presentan

un nivel bajo. Resuelven casos particulares. Cuando se les presenta un rectangulo con nimeros
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especificos enseguida lo resuelven pero, al ver polinomios las variables se imponen y no logran

generalizar los resultados.

E1 23 % de los alumnos, en este rubro se ubican en un nivel bajo y el 19 % en el nivel alto.

Solucion del problema

En lo que concierne a este aspecto detectamos que el 68 % de los alumnos presentan
deficiencias ya que, atin con la ayuda del profesor no se percatan de procedimientos erroneos.
Para el 18 % de los alumnos solo cuenta obtener la solucion por un método y si este método no
funciona, entonces abandonan el problema. Estos alumnos presentan una respuesta correcta
pero, con calculos incompletos y hay momentos que no justifican la respuesta.

El 14 % de los alumnos presentan una respuesta correcta con calculos y procedimientos

argumentados.

Cabe mencionar que el método mas usado por los estudiantes encuestados fue el abordar el
problema algebraicamente, no emplearon alguna estrategia de aproximacion sucesiva. Es decir,
para resolver los problemas, trataron de simbolizar las variables del problema y establecer las

ecuaciones correspondientes.

Vision retrospectiva

Esta estrategia esta ausente en la mayoria de los alumnos (89 %) de los alumnos y tan sélo una

minoria (11%) las poseen o utilizan en la resolucion de problemas.
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En general los estudiantes no verificaron que las soluciones cumplieran con las condiciones del
problema, tampoco monitorean el curso de las acciones que emprenden en sus intentos de

solucion.

Comunicando la solucion

La mayoria de los alumnos (68%) requirieron de la asistencia del profesor para comunicar la

solucion de los resultados, asi mismo ofrecieron sugerencias pero no ordenadas.

El 20 % de los alumnos contribuyeron con ideas y sugerencias pero en forma cadtica, no
defendieron su idea, es decir, la cambiaron cuando el entrevistador no estaba de acuerdo. Solo
el 12 % de los alumnos alcanzaron el nivel mas alto porgue estuvieron dispuestos a clarificar o

explicar su respuesta, tanto como fue necesario.

Tabla:
Proceso Alumnos
Nivel Bajo Nivel Medio Nivel Alto
N % N % N %
Entendimiento del problema 14 65 3 15 5 20
Formulando un plan 13 58 5 23 4 19
Solucion del problema 15 68 4 18 3 14
Vision retrospectiva 20 89 2 ‘ 11 0 0
Comunicando la solucion 15 68 4 20 3 12
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Capitulo Hll. Aplicacion de la propuesta de intervencion pedagégica

En este apartado se hace una exposicion de los resultados observados del proceso sequido, a lo
largo de la propuesta de intervencion pedagogica en lo concerniente a los conceptos como:

monomio, polinomio, términos semejantes, multiplicacion y factorizacion de polinomios.

3.1. Monomio

A partir de la construccion del concepto de monomio se deriva el concepto de polinomio. Dicho
silogismo no es gratuito; monomios y polinomios sélo son una forma distinta de representacion

de la categoria de variable.

En este-tema especifico de monomios, los alumnos seleccionan las piezas apropiadas y el
color adecuado. Ellos describen la coleccion de las piezas en dos formas; verbalizan en
lenguaje natural y plasman las ideas en simbolos matematicos. Esta actividad ayuda a

identificar las piezas a cada variable.
Introduccion del problema
Se va a entender por monomio a una expresion algebraica formada por niimeros y variables

que no incluye la suma algebraica, los exponentes que aparecen estan elevados a

exponentes positivos. Por ejemplo, 3X2, 1/2ab, 49XY5, Z7, ad, A3, 4.
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Explorando con las piezas geométricas

Les comento a los alumnos que vamos a usar las piezas geométricas para tener una
representacion del concepto de monomio. Se presentan los siguientes ejemplos en el
pizarron usando las piezas geométricas.

Observacion.- Con las piezas geométricas solo es posible representar monomios y
polinomios que excluyen expresiones elevadas a mas de la segunda potencias. Ademas de

que las soluciones se restringen al ambito de los nimeros enteros.

Pieza geométrica Monomio que representa

3X?

4Y?

[=))

XY
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En este sentido le preguntamos al alumno Miguel:

Profr.:

do.:

Ao..

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

“; Qué monomio representan las siguientes piezas
geométricas ?”’;

“6Y27;

“Si sustituimos a la Y por 5, jcudl es el valor del
monomio?”’;

( Después de hacer las operaciones de
multiplicacion en el pizarrdn, contesta) “1507;
“; Cudles materiales me ayudan a resolver el
problema ?7;

“ Las piezas amarillas”;

“; Cudles son esas piezas ?”;

“Estas”;

oDoooooooooooog

(El alumno sefiala donde hay un conjunto de estas
piezas),

“Si cambiamos del problema original Y=1,

¢ podria resolverse de la misma forma?”;

“Si, cambio la pieza azul por una pieza verde”;

“; Puedes presentar otro problema que se resuelva
de la misma forma que se resuelve este ?”;

“Si, 5X*7;

“; Cudles son las piezas que me representa el
monomio que diste de ejemplo ?”;

(El alumno selecciona y muestra estas piezas)
“; Como puedes determinar si tu respuesta es
correcta ?”;-

“Ddndole el valor de uno a la X™.

50




Registrando las relaciones

Cada grupo de alumnos elige una coleccion de piezas geométricas. Registran la coleccion,
bosquejando las piezas geométricas y escribiendo la expresion formando los monomios

empleando todas las variables ( X, X2, Y, Y2, XY) y las unidades.

Los alumnos tratan para diferentes valores de las variables. Por grupo registran, en su
cuaderno de trabajo, las regularidades de cada conjunto de piezas que representan los

monomios.

Informando y exhibiendo

Al final de cada sesion se le solicitaban a un equipo que pasara al pizarron a informar y
exhibir los registros hechos en su cuaderno. Por ejemplo, Leo Alberto, Luis Felipe y Saul

informan y muestran lo siguiente:
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Piezas Expresion simbolica Asignando
geométricas  del monomio que  valores

representa particulares
SiY=7
7Y 49
Si X=9
10X 90

Ensefiando el concepto de monomio.

Se introduce el concepto de monomio en el que se identifica a este como un elemento individual
del material. Es decir, cada pieza geométrica representa un monomio. Se presenta asi, la

oportunidad de sostener un didlogo como el siguiente:

Proft.: “; Que monomio representan las tres piezas rojas
que tienes ahi 7”7;
Ao.: “3XY”;
Profr.: «; Cada pieza que tienes frente a ti que representa 7”’;
Ao.: “Un monomio”;
Profr.: “Dame una pieza”;
Ao.: “Aqui tiene”, (me da un cuadrado verde);
- Profr.: “Pues, lo que ti me has dado es un monomio”;
Profr.: “; A esta pieza como la llamamos ?”’;
Ao.: “Y?;
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Asi, en la solucion del requerimiento se identifica linealmente la pieza geométrica al concepto de
monomio. Con el referente visual o la pieza en la mano, se parte de los sentidos del alumno para

generalizar una variedad de situaciones. En el mismo sentido, tomando el referente fisico, se

pregunta:

Proft.: “; Qué monomio me representa las piezas siguientes
“9, (le proporciono dos cuadrados azules)?;
Ao. 92X

Con la pregunta anterior, también se intenta que los alumnos realicen actividades de conexion
entre la geometria y el algebra. La idea de vincular la geometria con el algebra esta sustentada en
la perspectiva piagetiana en que primero se parte de la etapa concreta para luego avanzar a la
etapa logico-formal. En la etapa simbolica, se espera ver el fruto del trabajo anterior, cuando el
alumno logre realizar los procesos algebraicos sin material de apoyo, como fue en el caso

siguiente:

Profr.: “; Dame un monomio, sin pasar por las piezas,
geométricas?’”’;

Ao.: “3v2”: (El alumno escribe esta expresion en el
pizarron),

Profr.: “Dame ofro monomio, pero que no intervenga las
variables “Xo Y";

Ao.: “3a”.

El paso dado hasta aqui por el alumno no es facil, es lo mas complicado ya que histéricamente
también se ha abordado de tal forma, de la retdrico pasando por lo laconico para llegar a lo
simbolico.Segun Carolyn Kieran, (1995), no fue sino el siglo XVI cuando el trabajo de Diofanto

(250 a.C.) llevo a Vieta (1540-1603) a “ytilizar letras para las cantidades dadas y para las
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incognitos. Se empiezan a expresar soluciones generales y a formular reglas para relaciones

numéricas”¥,

Una de las muy obvias diferencias entre la aritmética y el algebra, por supuesto, es el empleo de
la letra como representante de valores. Las letras también aparecen en aritmética, pero en una
forma completamente diferente al algebra. Por ejemplo las letras "m" y "c¢" se emplean en
aritmética para representar el niumero de metros o el nimero de centimetros. Este cambio

provoca confusion resultando una falta del referente numérico, como es el caso de Almazul:

Profr.. “; Qué significa la "Y" en el siguiente problema
? ”'.
2Y
3Y+5
Profi.. “; Es solamente una letra, o qué es ?”;
Aa. “Es una letra, es algo como 5Y";
Profr.: v Como qué ?";
Aa.: “Puede ser un yate. Pueden ser 5 yates”;
Profi.. “; La “Y” puede ser otra cosa ?",
Aa.. “Puede ser yoghurt ",
Profr.: “; Puede ser lo que empiece con “Y" 7, como
yoghurt, o puede ser otra cosa ?”';
Aa.: “Pensdndole bien puede ser lo que empiece con

“Y”, porque tenemos que ftener una “Y" al
principio de la palabra’.

También es el caso de Eder, quién aunque hace una correcta expresion algebraica pero no

puede verlo como una respuesta propia:

%7 O0p. cit. Kieran Carolyn (1995).
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2X

3X+-5
Profr.. “; Cudl es el perimetro de la figura anterior ?”;
Ao.: “10X + 10, sélo que no se conoce cudnto vale la
((Xn 2y,
Profr.. “; Asi que, la respuesta es 10X + 10727,
Ao.: “No puedo dar una respuesta correcla porque no

1

conozco cuanto vale la “X".

Lo cual muestra, entre otros, que el alumno no tiene conciencia completa de lo que es la

variable, o mejor dicho, tiene una vision restringida del concepto de variable®.

Al principio de nuestra propuesta de intervencion, los alumnos proporcionaban ejemplos en
donde interpretaban el concepto de monomio como variable de una letra evaluada. Veamos un

ejemplo con Juan. La figura siguiente tiene "n" lados, cada lado de longitud 2;

Profr.. “; Cudl es el perimetro de la figura anterior ?”';

Ao.: “No, porque no se cudnto vale la "n”, no puedo
saber cuantos lados tiene la figura, a menos
que...”;

Profr.: “; Qué es eso de “a menos que” ?”; (el alumno
después de hacer algunos trazos y sumas en el
cuaderno continua);

Ao.: “Bien, digamos que nvale 14",

Profr.. “; Como obtienes el 147",

® yrsini Legovich Sonia (1994). Los nifos y las variables. Educacidn
MatemAtica. Vol. 6, N° 3. Grupo Editorial Iberocamérica. México, pp. 90-
108. Aqui Ursini comenta que Kuchemann (1980) identificé seis diferentes
maneras de interpretar los simbolos literales: letra evaluada, letra no
utilizada, letra como objeto, letra como incognita especifica, letra como
namero generalizado y, letra como variable.

177654
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Ao.: “Como te dije necesito saber cuanto vale “n” y, en
el alfabeto la “n” ocupa el lugar 147;

Prof.: “Asi que, ya con eso podemos conocer el
perimetro”;

Ao.: “Si

Profr.: “; Cual es el perimetro ?”;

Ao.: 128"

En las primeras conversaciones sostenidas con los alumnos mostraron una fuerte tendencia a
identificar las "letras" como representantes de numeros. Mas aun, hubo al principio una fuerte
tendencia a identificar las "letras" con niimeros especificos, con valores (nicos, mas que con

valores en general.

En aritmética los simbolos representan cantidades que siempre representan valores Unicos, asi
el valor del nimero "3" siempre representa el mismo valor. Uno de los aspectos observados al
inicio del proceso de instruccion fue que muchos de los alumnos asumen que letras diferentes
deben representar necesariamente valores diferentes. Es decir, muchos alumnos consideran que

"X +Y +Z" nunca puede ser igual a "X + P +Z", como es el caso de Cristina:

Profi.. “La senfencia X + Y o Z = X 1 P+ Z by
verdadera? ”; siempre/nunca/algunas veces,
cuando...;

Aa.: “Nunca serd verdadera’”;

Profr.: “;Nunca?”;

Aa.: “Nunca, porque lendrdn valores diferentes, porque

P tiene un valor diferente al valor dado a Y. Asi
que, nunca serd verdad”,

Profr.. “Asi que, P tiene valores diferentes a 'Y, ; por qué
dices eso 7",
Aa.: “Porque si no tuviera valores diferentes, entonces

usted no pondria P, usted pondria de nuevo la Y. Lo
ve, usted puso una letra diferente porque quiere
poner un valor diferente”;
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Asi, Cristina justifica su opinion. Es un magnifico argumento desde la aritmética, porque es el
primer encuentro que tienen los estudiantes con el algebra. En este sentido, abordé la

ensefianza del algebra como una extension de la aritmética.

3.2. Polinomio

¢Por qué se hizo a lo largo de la propuesta tanto énfasis en la categoria de monomio? Porque
los polinomios se definen en funcion de los monomios, “un polinomio es una expresion

compuesta por sumas o restas de monomios"*. Asi abordamos el concepto de polinomio;

Profr.: “Dame dos objetos”;
Ao.: “Aqui tiene una X y también una Y”;
Prof. “Lo que me acabas de dar es un polinomio”.

Es decir, para empezar un polinomio sera para nosotros mas de una pieza. En clase los
polinomios los empiezo a enseiiar de la siguiente manera; escribe la cantidad que muestra la

siguiente figura:

4° Martinez Ma. del Pilar, Struck Francisco (1997). Matemdticas 2. Libro de
texto. Secundaria. Serie 2000.Editorial Santillana. México p. 92.

57



Las piezas colocadas en la parte superior representan el area negativa. Mientras que, las piezas
colocadas en la parte inferior representan las piezas positivas. Entonces el polinomio que

representa la figura siguiente es: 3X*+ 8 - ()¢ + 3X+13).

Hago énfasis en presentar mas ejemplos para ver los polinomios como suma (resta) de

monomios. En este sentido se exhiben dos ejemplos.

Ejempilo 1:
Polinomio Polinomio en Asignando  Valor del
Con piezas geométricas  expresion simbdlica valores polinomi
Particulares 0
Y22XY+X? Si, Y=1; X=1 4
Ejemplo 2:
3XEH2XY+Y Si, Y=2; X=3 41
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También, el planteamiento de los problemas propuestos fue con intencion de diagnosticar la
construccion del concepto de polinomio, como segmento de poligono. Para que el concepto de
polinomio se amplie a representar los segmentos como monomios. Tal fue la intencion de
trabajar con problemas que hicieran énfasis en ver los polinomios como lados de un triangulo,

formamos la figura siguiente:

sl

Profr.: "¢ Qué nos representa cada lado 77,
Ado.: “Un polinomio”.

Otra forma de presentar a los alumnos el concepto de polinomio, fue el de seleccionar una
muestra arbitraria de las piezas geométricas, para luego identificarlas como un polinomio.

Por ejemplo; “En la figura siguiente, encontrar el polinomio que representan las piezas
colocadas en forma desordenada, luego coloca las piezas en forma ordenada, para finalmente

representar el polinomio en forma simbolica”.
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a) Piezas

geométricas
b) rearreglo y
concatenacion
ooooo
¢) presentacion simbélica 42 +2X+5

La intencién de esta presentacion fue para que los alumnos posean una representacion visual
del concepto de polinomio.
En otro sentido, si el alumno representa simbolicamente el polinomio, se le sugiere que

represente fisicamente el polinomio en cuestion. Es el caso de la alumna Perla:

Profr.: “; Qué es un polinomio para ti ?”;

Aa.: “Es la expresion de una forma”;

Profr.: “; De que forma ?”’;

Ao.: K+Y X-2,+2X2+2X+17;

Profr.: “; Cémo representamos esos polinomios con las

piezas ?”; (La alumna primero me da los polinomios
simbélicamente y, luego selecciona las piezas
geométricas para representar los polinomios
acertadamente).
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Después de plasmar el polinomio de diferentes formas, planteo el siguiente problema a la

alumna Urania:

Profr.:

Ado:

Ao:

Profr:

Ado:

4o

Profr:

Ao:
Prof:

Profr:

Ao:

Ao

Profr:

Ado.:

Pré)'fr. :

Profr.:

Pr(')ﬁ*:

Profr:

Profr:

“; Qué representan las siguientes piezas ?”; (Se
realizé la distribucion en el pizarron):

“Un polinomio™;
“; Cémo organizas las piezas ?”;
“Junto las piezas iguales, asi”;

“; Hay un problema mds simple relacionado con
el que ti intentas resolver ?”;

“Si. Quitdndole piezas”;

“; Puedes obtener la solucién de otra forma ?";
“Dando valores a las piezas”;

“; Puedes escribir otro problema que pueda ser
resuelto empleando la misma aproximacion que
empleaste para resolver este problema ?”;

7] Sl v’.

“; Cémo, cudl ?”; (El alumno fomo otras piezas
que representan otro polinomio);

“Si, al problema original le agregamos mds
piezas, ; Podria resolverse ?”’;

“Si”;

“¢ Por qué ?”;

“Porque es otro polinomio mds grande”;

“;Que aprendiste al resolver este problema?”;
“No sé”;

“Que es un polinomio es un conjunto de piezas
diferentes”;

“; Los polinomios se representan sélo con las
letras X, Y ?7;
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Ao.: “Con cualquier letra”;

Profr.: “; Hay problemas mds simples relacionados con
el que resolviste” ?,

Ao.: ( El alumno no contesta );

Profr.: “;, Qué hace a este problema facil”?;

Ao.: “Que usamos las piezas”.

Alo largo de la propuesta, se traté de fomentar la estrategia para encontrar la analogia con
otro problema mas simple.
En varias ocasiones los alumnos comentaron que estaria bien les permitieran usar las piezas

en los examenes en sus escuelas.

3.3. Términos semejantes

Para nosotros el concepto de términos semejantes es muy simple; términos semejantes son

piezas iguales.

Al comprender el concepto de término semejante se supero un problema muy comin en el
grupo. Al inicio del curso los alumnos igualaban X*=2X o, X*=2+X. Se argumenté visualmente que

eso era imposible pues, observando las piezas tenemos que son objetos diferentes:

2X

Al final del curso, los alumnos construyeron lo que entendimos por "término semejante”, como

se observa con Perla:
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Profr.: “En la mafiana un nifio me dijo que 2X era igual a
X2 tu, ; qué opinas ?”;

Aa.: “Es falso”;
Profr.: “; Por qué ?”;
Aa.: “Porque no son las mismas piezas”.

Otro error de los alumnos se percibi6 en la creencia de que la siguiente sentencia es vélida: (X +
512 = X2 + 25, Nuevamente, para que superaran el error se les tuvo que presentar el referente

fisico:

De nuevo se us6 un argumento visual para dar una respuesta convincente de que ambos
polinomios no son iguales.

Otro caso similar al inicio de las sesiones, se observé en varios estudiantes que asociaban 4X +
7Y, a la simplificacion 11XY.

Asi, mediante referentes fisicos se les hizo ver que eso es un error, pues, no se puede mezclar 4
piezas azules con 7 piezas verdes. Para salir del error, el referente fisico es contundente:

El polinomio 4X+7Y, se representa con las piezas, asi:

Mientras que el polinomio 11XY se represnta asi:
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Con lo cual se muestra visualmente que es imposible que sea cierta la igualdad 4X+7Y = 11XY.

3.4. Multiplicacién de Polinomios

La definicién de algebra cominmente se le concibe como una extension de la aritmética, sin
embargo esto no siempre ha sido asi%.

En nuestra propuesta la construccién gradual de los conceptos algebraicos, se inicia via la
aritmética. Por ejemplo, los alumnos pueden moverse desde la representacion de la

multiplicacién de (5)(5), con las piezas geométricas, como se muestra en la figura siguiente.

En donde los factores se encuentran en el xterior de la escuadra y, el producto esta en el
interior de la escuadra.

Con una idea analoga, se multiplica en algebra. Como lo hemos visto, el resultado de cualquier
multiplicacién se puede mostrar como un rectangulo. Esto es porque, para un rectangulo,

area= largo por ancho.

5 gmith S., Randall I. Dossey I. (1992). Algebra. Antes de Descartes "el
dlgebra y la geometria eran ramas independientes de las matematicas".
Addison Wesley Iberoamérica, México, p. 314.
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Ahora, en el terreno algebraico, se procede a dar un ejemplo de la multiplicacion de los

polinomios (X+5)(X+Y), empleando las piezas geométricas, haciendo el siguiente arreglo:

a)

La expresion anterior se procede a explicar de la siguiente forma:

iCual es el factor de la multiplicacién que se encuentra a un costado y al exterior de la
escuadra?; (X+5). ;Cual es el factor de la multiplicacion que se encuentra arriba y al exterior de
la escuadra?; (X+Y). ¢Cual es el largo y ancho del rectangulo formado en el interior de la
escuadra?; (X+5, X+Y). ¢ Cual es la multiplicacion que se muestra en las piezas?; (X+5)(X+Y).
Ahora se explica graficamente la formacion del rectangulo en el interior de la escuadra de la
forma siguiente:

b) ¢Cual es el producto de X por X?

¢) ¢ Cuadl es el producto de X por Y?
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d) ¢ Cuél es el producto de 1 por X?

e) Al repetir esta operacion 4 veces mas obtenemos la figura:

f) ¢ Cuél es el producto de 1 por Y?

Al realizar la operacion cuatro veces mas, obtenemos la figura del inciso a).

Durante la multiplicacion de polinomios se presentd la problematica de la division entre cero. Es

el caso con Samuel:
Profr.: “; Cudl es el resultado de 5 entre 0 (5+0) ?7;
Ao.: “Cero”;
Profr.: “; Cudl es la estrategia que empleaste para resolver
el problema ?”. (El alumno no responde);
Profr.: “; Estas seguro de que tu respuesta es correcta ?”;
Ao.: “Si”;
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Profr.: “; Puedes plantear un problema igual al anterior
PEIR

Ao.: “807;
Profr.: “; Cémo sabes que la solucion es razonable ?”;
Ao.: “No”.

Entonces viene la explicacion, se retoma el ejemplo de 5/0.

Es falso que 5/0 sea cero. Porque es como afirmar, empleando las piezas geométricas, que es
posible formar un rectangulo que tenga de area 5 unidades cuadradas y de ancho cero unidades

por cero unidades de largo. Es decir, es falso que, 5= (0)(0).

Se Tiene, también un argumento con las piezas geométricas. Visualmente es imposible formar

una figura como la siguiente:

En donde el area es 5y el perimetro es cero.

Mas tarde, se observa una asimilacion de estrategias para resolver problemas que se muestra,
cuando nuestros alumnos emplean diferentes estrategias metacognitivas. Como es el caso de
Cristina. Quién resuelve el problema de la multiplicacion de polinomios de la forma en que se

desarroll6 en el salén de clases durante el proceso de instruccion.

Profr.: “;puedes hacer la multiplicacion (X+1)(X+1)?”;
Aa.: Si;
Profr.: ( La alumna selecciona las piezas y forma con la

ayuda de una escuadra la figura siguiente ):
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Profr.: “En el interior de la escuadra,
¢ qué formaste: un cuadrado o, un rectangulo ?”’;

Aa.: “Un cuadrado ™,

Profr.: “; Qué piezas son las que formaron ese cuadrado
?»;

Aa.: “X2+2X+17;

Profr.: “; Cual es el resultado de multiplicar (x-+1)(x+1)
?n;

Aa.: “X2+2X+ 17

Antes de entrar al anélisis metacognitivo, las acciones ejecutadas por Cristina dan paso a dos
actividades canonicas siempre involucradas en la solucion de multiplicacién de polinomios; a
saber: a) hacer un rectangulo (cuadrado) usando un conjunto apropiado de piezas geométricas;

b) para cada rectangulo, se escribe la multiplicacion (largo)(ancho) = érea.

"Hacer un rectangulo” es una sugerencia que todos los estudiantes pueden entender una vez

que se den dos lados del rectangulo.

Hasta aqui, la alumna ha recorrido 3 fases metacognitivas en la resolucion de los problemas de
acuerdo a las propuestas de Polya (1957), Schoenfeld(1992); a) entendimiento del problema; la
alumna lo concibe como un problema relacionado al perimetro y area; b) plan para la solucion;
selecciona las piezas adecuadas y toma la pieza auxiliar (escuadra) como elementos -lo comenta

verbalmente- a considerar que le apoyaron para solucionar el problema, anticipa la solucién; c)
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solucion del problema; realiza el arreglo necesario para formar el cuadrado y posteriormente

plasma la solucion en simbolos del problema.

El problema resuelto con las piezas presenta un modelo fisico para ayudar a los estudiantes a
llevar un plan progresivo, cada modelo fisico representa un cuadrado o rectangulo. Pero no es
solamente el proposito de usar piezas geométricas para conceptualizar las categorias del
algebra y resolver el problema, sino es un foco para concentrarnos en discusiones mas teoricas
como la estrategia de retrovision fundamental en la perspectiva metacognitiva; es hacer

conciencia sobre la solucion del problema, como es el caso, continuamos con el anélisis de la

entrevista con Cristina.

Profr.: “; Qué pasa si no me gustan esas piezas y pongo
otras ?, por ejemplo, quito esta "X" y pongo esta
"y" Es, ¢ correclo, falso o que sucede ? "

Aa.: “Falso’’;

Profr.. “; Por qué ?”, (tomando como referencia la figura
anterior);

Aa. “Porque es "Y"y no da el resultado correcto”;

Profr.: “Yo puedo poner las piezas que yo quiera”;

Aa. “Si. Pero, por ejemplo, habia puesto (X+1)(X+1) y
el resultado no lleva una Y,

Profr.: “Entonces le puedo poner otras piezas”;

Aa.: “No se pueden agregar’,

Profi.: “s Por qué ?’';

Aa.: “Porque no seria el resultado correcto y aparte se

sale de los limites”, ( le sefiala al profesor que se
sale del perimetro el drea con la pieza agregada y
eso visualmente ya no tiene sentido).

Se observa claramente que Cristina no vacila en contestarme que el profesor esta equivocado al
agregar mas piezas u ofra pieza que no corresponde a la variable en cuestion; esto es Cristina

tiene un argumento visual para establecer la estrategia de retrovision, de monitoreo continuo en
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la accion que realiza. Estrategia que no encontramos en el pretest realizado por Cristina. Ella nos
proporciona argumentos geométricos para verificar el producto algebraico. En la propuesta

relacioné continuamente el algebra con la geometria. Continuamos con Cristina.

Profr.: “Ll producto de (X+1)(X+1), ¢ donde esta
representado en la figura ?"'
Aa.: “El area’.

Trato ain mas, de indagar si ha interiorizado el concepto. Por ello le planteo la siguiente

disyuntiva:

Profr.. “En la otra clase, Farina nuestra compariera, nos
dijo que si cambidbamos el orden de las piezas que
ya no era el mismo producto,  tii que opinas ?”";

Aa. “Si, es el mismo producto”;

Profr.. “i Porqué 7

Aa. “Porque nadamds se cambiaron de posicion”;

Profr.: “; Qué se observa con el drea ?, ; cambia, es mds
pequefia, es mds grande ?";

Aa. “Es la misma”;

Profr.. “; Porqué?”;

Aa.: “Porque nadamds las cambiaron (las piezas) y no
cambid su resultado’”;

Profr.: “ Es la misma multiplicacion ?

Aa. “Si, la misma”.

Cristina estuvo siempre segura de si misma, insisti tanto porque estoy convencido de la
propuesta para aprender la multiplicacién con piezas geométricas es una buena alternativa muy
poderosa si se sabe emplear adecuadamente. A través, de la entrevista Cristina estuvo siempre

segura de si misma, la comunicacion entre profesor y alumna fue fluida, el elemento fisico y
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geométrico nos dio argumentos para discutir la representacion simbolica de la solucion de la
multiplicacion (X+1)(X+1).

Indudablemente las piezas manipulativas tienen un papel que jugar, haciendo mas atractivo el
modelo de aprendizaje algebraico y la comunicacion entre profesores y alumnos. En la alumna
Cristina, la retroalimentacion entre la presentacion geométrica con la simbdlica ayuda a ellaenla
construccion significativa del producto entre polinomios, mientras que, en el pretest no hubo
argumentos similares.

Vamos a observar como se apropio de la propiedad distributiva la alumna Cristina:

Profr.. “El resultado de multiplicar (X+1)(X+1), ¢ a qué es
igual 2”7
Aa: “XP+2X+ 17

Pero lo mas importante aqui es ver el proceso que empled Cristina para resolver el problema. En

graficas se bosqueja secuencialmente en la siguiente figura.
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Cristina en el inciso a) coloca las piezas que representan los factores a multiplicar. En el inciso
b) se coloca el cuadrado que representa el area de la multiplicacién de X por X. Andlogamente,
en los incisos ), d) y e) Cristina coloca las piezas que corresponden a la multiplicacion de X por

1, 1 por Xy, 1 por 1 respectivamente.

implicitamente Cristina emplea la estrategia de dividir el area total en subareas para monitorear

visualmente su avance y, lleva un control del proceso de solucion del problema. Al descomponer
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el 4rea en sus partes mas fundamentales disminuye la opcion de ensayo-error, pues, cada pieza
unitaria se ajusta a su espacio correspondiente.

En la solucién de problemas que involucra a la multiplicacion siempre se hace uso de la
distributividad, haciéndola emerger como una propiedad fundamental en el algebra.

Veamos que ocurri6 con otro estudiante, es el caso de Esteban:

Profr.: “Vamos a multiplicar (x+5)(x+5)”;
Aa.: ( El alummno formé la siguiente figura );
I  ERERR

Profr.: “Los factores de la multiplicacion son, / el
perimetro o el drea ?”’;

Aa.: “El perimetro’;

Profr.: “; Cudl es el drea del rectangulo ?”’;

Aa.: “X2+ 10x + 257

Resolvié el problema Esteban apoyado en la interpretacion fisica, luego geométrica y finalmente

simbélica del problema.
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3.5. Factorizacion de polinomios

En la materia de matematicas, la factorizacion es un tema central en el programa oficial de
estudio. Ademas, es un concepto fundamental que presenta el caracter reversible de la
multiplicacion. La factorizacion primero, constituye una revisién critica de la ley distributiva de la
multiplicacion, la asociatividad y la conmutatividad. Segundo, es fundamental porque no es
automatico el algoritmo de la factorizacion, para la factorizacion se requieren de procesos
heuristicos. Si los estudiantes no interiorizan el concepto de la factorizacion, ellos no construyen
un entendimiento completo de la multiplicacion y las leyes de asociatividad, conmutattividad y

distributividad.

Dado que la tendencia de la escuela matematica es desplazarse desde la memorizacion de
algoritmos al entenclimiento conceptual. En la intervencion pedagogica, el fenémeno de la
factorizacion fue presentado bajo el siguiente esquema candnico: Si, en la multiplicacién los
factores que proporcionamos representan el perimetro del rectangulo (cuadrado) y lo que se
busco fue el area. Ahora, en la factorizacion el proceso es el inverso al de la multiplicacion, dado
el area encontrar el perimetro del rectangulo. O sea, vamos a identificar en una figura el

perimetro de la misma con la factorizacion del polinomio.

La factorizacion, como concepto, debe enfatizar en la reversibilidad, como una habilidad para

reestructurar la direccion de un proceso mental, desde un pensamiento directo hasta un

pensamiento inverso.
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La factorizacion algebraica tiene su representacion en la aritmética, cuando decimos; dado el
nimero 12, encontrar dos nimeros que multiplicados entre si, nos den el 12. Pueden ser
entonces: 12 = (3)(4); 12 =(2)(6); 12 = (1)(12); 12 = (3)(2°).

De donde, tomemos por ejemplo el polinomio 9X*+ 6X+1, lo equivalente en algebra es, hacernos
la pregunta: encontrar dos polinomios que multiplicados entre si, nos den de nuevo el polinomio
X2+ 6X+1.

Con el uso de las piezas se procede asi:

a) colocar las piezas que constituyen el polinomio 9X2+6)X+1 en el interior de la escuadra:
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b) Ordenar las piezas de tal forma que se forme un cuadrado .

c) Colocar las piezas arriba y a un costado de la escuadra, asi:

d) El resultado es, las piezas colocadas como factores en el exterior de la escuadra, es decir:

(3X+1)(IX+1).

Veamos un caso especifico, de como Eder interiorizé el concepto de factorizacion.

Profr.: “Vamos a factorizar empleando las piezas
geométricas X*+5X+6”;

Aa.: “Ya esta profesor”;

Profr.: “; Cudl es el resultado ? 7,

Aa.: “Es (X+2)(X+3)";

Profr.. “; Por qué es ese resultado ?, ; puedes explicar tu
plan ?.

Para explicar su plan, Eder realizé las siguientes
etapas con las piezas para resolver el problema’:
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Para describir la estrategia empleada por el alumno, se va a explicar la gréfica. Eder en el inciso
a) coloca en el interior de la escuadra las piezas que constituyen el polinomio a factorizar, en un
principio las piezas tienen una presentacion cadtica. En el inciso b), ¢) y d) organiza
paulatinamente las piezas para darle forma al rectangulo. En el inciso ) Eder coloca las piezas
en el exterior de la escuadra, las cuales constituyen el resultado buscado. La siguiente pregunta

es con la intencion de verificar la respuesta.

Profr.: “En la figura, cuando realizas la factorizacion,
cestas encontrando el drea o el perimetro?”;
Ao.: “El perimetro”.
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La siguiente pregunta es trascendental, porque es una muestra de que se logré alcanzar la etapa
simbélica para Daniel para llevar a cabo él la solucion del problema no requirié necesariamente

tener frente a su vista el referente fisico.

Profr.: “; Se puede hacer de otra forma ?”;

Ao.: “Hay que buscar dos nimeros que multiplicados
den 6y, sumados den 5”;

Profr.: “; Qué diferencia hay entre la multiplicacién y la
factorizacion ?”’;

Ao.: “En que si multiplicamos sale el drea y si
factorizamos sale el perimetro del drea”;

Profr.: “Si tii fueras el maestro, ; como explicarias a los
alumnos la factorizacion ?”’;

Ao.: “Pues que busque dos niimeros que multiplicados
den 6 y que sumados den 5”7;

Profr.: “; No necesitas hacerlo con piezas y rectdngulos
9,

Ao.: “No”.

De tal suerte que la respuesta navega en el momento simbélico.

Asi, el alumno infiri6 el algoritmo, dandole un significado independiente de la geometria.

Ahora, mediante el siguiente ejemplo, veremos que Daniel tiene elementos de monitoreo para

realizar una vision retrospectiva.

Profr.: “factoriza el polinomio X*+6X+9”;
Ao.: ( El alumno realiza la siguiente figura ).
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Profr.:
Ao.:
Profr.:

Ao

Profr.:

Ao.:
Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

“; Cudl es el resultado ?”;

“(X+3)(X+5)";

“Si cambiamos el orden y colocamos las piezas

( El profesor coloca las piezas de la forma anterior

)’.

“; Escribe el nuevo resultado ?”;

“Pues, es el mismo”;

“; Por qué es el mismo ?”’;

“Porque son las mismas piezas”;

( El profesor hace la misma figura anterior pero,
ahora agregdndole mas piezas ):

-

“El resultado no es igual porque se pasa del

perimetro”;

“; Por qué no le agregas mds

piezas ?”7;

“Se sale del perimetro”.
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Veamos si Daniel logro superar el obstaculo clasico: "yo lo sé, con X's, pero, con m's no me lo

ensefiaron”;

Profr.:

Ao.:

“; Factorizar m*+10m~+21 ?";
( el alumno con destreza realiza la siguiente figura ):

“; Cudl es el resultado ? 7,

“(mt7)(m+3)”;

“; Por qué es ese el resultado ?”;

“Porque vendrian siendo dos lados del perimetro de
la figura de adentro”;

“Estamos diciendo que esta pieza

es X. Ahora me dices que es m. ; Como esta eso ?”;
“Porque le puedo dar el valor de cualquier letra”™;
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Profr.: “También hechos dicho que esta pieza

es X2 Y, ahora me dices que es m””.
Ao.: “Porque también le puedo dar el valor de cualquier
letra™.

Con ello nos muestra Daniel que ha alcanzado un nivel alto de generalizacion de variables
desligado del contexto.
El siguiente problema fue con la intencién de asignar a las piezas geométricas la letra que mas
nos guste. A la vez que, resaltar el caricter experimental de las piezas geométricas.
Profr.. “Daniel y, si yo en lugar de usar las piezas azules,
uso las piezas verdes, ; qué pasa con la

factorizacion ?; ; seria la misma, diferente, erronea
2, th ; qué opinas ?”’;

Ao.: “No se puede”

Profr.: “Vamos a intentarlo”, ( El profesor le proporciona
las piezas );

Ao.: ( Nuevamente, con destreza el alumno realiza con

las piezas la figura siguiente ):

Profr.: “Ya viste que si se podia”;
Ao.: “St se puede”.
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3.6. Comentarios globales acerca de los dialogos

En sintesis, del analisis global de los dialogos, se constato que los alumnos al inicio de la etapa
geométrica se limitaban a la estrategia de "ensayo-error”, lo que refleja que conciben el
problema algebraico desde una perspectiva de proceso. Aunque en esta situacion los
estudiantes no tienen aiin el control total sobre el resultado de las transformaciones realizadas

en la expresion algebraica.

Por el contrario, después de la intervencion pedagogica, las estrategias seguian aumentando,
por ejemplo, aplicaban la estrategia de anticipacion al concebir el area total como subareas y a
partir de visualizarlas, proponen, a manera de hipotesis, una expresion algebraica para

representar esas transformaciones.

Esta ampliacion de estrategias, con la cual se avanz6 en la comprension de las relaciones entre

la grafica y la expresion algebraica, fue posible por el apoyo visual de las piezas geométricas.

Después de la intervencion, los alumnos manifestaron su creencia de que habian comprendido
aspectos importantes del algebra. Esto nos ha motivado para continuar experimentando sobre la
relacion existente entre el lenguaje natural y el material concreto para interiorizar los conceptos

&

algebraicos en la ensefianza del algebra.
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Conclusiones

Del analisis realizado sobre los datos obtenidos de los didlogos y las entrevistas, es posible
contar con un panorama general sobre la situacién que presentan los alumnos de una Escuela
Secundaria General. Podemos decir que la experiencia abre nuevas inquietudes, nuevas
preguntas, que habra que disefiar nuevas investigaciones, y proseguir la bisqueda para ofrecer

mejores programas de educacion basica.
Evaluacion inicial

Como puede apreciarse en la observacion al pretest y las entrevistas de tipo clinica realizadas al
principio de la intervencion pedagdgica, se percibe en los alumnos la falta de estrategias en la

solucion de problemas.

En la evaluacion inicial el 65% de los alumnos tienen dificultades para entender el probliema. El
58% de los alumnos no presentan estrategias de planteamiento del problema. Dos terceras
partes de los estudiantes requieren de la asistencia del profesor para comunicar la solucion.
Mientras que ningln alumno presenta estrategias de monitoreo para verificar continuamente la
respuesta. En el mismo sentido el 68% de las entrevistas explica su razonamiento de una forma

desorganizada que es dificil de seguir.

Se observa en el pretest que la actividad metacognitiva empleada por los alumnos favorece
primordialmente el método algebraico, es decir, no conocen otras estrategias para abordar los

problemas.
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El hecho de que los estudiantes a ingresar a 3er. grado de secundaria no presenten indicios del
uso de estrategias metacogpnitivas en la solucién y representacion de un problema planteado, es
sin duda, un elemento en el que hay que poner especial atencion, puesto que indica que los
grados previos no han tenido los resultados esperados, no solo en el aspecto de conocimientos

especificos, sino en el desarrollo conceptual de los estudiantes.

La concepcion de los alumnos sobre el algebra

Los alumnos presentan una desarticulada idea del algebra, respecto a la aritmética y la
geometria. El conjunto de ideas externadas por los estudiantes, nos permite inferir como lo
menciona Santos Trigo (1997)5, que los alumnos poseen un esquema mecanicista sobre las
representaciones algebraicas. Asi, el &lgebra al estar fraccionéda de los otros campos de la
matematica limita al estudiante la asimilacion y acomodacion de los elementos que le permitan
realizar la conexion para contar con una representacion coherente del algebra. De hecho, se
genera en los alumnos una comprension parcial del concepto de variable en el terreno
algebraico y, se concibe el algebra como una materia desligada de los ciclos escolares

anteriores.

Sobre el estado actual de la ensefianza del algebra

Es evidente la falta de relacion con la que se tratan los temas algebraicos en el aula. Por ejemplo,
la multiplicacién de polinomio, que implica el binomio al cuadrado, se ensefia aprendiendo de

memoria, sin justificacion alguna, una regla.

5 Op. cit. Santos Trigo (1997).
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En cuanto a las representaciones visuales del algebra, no se favorece una vision del algebra
ligada al lenguaje natural. Negando asi, la construccion socialkde la matematica. Tampoco se
hacen relaciones que permita al alumno tener una idea de sus dimensiones espaciales, asi como
de las ideas explicitas entre variable y polinomios. Esto genera que la multiplicacion y
factorizacion de polinomios sean temas tratados de forma independiente entre si. Pues, se

queda oculto la relacion explicita entre la aritmética, el algebra y el lenguaje natural.
De los resultados obtenidos

Durante la intervencion los estudiantes tomaron conciencia de que la matematica es una
disciplina que admite diversas soluciones a un cuestionamiento y que es fundamental
argumentar las respuestas y contrastarlas con las de otros compaiieros, antes que ofrecer sélo

un dato numérico como resultado.

Al tratar con situaciones que involucran conceptos de multiplicacion y factorizacion de
polinomios. ¢Hasta qué grado los estudiantes exhibieron consistencia en el uso de sus
estrategias para resolver problemas?. Esta es una pregunta fundamental que necesita ser

discutida en términos del trabajo de los estudiantes.
Se observo que los estudiantes, en general, usaron las estrategias de planeacion, anticipacion y

vision retrospectiva. Al proporcionar estrategias metacognitivas para la solucion de

problemas. El material concreto ayuda a los alumnos a controlar su proceso de aprendizaje.
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Es importante mencionar que las actividades instruccionales motivaron a los estudiantes a

trabajar como parte de un grupo.

También, cambi6 la actitud de los alumnos hacia la matematica ya que con las piezas regulan
y dirigen la accion en la resolucion de problemas algebraicos, al concebir el algebra como

una extension de la aritmética.

Es decir, en cada alumno se notaron avances cognitivos muy importantes después de la
intervencion pedagdgica. Por ejemplo, se observa la presencia en el postest de procesos en la
solucion de problemas como: formulando un plan, la vision retrospectiva (estrategias que no se

observan en el pretest) y, una notable mejora en la comunicacion de la solucion.

Mas adn, en la observacion del postest y ia entrevista de tipo clinica durante el mismo, los
alumnos después de la intervencion pedagdgica mejoraron en los aspectos; a) aparte de la
representacion simbélica para resolver los problemas se emplearon otras estrategias en la
solucion de estos, b) se hizo uso de elementos geométricos para verificar con otra
representacion la solucién a los mismos problemas, c) se apropiaron de las estrategias sobre la
planeacion y la vision retrospectiva, ademas de mejorar notoriamente la comunicacién de la

solucion.

En las entrevistas realizadas como postest, se observa un avance al pasar de un conocimiento
menos elaborado a otro mas elaborado. Pues los alumnos fueron conscientes del proceso
mental seguido ya que se refirieron al conjunto de operaciones que se encargan de gestionar los

conocimientos de distinta naturaleza que interviene en la realizacion de los problemas
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algebraicos, es decir, los alumnos clasificaron datos, compararon soluciones, encontraron
diferentes representaciones en la solucién de un mismo problema; usaron tablas, diagramas y

listas sistematicas, lo cual muestra que el proceso de aprendizaje fue consciente.

Algunas sugerencias después de la intervencion pedagogica

La observacion global que podemos anotar respecto a este proceso de intervencion es que la
actividad docente en un curso de algebra en secundaria debe realizarse sobre bases mas
solidas: comprension de conceptos algebraicos apoyados en procedimientos geométricos y
sustentados en esquemas de razonamiento adecuados a los requerimientos de los alumnos, en

un contexto motivante que permita el desarrollo de la actividad metacognitiva.

Como resultado de nuestra intervencion pedagogica, se exponen algunas formas que se
consideran pueden contribuir al mejoramiento de la ensefianza y el aprendizaje del algebra, en

los temas de suma, resta, multiplicacion y factorizacion de polinbmios.

. Establecer las relaciones de las operaciones algebraicas con la geometria y la aritmética.

«  Plantear redes o mapas conceptuales que le permitan al estudiante relacionar los procesos
del algebra a todos sus niveles con el lenguaje natural.

- Promover una actitud y un medio ambiente adecuado para que los alumnos puedan
emplear argumentos visuales en la resolucion de problemas algebraicos y estrategias en
la solucion de problemas como: ensayo-error, aproximacion, anticipacion y vision
retrospectiva. Poner al estudiante en contacto con representaciones visuales que

favorezcan la construccion de nociones.
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Recomendaciones didacticas.

Entre los objetivos fundamentales en el aprendizaje de las matematicas, se encuentra el que los
estudiantes desarrollen diversas estrategias que les permitan entender el contenido matematico,
y aplicarlo en la resolucién de diversos problemas. En el presente estudio se analizaron las
estrategias que emplean los estudiantes que han cursado dos afios de algebra en la secundaria.
En general, los resultados muestran por un lado que, al principio experimentaron los estudiantes
serias dificultades en las distintas fases del proceso de solucion de los problemas. Mientras que
por el otro lado, al final de la intervencion pedagogica los estudiantes alcanzan claramente
visualizar el proceso de solucion de problemas que desarrollaron en tres etapas: la concreta,
geométrica y finalmente simbélica. Los alumnos que participaron en la propuesta de
intervencion pedagogica poseen, por ejemplo, estrategia que les ayudan a monitorear los
procesos de solucién, y si evaluan el sentido o pertinencia de la solucion del problema. Ademas,
es importante que en el proceso de solucion los alumnos presentaban diversos métodos y

representaciones de solucion.

Los resultados dejan ver que los estudiantes con la manipulacion de las piezas geométricas
hicieron de la matematica una disciplina experimental donde el estudiante observa, descubre,

conjetura, y estudia patrones geométricos.
A) Elementos a favor en el uso de las piezas geométricas manipulables

Discurso. Las herramientas también facilitan la transicion del formato de la clases en donde solo

existen el pizarron, gis y "formulas”, hacia el interior de un’ desarrollo del aprendizaje, la
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resolucion de problemas en donde el trabajo en conjunto son las normas. No son solo las piezas
geométricas objetos para pensar, también son objetos de los cuales hablar. En lugar de que la
autoridad del maestro sea la (inica base para corregir. Las herramientas hacen posible para los
estudiantes el usar el razonamiento y la discusion, como una sélida referencia para juzgar la

validez de las afirmaciones de la multiplicacion y factorizacion de polinomios.

Las piezas geométricas tienen un caracter exploratorio, con lo cual no tiene sentido que el
profesor use las piezas manipulables en una sola linea; "hazlo como yo digo”. Es més efectivo
usar las piezas geométricas como un marco para la resolucion de problemas, discusion,
comunicacion y reflexion. Las limitaciones del modelo manipulativo al menos genera la chispa

para algunas discusiones en clase.

independencia. A medida que los estudiantes trabajan con las herramientas por un tiempo
considerable y desarko"an mas y mas el entendimiento de los conceptos del algebra. Ellos
tienen menos necesidad de herramientas seguras (tales como piezas manipulables o
diagramas), las cuales sirven solamente como un puente hacia el entendimiento de ideas

abstractas.

Las piezas geométricas manipulables deben ser un complemento, no un sustituto de otras
representaciones. En particular, las representaciones graficas, la lista sistematica, la estimacion,

etc., son extremadamente importantes.

El uso de piezas geométricas no esta en oposicion a otras alternativas. Asi, los estudiantes son

mas independientes, y por lo tanto, seguros de si mismos.
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La funcion de las piezas manipulables en el plan de estudios es ayudarnos a ensefiar el algebra
de una forma mas profunda. Algunas veces en nuestro fervor por usar las piezas manipulables,
perdemos de vista el hecho de que son medios para un fin, no un fin en ellas mismos. Observé
en los alumnos que hay un punto en el cual ya las piezas geométricas les estorban; la pregunta
central es sen qué momento debemos quitar las piezas manipulables y empezar a trabajar
solamente con simbolos?. Algunos alumnos estan ya cansadps de las piezas geométricas y
ellos las hacen a un lado, las desecharan. Al final de las cuarenta y cinco horas de propuesta de
intervencion pedagogica, al plantear un problema algunos alumnos me preguntaban “como
quiere que resuelva el problema con las piezas o sin las piezas”, -sin las piezas replicaba yo- los

alumnos decian: "que bueno porque ya me enfadaron las piezas”.

B) Inconvenientes del uso de.piezas geométricas

Las piezas geométricas no son la "solucion magica" a los problemas en el terreno algebraico
que algunos profesores le puedan asignar. El poder de las piezas manipulativas no puede ser
usados efectivamente sin una adecuada preparacién del profesor. Las piezas manipulables no

hacen "facil” a las matematicas, y los profesores necesitan aprender como usarlas.
Cuando los alumnos alcanzan un nivel sofisticado de manipulacion de las piezas, pueden dar la

imagen que entienden bien los conceptos algebraicos pero, no olvidar que las piezas sélo son

un pretexto para llegar a la etapa simbolica.
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La atencion debe ser puesta en ayudar a transferir lo que los alumnos saben con las piezas
manipulables a otras representaciones, incluida la simbdlica, numérica, etc. Recordar que la

transferencia no se da espontaneamente.

Finalmente existe el peligro de que el uso de piezas geométricas “fije” al alumno solamente al
momento concreto. Es decir, si no se emplean adecuadamente las piezas geométricas o se
abusa de ellas, el uso de modelos concretos puede ocultar lo que se pretende ensefiar. Los
modelos con piezas geométricas pueden anclar a los estudiantes a un contexto concreto y a
progresar dentro de este contexto, demorando la construccion de la sintaxis algebraica.
Encontramos que las intervenciones de ensefianza eran cruciales para ayudar a los estudiantes

a progresar desde el modelo concreto hasta la construccion de nociones algebraicas®2.

Esta alternativa de ensefianza es un camino donde todavia queda mucho por explorar y donde
los maestros podemos aprender y aportar mucho. Donde la memoria no es el principal requisito

para aprender, sino que se conjugan y desarrollan varias estrategias del alumno.

Creemos que una aproximacion como la esbozada aqui es promisoria para abordar problemas
educativos importantes relacionados con el bajo rendimiento escolar de la materia del algebra.
Se trata de dotar a los alumnos de repertorios autorregulatorios mas amplios y flexibles para que
puedan autodirigir su aprendizaje y confrontar mas competentemente algunos retos
cognoscitivos y comunicativos que se les presentan. Esta aproximacion, ademas de abordar

problemas educativos importantes ya existentes, puede servir de trabajo preventivo para
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contribuir a disminuir problemas potenciales en esta area, sobre todo si es empleado por los

propios maestros como parte de su practica cotidiana.

Lo que si estamos seguros es que la propuesta presentada aqui no produce més problemas de
los que resuelve y, vale la pena explorar su potencial. En éste campo existen muy pocos

estudios en México y las posibilidades de investigacion y aplicacion son ricas y diversas.

2 En el mismo tenor publican resultados anadlogos Filloy E. Y Rojano T.

(1989) . Solving equation: the transition from arithmetic to algebra. En
For the Learning of Mathematics 9, 2, USA. pp. 19-25.
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Apéndices

Apéndice I. Transcripcion de las entrevistas realizadas durante el pre-test

Alumna Perla:

Profr.. El problema N° 1, ;como se te ocurri6 resolverlo?.

Aa..  Pues, la verdad no le entendi muy bien, yo creo que era una ecuacion,
ino?.

Profr.. Si, adelante.

Aa.: Pues, se tendria que multiplicar o dividir. No sé la verdad.

Profr.: ¢Por qué multiplicar o dividir y no sumar?.

Aa.:  No sabria decirle.

Profr.: Te han planteado problemas, ;como éstos?.

Aa..  No.

Profr.. Vamos a pasar al problema N° 2. ; Cuantas regiones tienes en esa figura?

Aa..  Cuatro. |

Profr.. ¢Cuél es el area de esta region uno?

Aa. X

Profr.. ¢El area de la region dos?.

Aa: Y2

Profr.: ¢El area de la region tres?.

Aa.: XY.

Profr.. ¢El &rea de la region cuatro?.

Aa. X
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Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Te han planteado problemas, ;como éstos?.

No.

Vamos al problema tres, inciso (a)?, ¢por qué se te ocurrié poner 17
puntos?.

Porque los estuve sumando y no supe bien que ponerle.

¢ Por qué fueron 17 y no 127, por ejemplo.

¢Por qué fueron 17 y no 12?, por ejemplo.

¢ Por qué fueron 17 y no 127, por ejemplo. ¢ En qué forma le aumentaste?.
Como me imaginé.

El inciso (B), ¢como estuvo ahi?.

También lo sumé y le aumenté.

El inciso (C).

Los estuve sumando también.

Perla, estas nerviosa por las preguntas.

Un poquito.

Estas mas nerviosa que cuando estabas haciendo el examen sola.
Si.

¢ Como es qué se te ocurrid resolver el problema N° 47,

Pues, primero lo sume.

El primer monton, el segundo montén o, ¢ cudl monton?.

Si.

Perla, ¢ cual es el resultado?.

Pues, no me salié bien, es como yo pensé, salié 4 menos 2.
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Alumna Cristina:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

¢Por qué no intentaste el problema N° 1?.

No lo he visto en clase.

Has hecho problemas, ¢ donde tengas que obtener el area de un rectangulo?.
Si. |
¢Puedes encontrar el area del rectangulo con 10 de ancho y 14 de largo?.

Si.

¢ Cuanto es?.

140.

Bien, el problema N° 2 dice que no le entendiste pero, esta muy bien realizado,
¢,como estuvo eso?.

Es que me dijeron los compaiieros que lo hiciera asi.

A lo largo del curso vamos a ver la razon de lo que hiciste.

Si.

El problema N° 3 también lo hiciste muy bien. Que me puedes decir al respecto.

Que fue mas facil que los anteriores.

¢ Por qué?.

Es ver como va aumentando la figura.

En este inciso te faltaron poner los puntos dentro.
Pensé que no hacian falta.

¢ Qué formaste, cuadrado o rectangulo?.
Rectangulo.

¢ Cual rectangulo es mas grande?.
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Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Este, (ella seiiala el cuarto rectangulo de la serie).

Y el ;méas pequefio?.

Este, (ella sefiala el primer rectangulo de la serie).

. Como se te ocurrio hacer la tercera figura qué son cuadritos?.
Poniendo un piso cada vez mas grande.

¢ Qué forma tiene?, de piramide, escalera, torre.

De escalera.

¢Por qué no se te ocurri6 algo de los problemas 4?.

No le entiendo y no me gustan esos problemas.

¢ Has visto problemas como estos en las clases del afio pasado?
No.

Bueno. Gracias.

Alumno Esteban:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

En el problema N° 1, ¢ por qué igualaste ambos lados del rectangulo?.
Porque voy a encontrar el valor de la X’s.

Se necesita conocer el valor de X para encontrar el area del rectangulo.

S

(Por qué?.
Porque con la X encuentro el area.
¢Habra otra forma de encontrar el valor de X?.

No. Porque después despejamos de aqui la X.
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Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

¢ Como la despejamos?.

(El alumno despeja muy bien la incégnita X?.

El problema N° 2 lo hiciste correctamente, ;como obtuviste el area de la region 17.

Muitiplique X por X.

¢La otraregion?.

Multiplique X por Y.

Se parecen en algo los problemas N° 1y El N°27?.

Si.

(En qué?.

El area del problema 2 es mas grande.

(Por qué?.

Porque se ve que la figura es mas grande.

jAhl, si, ya lo veo. Veo, que el problema N° 3 también lo hiciste bien, ¢como lo
hiciste?.

Fijandome cual es la figura que sigue.

Te fijaste en el tamaiio de la figura o en el numero de puntos.

En el nimero de puntos.

La cuarta figura del inciso a es; s una escalera, un cuadrado o un triangulo?.
Un trianguio.

Del inciso b, la cuarta figura s qué es?.

Un cuadrado.

De ¢cuantos puntos?.

(Esteban cuenta los puntos), veinte puntos.
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Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Vamos al problema N° 4, ; por qué no lo intentaste?.
No sé como se hace.

¢ Has visto este tipo de problemas en clase?.

No.

Gracias.

Alumno Benjamin:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

¢ Como se te ocurrio resolver el primer problema?.

No pues, como se saca el area de un rectangulo, largo por ancho, o yo lo hice con
los numeros que tiene ahi.

¢Cual es el largo?.

3X+5,

Y, ¢el ancho?.

2X.

¢ Tienes alguna duda de éste problema Joaquin?.

No, se vio un poco facil.

Podemos pasar al problema N° 2.

Si.

Vamos a ver el problema N° 2. ;Cual es el area de ésta region?.
X2

El area de la region N° 2.

XY.
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Profr.. El area de la regién N° 3.

Ao.:  XY.

Profr.. Y el area de la region N° 4.

Ao.: Y2

Profr.: Entonces, ¢cudl es el area total de las 4 regiones?.

Ao.: X2+ XY +Y2+XY.

Profr.: Joaquin porqué no se te ocurrié multiplicarlos, si los presentas correctamente en
forma de suma, ¢ cual fue tu razon?.

Ao.:  No pues, dice que, yo pensé ponerlo asi como sumando.

Profr.: Se parece en algo el problema N° 2 al problema N° 1, Joaquin.

Ao..  Si

Profr.: ¢En qué?.

Ao..  En que los 2 me piden que saque en forma de polinomio o algo parecido.

Profr.: ;Ya habias visto éste tipo de pfoblemas?.

Ao.:  Laverdad no, pero...

Profr.: El problema N° 3, ; como se te ocurrio resolver el problema?

Ao.:  Hay primero una figura pequeiia, una que le sigue mas grande, otra mas grande, y yo
pensé la que faltaba era una escala mas.

Profr.: ¢Por qué le pusiste al triangulo 1, 2, 3, 4, 5 de altura?.

Ao.:  Porque el primero tiene 1, el segundo tiene 3, el tercero tiene 4 y pues el faltante ese
viene siendo 5, yo pienso que debe ser.

Profr.. De largo le pusiste 1, 2, 3, 4, 5, también.

Ao.: Si.
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Profr.:

Ao.:

Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:_.
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:

Ao.:

¢ Por qué se te ocurri6 5?.

Porque como te dije el primero tenia 1, el segundo tenia 3, el tercero tenia 4 y el
(ltimo tenia 5.

Joaquin, el inciso B, cémb se te ocurrio?

Pues, una escala mas grande también.

Pero, nada mas le agregaste arriba y abajo o, ¢ como le hiciste ahi?.
Si, a los lados y arriba, por el largo y el ancho.

¢ Cuantos puntos en total tienes?.

Tiene 5 de largo por 4 de ancho.

El ultimo inciso, ;como es qué se te ocurrio?.

(Silencio absoluto).

Ahora, ¢ no sé te ocurre nada?.

No le entendi nada.

Vamos a hacer el cuarto, ;cuantas canicas hay en cada montén?.
Pues, en realidad en el primer montén puse 16.

¢Porqué 16 y no 207?.

Pues...

¢ Como es qué se te ocurrio?.

Pues, porque el monton primero tenia 5 y eran las que sumaban 21 pero...
Continua, adelante.

El segundo, el tercer monton, no supe cuantos montones tenia.

Vamos a resolverlo.

En el primer monton le pondria que 8 canicas, en el segundo que tuviera 5y ya el
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Profr.:

Ao.:

Profr..

Ao.:

Profr.:

Ao.:

tercero sumaria el total, ;jno?.
Haber stimalo.

El 21. Pues, en realidad no sali6.

¢ Este problema te lo habian planteado anteriormente?.

No.

Gracias.

De nada.

Alumna Guadalupe:

Profr.:
Aa.:
Profr.:
Aa.:
Profr.:
Aa.:
Profr.:
Aa..
Profr.:
Aa.:
Profr.:
Aa.:
Profr.:

Aa.:

¢ Como se te ocurrio6 resolver el 1° problema?.

Multiplicando lado por lado

¢ Por qué aparece la “a®’ y, no “X*"?.
Porque el maestro usaba la “a*”.
Del problema N° 2 que nos puedes decir.
Que se parece al problema 1.

(Cual es el area de la region 1?.

Ab?,

¢ Cual es el area de la region 11?.

Ab. |

¢ Cual es el area de la region 11?2

Ab.

L Cual es el area de la region IV?.

A,
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Profr.: ¢El area total?.

Aa.:  Nolo hemos visto.
Profr.. ¢Qué nos puedes decir del problema N° 3?.
Aa.:  Es el mas facil.

Profr.. ¢Elinciso a?.

Aa.:  Son quince puntos.
Profr.: ¢Qué figura?.

Aa.:  Triangulo.

Profr.. ¢Elinciso b?.

Aa.:  Veinte puntos.

Profr.. ¢Qué figura se formo?.
Aa.:  Rectangulo.

Profr.: ¢Elinciso c?.

Aa.: No se entiende.

Profr.. Que en esta secuencia , ¢cual es la cuarta figura que sigue?.

Aa.:  Parecida al anterior.

Profr.: ¢Qué nos comentas del problema 4?.

Aa..  Que no se puede porque el nimero de cibitos vale uno.
Profr.: Gracias.

Aa.: De nada.

Alumno Eder:

Profr.: ¢Coémo factorizas el polinomio de la primer figura?.
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Ao.: Yo pondria 3X+5=2, Luego pondria a las X al lado izquierdo y pasaria 3X-2X,
porque cambié de lugar. Luego pasaria el cinco al lado derecho restando, daria -5.
Luego sumaria las X me daria una X=-5y, luego pondria ~ X=-5/1 y me daria X=5.

Profr.: ¢Habra alguna otra forma distinta de resolver el problema?.

Ao..  Si, poniendo las X's al lado derecho.

Profr.: ;Cémo le explicarias a tus compaiieros lo que estas haciendo, o a alguien que no
esta en clase y quiere saber como se resuelve el problema?

Ao.:  Pues, también poniendo las X’s al lado derecho.

Profr.: Ahora qué dice el problema N° 2,

Ao..  Observa la siguiente figura, aqui parece que se suman las X y da una X?, luego la
Y+X da XY, y, luego queda una Y.

Profr.: ¢A éstas letras como les llamas constantes, variables o, incognitas?.

Ao..  Variables.

Profr.: ¢Por qué no le llamas incognita?.

Ao.:  También se le puede llamar incognita.

Profr.: Este problema N° 2, ;lo has visto alguna vez en clases?.

Ao.:  Enlas clases con la maestra no pero, con el profesor si.

Profr.: ¢Como se llama tu maestra?.

Ao.:  Profesora Romi.

Profr.: ¢Has visto este problema con la profesora Romi?.

Ao.:  No. |

Profr.. Pasamos al problema N° 3, inciso (A). Le entiendes al problema?.

Ao.: No los he visto éstos.
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Profr.:

Ao.:

Proftr.:

Ao.:

Proftr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

¢Nunca los habias visto?.

No.

¢, COomo resolverias el inciso B?,

Pues, igual que el otro pero, no sé como se resuelve el otro.

¢Elinciso C?.

Es que es igual a los otros dos.

¢ Qué es lo qué te falta para entender este problema?.

Saber que es lo que se hace en él.

(En clase no te ponen este tipo de problemas?.

No, nos ponen puras ecuaciones para aprender y luego nos van a ensefiar las de
segundo grado y eso.

¢Como te ayudo a resolver el problema?.

Preguntandole; ;qué es lo que tenemos que hacer en esto, ;qué es lo que vamos a

hacer?.

Alumno Daniel:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Nos explicas como se te ocurri6 resolver el problema N° 1.
Pues, la base del rectangulo son 3X+5 y su altura es de 2X.
Si.

Yo escribi 3X+5=2X.

¢Por qué se te ocurri6 escribir (3X-2)5=X ?.

Se me ocurri6 asi la base por la altura.

Si.
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Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Proftr.:

Ao.:

Proftr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Después pase 2X al lado izquierdo restando.

Si.

Y, me quedaron cinco esos cinco los pase .al lado derecho sumandolos.

Oye y ¢por qué el resultado X=57.

Porque 3X-2X da a X.

jAjal.

Y el cinco entre uno es igual a cinco.

¢Ya habias visto este tipo de problemas en el salén con tu maestro?.

Si.

¢Lo viste en 2° afio?.

Si.

Bueno muy bien, ahora nos puedes decir qué entendiste en el problema N° 2.
Pues, vienen unos rectangulos cuadrados, pues el valor de sus lados XY solamente
sumando sus lados XX X2X +Y XYXY y Y2

Oye, ¢se te hace algo parecido él problema 2 al problema 1 ?.

En algo.

¢ COmo en qué se parecen?,

Pues, su forma.

Vamos a ver el problema N° 3, ¢ por qué se te ocurrié poner estos nimeros?.
Aqui tengo un punto, aqui tengo seis mas, aqui conté seis, aqui conté seis y cuatro
mas entonces eso fue lo que iba aumentando segun yo.

En el segundo donde hay rectangulos, ;como se te ocurri6 resolverlo?.

También igual, dos sume dos y luego aquj iba aumentando seis.
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Profr.: Y esta figura gcomo fue qué la interpretaste?.
Ao.:  Si, sume primero y segundo, pues.

Profr.: Si.

Ao.: Y los que me sobraron los puse aqui.

Profr.. ¢Intentaste el problema N° 47,

Ao.:  No.

Profr.: ¢Porqué?

Ao.:  Porque no lo han ensefiado en clase.

Profr.: Gracias.

Ao. De nada.

Alumna Urania:

Profr.. ¢Como realizaste el problema N°1?.

Aa..  Lado porlado.

Profr.: ¢Cual seria cada lado?.

Aa..  Pues, estos.

Profr.. ¢Puedes obtener el rea?.

Aa..  Si.

Profr.. Entonces, ;cual es el area?.

Aa..  Es que no me acuerdo.

Profr.. Vamos al problema N° 2, ;cudl es el &rea de cada region?.
Aa.. Lo que tiene adentro.

Profr.. Bien, en éste caso la region N° 1, ;cuanto vale?.
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Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Lado por lado.

La region N° 2, ¢ cuanto vale?

Y.

Laregion N°3.

Y.

La region N° 4.

X.

Entonces para ti, ¢ cual seria el area de todas las 4 regiones?.
X.

Esta seria toda el area, ;no seria mas grande el area?.
X porY.

Te han planteado algiin problema anteriormente a éste.
Si.

¢ Pasamos al siguiente problema?.

Si.

El problema N° 3, s qué figura falta en el inciso A?.
Pues, una de 14 puntos.

Una figura de 14 puntos y tendria forma rectangular, cuadrada o triangular o qué
forma seria?.

Triangular.

¢, Como seria el inciso B 7.

Una figura de 16 puntos.

¢ Qué forma tendria triangular, de rombo, de hexagono?.
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Aa.

A no, de 19 puntos.

Profr.. ¢Y qué forma tendria?.

Aa.:  Cuadrada.

Profr.. ¢Nos pasamos al inciso C 7.

Aa.:  Si

Profr.. ¢Cuales la figura faltante en el inciso C?.

Aa..  Leagrega uno al de abajo, uno al de arriba, otro al de mero arriba, y le pones otro
arriba.

Profr.. ¢Entonces cuantos cubitos en total tendrias?.

Aa.: 13

Profr.. 13 en total de la cuarta figura te hacen falta.

Aa..  jAjal

Profr.. ¢Como se te ocurre resolver el problema N° 47.

Aa.:  Avertengo 21 canicas, le pongo la mitad, le quito la mitad ylesumo 5auno,yyava
a ser la mitad mas 5 y el otro va a ser la mitad menos 5,y ya.

Profr.: Gracias.

Aa..  De nada.

Alumna Almazul:

Profr.: ¢Por qué no pudiste resolver el problema numero uno?.

Aa..  No sé, no me acuerdo.

Profr.. ¢Como se obtiene el rea de un rectangulo?.

Aa..  (Como?.
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Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.:

¢Cual es la formula para encontrar el 4rea de un rectangulo?.

Base por altura.

Entonces...

Falté que nos diera la base y la altura.

Ah, si.

¢ Qué entiendes del problema nimero dos?
Que hay que encontrar el area.

2. Sé parece en algo al problema anterior?.
Si.

(En qué?.

En que hay que encontrar el area.

¢, Qué ideas tienes para hacerlo?.

Pues, saber cuanto’ miden.

¢ Cuénto mide la regién nimero uno?.

Es que no le entendi.

¢Cual es el area de las cuatro regiones?.

Si me lo explica, si lo entiendo.

Si, de acuerdo, en las proximas clases lo explico.
Si.

. Son dificiles los dos problemas anteriores?.
Si.

LEn qué?.

No los habia visto.
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Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Del problema niimero tres, ;qué me puedes decir?.

Pues, que el primero es un triangulo, el segundo es un cuadrado y el tercero es una
torre.

¢De cuéntos blocks esta formada la torre que hiciste?.

De veinticinco.

¢La torre anterior?.

De nueve blocks.

¢Cual es la diferencia entre las dos figuras?.

De que la ultima tiene mas blocks.

z,Cuéntos mas?.

(los cuenta) dieciséis.

Regresandonos al inciso (a), ¢ por qué no pusiste el numero de puntos que tiene el
triangulo?.

Porque se ve que es un triangulo.

¢Mas grande o mas pequefio?.

Mas grande.

¢ Como se te ocurrio resolver el problema nimero cuatro?.

Conté los veintiun cibitos y luego le quite cinco.

Algo que quieras agregar.

No. Gracias.
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Apéndice II. Pos-test. Transcripcion de las entrevistas videofilmadas después
de la intervencion pedagdgica.

Alumna Perla:

Profr.. Nos puedes decir ;qué es un monomio?.

Aa.:  Eslaexpresion de una forma.

Profr.. ¢Como de que forma?, da un ejemplo.

Aa..  2X%Y2

Profr.: ¢Cualquier forma?, ¢hay piezas qué me representen ese monomio?.

Aa:  Si

Profr.: ¢qué es un polinomio para ti?.

Aa..  Eslaexpresion de una forma.

Profr.: Pero, de ¢qué forma?, ;puedes dar un ejemplo?, ¢otro polinomio?.

Aa:  X+Y, X-2

Profr.. ¢ Como representamos fisicamente un polinomio?, eso es, oye Perla y ;como
representamos esos polinomios con las piezas?.

Aa.  2X2+5X+1. (Perla realiza la tarea con las piezas geométricas).

Profr.. ¢C6mo representamos un polinomio con signo menos?,

Aa.:  Escribe 2X*1.

Profr.. A ver escribimos 2X21, represéntalo aqui fisicamente, ¢ Como vamos a interpretar
las piezas qué estén arriba de otras?., con signo positivo(+) o negativo(-).

Aa.:  Negativo.

Profr.. ¢Puedes darme otro ejemplo de un polinomio?, el qué tu quieras.
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Aa.:

Profr..

Aa.:

Profr..

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr..

Aa.

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Selecciona las piezas adecuadas para formar un polinomio).
Represéntalo simbolicamente el polinomio.

2X7+3X-2.

Muy bien, ahora este polinomio; si tu lo pusiste asi, ¢es lo mismo si yo lo pongo
asi?, 0, ¢ya cambia?.

Sigue igual.

¢Por queé sigue igual?.

Porque son las mismas piezas.v

El hecho de que cambien de lugar estas piezas, ¢qué propiedad estoy aplicando de
los nlimeros reales?.

Conmutativa.

Jqué son términos semejantes?.

Son piezas iguales.

¢Por qué los puedo sumar Perla?.

Porque son piezas iguales.

Entonces aqui, ¢ piezas iguales son términos semejantes?.

Si.

Oye, en la mafiana un nifio me dijo que 2X era igual a X2, tli ;qué opinas?.
Es falso.

i Por qué es falso Perla?.

Observa las piezas.

¢Puedes darme otro ejemplo de términos semejantes?.

Si.
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Profr.: Coloco varias piezas, ;me puedes representar simbélicamente esas piezas?.

Aa.:  2XHYAXEX

Profr.: ¢Qué propiedad aplico al mover las piezas?, el nifio me dijo en la mafiana que esto
ya era otro polinomio, por el hecho de haberle cambiado las piezas, ¢tu qué opinas?.

Aa.:.  Que sigue siendo el mismo.

Profr.. ¢Por qué Perla?.

Aa..  Porque son las mismas piezas.

Profr.: Oye, Perla ponte en mi lugar, imaginate que tii fueras la maestra y, si te pregunto:
£ qué es un polinomio?, ;ti qué me dirias?

Aa..  Laexpresion de un producto.

Profr.. ¢Como cual?, ;como empezarias?, ;les darias un ejemplo?, ¢les darias piezas?,
¢les ayudarias a entenderlo?.

Aa.:  Les ayudaria a entenderlo.

Profr.: Gracias Perla.

Aa.: De nada.

Alumna Cristina:

Profr.: ¢Puedes hacer la multiplicacion de (X+1)(X+1)?.

Aa.:.  Si

Profr.. ;Lo qué formaste en el interior de la escuadra es cuadrado o rectangulo?.
Aa.:  Cuadrado.

Profr.: ¢Qué piezas son las qué formaron ese cuadrado?.
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Aa.:  XH2X+1.

Profr.: Elresultado de multiplicar (X+1)(X+1), ¢a qué es igual?.

Aa.:  X+2X+1.

Profr.. Qué pasa si no me gustan esas piezas y, pongo otras, ;eso es cierto?, o ¢falso?.

Aa.:  Falso.

Profr.. ¢Porque?.

Aa..  Porque es Y,y no da el resultado correcto.

Profr.: ¢Por qué no es el resultado correcto?, yo puedo poner las piezas que yo quiera aqui
0, {no?.

Aa.  Pues, si pero por ejemplo habia puesto (X+1)(X+1) y el resultado no lleva una Y.

Profr.. Entonces, le puedo poner estos otros mira, yo le puedo poner tantos como yo quiera
aqui. ¢Por qué no se los puedo agregar y por qué si se los puedo agregar?.

Aa.:  Nose pueden agregar.

Profr.: ¢Por qué no se los puedo agregar esos?.

Aa..  Porque no seria el resultado correcto y aparte se sale de...

Profr.. Se sale, ;de donde?, ;cual seria el limite?.

Aa..  Hasta donde esta el cuadrito este, (lo sefiala la alumna).

Profr.: ¢Hasta donde llega esto?.

Aa.:.  Si

Profr.. Entonces, ;ya no me puedo pasar de aqui?.

Aa. No.

Profr.: Y,aca.

Aa.:  Tampoco.
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Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Quito estas piezas y pongo este cuadrado grandote, ¢es cierto lo qué hago?.

No.

¢Por qué?.

Incorrecto.

¢Por qué?.

Porque ese no es el resultado.

Un argumento de tipo de perimetro o area, ¢si se ve ahi?.

No. |

. Cuél es el perimetro de esta figura?, ¢la primera qué tu formaste?.
Vendria siendo X+1+X.

El perimetro es esto que esta aqui afuera, ;cudl es este perimetro?.
X+1+X+1.

El producto de multiplicar (X+1)(X+1), zes el perimetro o el rea?.

El area.

En la otra clase Cristina, te acuerdas que Farina nos dijo que si yo cambiaba el orden

de las piezas, que este ya no era el mismo producto, ¢t qué opinas?.
Si es el mismo producto.
¢ Por qué sera el mismo?.

Porque nada mas lo cambiaron de posicion.

Y, ese cambiar de posicion, ¢como se llama esa propiedad en los nimeros reales?.

Las mismas piezas.
No importa el orden.

jAjal.
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Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa..

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.

Profr.:

Ahora también te voy a cambiar el orden de aqui, ;es la misma multiplicacion o es
distinta?.

L.a misma multiplicacion.

¢ Por qué la misma?.

Por que nada mas las cambio de posicion.

Y fisicamente qué se observa, ¢ qué se observa ahi en el area?, el area cambia o es
distinta, o es mas pequefa?.

Es la misma.

$i yo cambio también el orden de esto ¢sigue siendo la misma multiplicacion o va
cambiando?.

La misma.

(Por qué?.

Porque nada mas las cambiaron y no cambio su resultado.

Si cambiamos el orden, éste lo pongo aqui, éste lo pongo arriba, ;es la misma
multiplicacion?.

Si, la misma.

¢ Por qué Cristina?.

Porque cambia de posicion.

Gracias, Cristina.

Alumno Esteban:

Profr.:

Vamos a multiplicar (X+5)(X+5), a ver hazme ese producto, ;por qué es cierto esto

Esteban?.
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Ao..

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Porque haz de cuenta que aqui tenemos el area y multiplicamos que estos son los
perimetros cruzados (X)(X).

;L.o podemos hacer con las piezas?,

(El alumno empieza a manipular las piezas).

¢La multiplicacion es el perimetro o el area?.

Es el perimetro.

(Cual es el area?.

Es primero X?, después..

¢,como es el resultado?,

X2+10X+25.

Entonces, cuando yo te proporciono estos dos factores en la multiplicacion, ¢qué te
estoy proporcionando?, ¢el area o el perimetro? .

El perimetro.

¢Por qué lo separaste aqui, ¢ por qué no lo pusiste juntito?.

Para poder notar cada simbolo y cada niimero.

Aqui entre este espacio, ¢ qué simbolo habria?. ;el + (més), el - (menos), a la X
(muitiplicacion)?.

El mas (+).

Si los sumo todos y ahora a mi me gusta el color vino y le agrego el color vino, el
color verde y el colorazul.  Ahora ges valido qué le ponga a la multiplicacion de
(X+5)(X+5) estas piezas?.

No.

¢ Por qué no es cierto eso?.
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Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr..

Ao.:

Profr.:

Porque no, porque se sale del limite del perimetro.

Qué ocurre si yo cambio el orden de las piezas en el area, ;es el mismo resultado?,
0, ya cambio,

Es igual.

¢ Cuando yo hice ese movimiento de cambiar las piezas de su lugar?, ;qué
propiedad aplique?.

Conmutatividad de los numeros.

LAl multiplicar (X+5)(X+5) hay un nombre muy especifico que se le conoce como
cual nombre sera?

No lo recuerdo.

Puede ser: suma, binomios conjugados, trinomio al cuadrado, binomio al cuadrado,
¢ccual de todos sera?.

Binomio al cuadrado.

Nos dicen que este es un rectangulo y tiene 60cms? de area, y tiene X+2 de base por
20 de lado, ;puedes decirnos cual es el valor de X?.

(X+2)(20)=60

¢Por qué se te ocurrio asi?.

Porque multiplico la base por la altura.

¢Lo podemos hacer usando estas piezas?, ;y cuél sera el resultado?, ¢ qué piezas
me cubren este pedazo?,

Son 20X+40=60.

Bueno, pues gracias
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Alumno Benjamin:

Profr.: ¢Qué piezas noé representarian (a+b)(a-b)?, ¢cual seria el resultado de acuerdo a las
piezas qué estan ahi?.

Ao  (Elalumno ejecuta la tarea, manipulando las piezas).

Profr.. Ahora realizamos la siguiente multiplicacion (Y+X)(X-X), usando las piezas ¢quién es
la X y quién es la Y ahi?, ¢cual es el resultado?, es posible que lo simplifiques?.

Ao..  ¢Eliminarlos?.

Profr.: Silos que sobran, ;qué te quédo después de simplificar?.

Ao..  Y:XA

Profr.: Siyo invierto el orden de estas piezas ;seria el mismo resuitado?.

Ao..  Si.

Profr.. ¢Cémo se llama ése producto notable?.

Ao.:.  Nolaverdad no me acuerdo.

Profr.; Gracias.

Alumna Guadalupe:

Profr.; Tenemos este problema, tenemos una figura y nos dan estas caracteristicas: AY,
éste es AX,BY,y BY, la primer pregunta que nos van a hacer jcual es?, jcuantos
rectangulos hay?.

Aa..  Cuatro.

Profr.. ¢Si el area del rectangulo 1 es AY? nos preguntan; ;cual es su base?.

Aa.: EsY.
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Profr.. ¢Y cudl sera su altura?.

Aa.: Laalturaes"A".

Profr.. Entonces, jcuales son los factores de AY ?.

Aa.. EsAY.

Profr.. ¢Cuél es el area total del rectangulo 1y 2 ?,

Aa.: EsAY+BY.

Profr.. A ver simalo.

Profr.. Tenemos esto : esto es X, esto es A, esto es By esto es Y. ;Me puedes dar el
perimetro de la figura? ¢ sabes cual es? ;si yo tuviera cualquier figura cudl seria su
perimetro?.

Aa..  Todo se suma jno?

Profr.. Situ fueras la maestra y te preguntaran, ;como ensefiarias a muitiplicar (X+2)(X+1),
(como le explicarias a uno de tus alumnos?.

Aa..  Pues con mucha paciencia y paso por paso.

Profr.. ¢Podriamos hacer esta multiplicacion parecido al area de un rectangulo?.

Aa..  Pues yo creo que si. (La alumna ejecuta la tarea).

Profr.: Gracias

Alumno Eder:

Profr.. Factorizar empleando las piezas geométricas X*+5X+6.
Ao.:.  Yaesta profesor.
Profr.. ¢Cuales el resultado?.

Ao Es (X+2)(X+3).
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Profr.:
Ao..
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:

Ao.:

Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao..
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:

Ao..

¢Por qué es ese resultado?, ;de donde surge?, ;donde estd X+2 enla figura?.
Aqui.

Y, X+3.

Aca arriba.

Cuando haces la factorizacion, ;estas encontrando el area o el perimetro?.

El perimetro.

¢También se puede hacer de otra forma?.

Hay que buscar dos numeros que sumados den esto (6) y multiplicado de uno de
estos (5).

O sea que, multiplicados nos dan jcual numero?.

Este.

¢ Como se llama ese niimero?, seis, 0, ;no?.

Seis.

¢ Qué diferencia hay entre la multiplicacion y la factorizacion?.

En que si multiplicamos sale el area y si factorizamos sale el perimetro del area.
Si tu fueras el maestro ¢como explicarias a los alumnos la factorizacion?.

Pues que busque dos niimeros que multiplicados den 6 y que sumados den 5.
¢No necesitarias hacerlo tu con piezas y rectangulos?.

No.

Y si cambiamos el orden, me decia tu compafiero; ¢ puedes re-escribir el resultado?.
Pues, es el mismo que alla.

(Por qué es el mismo?.

Porque son las mismas piezas, pero el resultado no es igual porque se pasa del
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perimetro, las puso al revés.
Profr.: ¢Por qué ya no le sigues agregando méas piezas?.
Ao.:  Se sale del perimetro.

Profr.: Gracias.

Alumno Daniel:

Profr.. Vamos a factorizar 9X* +18X+8.

Ao.:  Si.

Profr.: ¢Cual es el resultado?.

Ao.:  (3X242)(3X+4).

Profr.. ¢Qué representa el resultado de la factorizacion?.

Ao..  El perimetro.

Profr.: Si el resultado lo invierto y ponemos estas piezas aqui ¢seria el mismo resultado?.
Ao..  Si.

Profr.: ¢;Qué cambio de aqui?.

Ao.:  Nada.

Profr.: Factorizar m*10m+21, ;cual es el resultado?.

Ao..  (mHT7)(m+3).

Profr.: ¢Por qué es ese el resultado?.

Ao..  Porque vendria siendo el perimetro de la figura de adentrb.

Profr.: ¢Por qué estabamos diciendo anteriormente que estas piezas era X, y, esta pieza era

X2, ¢ por qué ahora me cambias y me dices que esta pieza es my esta m2?.
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Ao.:

Profr.:

Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:
Profr.:
Ao.:

Profr.:

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Proft..

Ao.:

Profr.:

Ao.:

Porque le puede dar el valor de cualquier letra.

En la factorizacion si yo cambio el orden de estos y ahora los pongo aqui, ;sigue
siendo la misma factorizacion?.

Sigue siendo la misma.

¢ Por qué sigue siendo la misma?.

No tiene nada que ver si los cambia, vendria siendo lo mismo de adentro.

Mi pregunta es: ;puedo agregar mas unidades tanto como yo quiera?.

No, no puede, porque no seria lo mismo.

¢ Por qué no seria lo mismo?.

No daria el resuitado de la multiplicacion.

¢,Con respecto a esto cambiaria?.

Si, si cambiaria, serian mas piezas.

Pongo 1,2, 3, 4,5, 6, 7 piezas pero, se las pongo de este lado 4,5,6,7 (como quedaria
arreglado, las piezas?, al poner el primer factor; ;cual seria el primero?.

(El alumno ejecuta la accion).

Si en lugar de usar las piezas azules, uso las piezas verdes, ;seria lo mismo?, o, td
(qué opinas?.

No se puede.

¢No se puede?, vamos a intentarlo.

(Daniel realiza correctamente la manipulacion de las piezas, para formar el
rectangulo).

Daniel, ya viste qué si se podia.

Si se puede.
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Profr.:

Gracias.

Alumna Urania:

Profr.:

Aa.

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.

Proftr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa.:

Profr.:

Aa..

Profr.:

La siguiente division 9X*+6X+1/3X+1, ;cémo le hacemos Urania?.

Primero pongo 3X+1 aqui a un lado, ya. Ahora voy a poner las piezas que siguen.

¢ Son cuantas piezas?.

9.

Y ahora te hacen falta 6X.

Ahora voy a formar un rectangulo o un cuadrado.
¢ Cudles qué estan en el interior?.

Si, maestro ya.

Ya.

Se formo un cuadrado.

Ahora jcudl es el resultado?

¢En la parte de arriba?, ya.

¢Cual es el resultado?.

3X+1, ya maestro.

Ese resultado que colocaste en la parte superior, ¢ forma parte del area o del
perimetro del cuadrado?.

Del perimetro.

¢ Por qué ya no le agregaste mas piezas aqui?.
Porque no tiene pasar de aqui.

Se dice que podias haber hecho esto ses el mismo resultado?.
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Aa.:  Si, pero el mejor resultado es que este aca.
Profr.. Esoes.
Aa. Asi, ya maestro.

Profr.. Gracias.

Alumna Almazul:

Profr.. Vamos a resolver la siguiente division: 2X*+5X+4/2X+1.

Aa..  (Laalumna observa la division que escribo en el pizarron)

Profr.: ¢Por qué pusiste primero 2X+17?.

Aa.:  Porque es lo que esta alla abajo y esto es lo que marca el limite, de que no me pase
de aqui, y aqui no hay limite, asi que me puedo venir hasta aca.

Profr.. Muy bien adelante, son cuatro nada mas, no las acomodes nada mas ponlas ahi, y,
Jcuantas unidades?.

Aa.:  Estoy acomodando esto para no pasarme del limite que esta aqui.

Profr.. ¢Doénde va esa X?.

Aa.:  Asi, formo el rectangulo porque con estos dos me paso.

Profr.. ¢Cual seria el resultado?.

Aa:  Elresultado seria X+2,

Profr.. ¢Cuanto te sobra?.

Aa..  Me sobran estos 2.

Profr.: ¢Cual es el resultado entonces?.

Aa.: X+2.

* Profr.: Gracias.
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Anexos

Anexo |. Diagramas de la metodologia
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Anexo ll. Pretest

Alumnos que ingresan a 3° aiio. Escuela Secundaria General N° 1.

Moisés Saenz. Fecha:

Problema N° 1.Indica con un polinomio el area del rectangulo siguiente:

2X

Problema N° 2. Observa la siguiente figura:

X

X regién 1

Y region 3

region 2

region 4

A) ¢ Cual es el area de cada region?.
B) ¢ Cual es el area total de las 4 regiones?.

Con estos dos problema se intenta evaluar las siguientes estrategias y contenidos:

Estrategias

Contenidos

-Estimacion.

-Prueba y error.

-Plantear un problema mas simple.
-Representacion simbdlica.
-Autocorrecién o monitoreo.

-Multiplicacion y factorizacion de polinomios.
-Exponentes, aplicacion de la ley distributiva.
-Area y perimetro.
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Problema N° 3,

Dibuja la figura faltante en cada secuencia.

a)

b)

@

9

@
869
209
209

e e ® e

)

Con este problema se intenta evaluar las siguientes estrategias y contenidos:

Estrategias Contenidos
-Observar el comportamiento de patrones numéricos. -Geometria.
-Prueba y error. -Simetria,
-Anticipacion. -Teorfa elemental de niimeros.
-Trazar un esquema o diagrama. -Induccion.

-Lista sistematica.

-Asociar el problema con otro ya conocido.
-Elegir varias alternativas de solucion.
-Autocorrecion.

Problema N° 4,

Se tienen dos montones de canicas. El segundo monton tiene 5 canicas menos que el primer
montén. La suma de los dos montones es 21. ; Cuantas canicas hay en cada montén?.
Con este problema se intenta evaluar las siguientes estrategias y contenidos:

Estrategias

Contenidos

-Tabulacion.

-Estimacion.

-Prueba y error.

-Lista sistemdtica.

-Plantear un problema mas simple.
-Autocorrecion.

-Representacion simbdlica.

-Multiplicacién de polinomios.
-Factorizacion.
-Solucion de ecuaciones de ler grado.
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Nota.- Al cabo del presente examen se le hiz6 una entrevista a cada alumno individualmente para
que nos explicara verbalmente la forma en que se resolvieron los problemas

Anexo lll. Preguntas realizadas a lo largo de la instruccion.

Alo largo de la propuesta de intervencion pedagoégica, se formularon preguntas para explorar el
proceso de solucién de los problemas, agrupadas de acuerdo a las categorias a indagar,

como las siguientes:

Entendimiento del problema:

¢ Puedes explicar el problema en tus propias palabras?.
¢Hay algo que no entiendas?.

¢ Qué se supone que vas a hacer?,

Formulando un plan:

¢ Como organizaste la informacion?.
¢ Cudles materiales te ayudan para resolver el problema?.
¢Qué has hecho hasta ahora?.

¢ Cuales estrategias te ayudan en la solucion del problema?.
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Solucion del problema:

¢ Puedes obtener la solucién de otra forma?.
LHay un problema mas simple relacionado con el que ti intentas resolver?.

¢ T solucion responde a la(s) pregunta(s) planteadas en el problema?.

Vision retrospectiva:

¢Como vas a verificar tu resultado?.

¢ Como sabes que lo que has hecho es lo correcto?.
¢ Qué haces cuando no estas segura(o) del resultado?.
L Es esta clase de problema facil o dificil para ti?,
¢Qué hace a este problema facil?,

¢ Qué hace a este problema dificil?.

Comunicando la solucioén:

¢Como le explicarias a tus compafieros lo que estas haciendo?.
¢ Es este problema igual a otros que ya has resuelto?, ¢En qué forma es lo mismo?
¢En qué forma es diferente?.

¢ Como resumes la solucion?.
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Anexo IV. Criterios de evaluacion propuestos por la National Council Teachers of
Mathematics.

Tabla de criterios para la evaluacion

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Proceso: Entendimiento del problema

muestra un entendimiento
completo del problema y tiene
ideas mas alla del problema

muestra un entendimiento
parcial del problema,
necesita asistencia del
profesor

requiere la asistencia
del profesor para
entender el problema

muestra un completo
entendimiento del problema

Proceso: Formulando un plan

desarrolla sofisticadas
estrategias y las aplica dentro
de un plan efectivo

muestra evidencia de un
plany emplea una
estrategia la cual puede o
no puede se aplicada
efectivamente

requiere la asistencia
del profesor para elegir
una estrategia
apropiada o, aplica
aleatoriamente la
estrategia de ensayo-
error

selecciona y aplica
apropiadamente Ia
estrategia

Proceso: Solucién del problema

proporciona una solucion en
forma completa y correcta.
Pero, muestra mas de una
forma de resolver el
problema. Generaliza
soluciones

hace errores matematicas
menores lo cual conduce a | en forma completay
respuestas erréneas o correcta

soluciones incompletas '

proporciona
soluciones incorrectas
alin con asesoria

proporciona una solucion

Proceso: Vision retrospectiva

continuamente monitorea lo
razonable de la seleccion r

Considera con sentido
comuin razonable la

requiere de asistenciay
sugerencias para
determinar la

Independientemente que
considera buena la solucion

razonabilidad de la
solucion

solucion

y la viabilidad, verifica la
respuesta

la estrategia y el progres/
hacia la solucion. Consi -
variaciones y extensio’
problema

Proceso: Comunicando Ia solucion

explica el razonamiento
en una forma
desorganizada que es
dificil de seguir

da una respuesta y
empieza a elaborar y
explicar con la asistencia

del profesor

explica el razonamiento en
una forma bien organizada
con justificacion

realiza acertad”
y explica el rz
claridad, cor - -
capacidad




Durante la propuesta de intervencion se hizd uso del siguiente material:

Escuadra

V {verde)

amarillo




